Wyklad 0.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Program poprzedniego semestru konczy sie badaniem szeregéw liczbowych. W tak zwanych

dawnych czasach ludziom sprawiato trudno$é¢ zrozumienie, ze suma nieskonczonej liczby sktad-
nikow moze by¢ skonczona. Zastanawial sie nad tym jeden z filozoféw starozytnej Grecji: Zenon
z Elei.
Paradoks Dychotomii: Sprinter ma do przebiegniecia skonczony dystans. Zanim jednak po-
kona cata odlegtos¢ musi najpierw dobiec do 1/2 dlugosci, ale zanim dobiegnie do 1/2 musi
najpierw dobiec do 1/4, ale zanim dobiegnie do 1/4 musi najpierw dobiec do 1/8, i tak w
nieskoniczonos¢. Wynika z tego, ze biegacz ma do przebycia nieskonczona liczbe odcinkéw o
skonczonej dtugosci. Poniewaz nie da sie pokonac nieskonczonej liczby odcinkéow w skonczonym
czasie, biegacz nigdy nie ukonczy biegu. ( Wikipedia)

Paradoks Zoétwia i Achillesa: Achilles i z6tw staja na linii startu wyscigu na dowolny,
skonczony dystans. Achilles potrafi biegaé 2 razy szybciej od zotwia i dlatego na starcie pozwala
oddali¢ sie zétwiowi o 1/2 catego dystansu. Achilles, jako biegnacy 2 razy szybciej od zétwia,
dobiegnie do 1/2 dystansu w momencie, gdy z6tw dobiegnie do 3/4 dystansu. W momencie gdy
Achilles przebiegnie 3/4 dystansu, z6lw znowu mu "ucieknie” pokonujac 7/8 dystansu. Gdy
Achilles dotrze w to miejsce, z6tw znowu bedzie od niego o 1/16 dystansu dalej, i tak dalej w
nieskonczono$¢. Wniosek: Achilles nigdy nie dogoni zotwia, mimo ze biegnie od niego dwa razy
szybciej, gdyz zawsze bedzie dzielita ich zmniejszajaca sie odlegtosé. (Wikipedia)

Powyzsze (tak zwane) paradoksy opieraja si¢ na zalozeniu, ze suma nieskonczonej liczby
skonczonych wielkosci nie moze by¢ skonczona. O tym, ze zalozenie to nie jest prawdziwe
mozna si¢ przekonaé przygladajac sie nastepujacemu obrazkowi (kwadrat ma pole rowne 1):
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W analizie matematycznej szeregiem liczbowym przyjeto sie nazywac napis

(1) ian.

Sens, jaki nadajemy takiemu napisowi jest nastepujacy: Jesli (a,)32, jest ciagiem liczbowym,
to ciag S, taki, ze

S1=a;

SQ =a; + ag

53 =a; +as + as

Sn:a1+a2+"'+an:ZZ:1ak
1



2

nazywamy sumg czeSciowg szeregu (1). Mowimy, ze szereg (1) jest zbieiny jesli ciag (.S,) ma
granice. Granice te nazywamy sumg szeregu. O ciagu (a,) méwimy, ze jest to cigg wyrazéw
szeregu. Wida¢ wiec, ze tak naprawde kazdy ciag liczbowy mozna zapisaé¢ jako szereg. To, ze
zajmujemy sie nimi oddzielnie wynika z faktu, iz w wielu zagadnieniach fizycznych i matema-
tycznych szeregi powstaja w sposéb naturalny. W takim przypadku zazwyczaj ciag (a,) jest w
wygodniejszej postaci niz (S,,). O zbieznosci szeregu (a wiec ciagu (.S,,)) chcielibySmy wypowia-
dac sie raczej w terminach ciagu (a,), niz (S,). Szereg, ktorego ilustracje widzimy na obrazku
ma wyraz ogolny
I L. 2" —1
an =5, 1sumg czesciows Sp = o

W tym przypadku sume cze$ciows tatwo przestawi¢ w powyzszej ,wygodnej postaci” przepro-
wadzajac rachunek:

[ S SRR SR SR S S S 4?2 41 20—
"2 408 on 91 92 93 on on oon
W rachunku tym uzylismy wzoru
(2) a® —b" = (a—b)(a" 4+ a2+ a" P+ -+ 0" dla a=2,b=1.
Mozemy wiec napisaé
> ] " — 1
— = lim =1.
—1 on n—o00 2

Zazwyczaj jednak sytuacja nie jest taka prosta. Musimy znalezé¢ sposoby jak poradzié sobie z
szeregami bez znajomosci wygodnego wzoru na sume czesciowa. Pamietajac, ze badanie zbiez-
nosci szeregéow to tak naprawde badanie zbieznosci specyficznych ciggéw, sprawdzmy, co dla
szeregdw wynika ze znanych twierdzen i technik dotyczacych ciagow.

Dla ciagow mamy do dyspozycji na przyktad warunek Cauchy’ego: Ciag liczbowy jest
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciggiem Cauchy’ego, czyli spetnia warunek:

(3) Ve>03dIN eN: Vnom >N |z, —x,| <e.

Warunek Cauchy’ego jest zazwyczaj bardzo trudny do sprawdzania. Dla szeregéw ma jednak
interesujaca konsekwencje. Zapiszmy (3) dla (.S,):

Ve >03dIN eN: VYn,m >N |S, — Sp| <e.
Zaktadajac, ze n > m dostajemy
‘Sn - Sm| - ‘an +ap—1+ -+ am+1|
Szereg jest wiec zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy powyzsza suma jest dowolnie mata dla wy-
starczajaco duzych m i n. W szczegdlnosei jesli szereg jest zbiezny, to dowolnie mata powinna
by¢ ta suma takze dla n = m 4 1. Wtedy sklada sie ona z jednego tylko wyrazu:
[Sm1 = S| = [ama]-
Dla zbieznego szeregu mozemy wiec napisac:

Ve >03dIN eN: Vm >N lay,| <e,

co bardziej po ludzku oznacza, ze ciag (a,) jest zbiezny do zera. Otrzymalidémy w ten spo-
sOb warunek konieczny zbieinosci szeregu liczbowego. Nie jest on wystarczajacy, tak jak pelny
warunek Cauchyego, bo kwantyfikator ogélny ,Vn,m > N7 zastapiliSmy stabsza wypowiedzia
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yn,m > N :n =m+ 1", rozwazamy wiec tylko niektére pary (n,m) a nie wszystkie. Zna-
jomos¢ tego warunku jest jednak uzyteczna, gdyz moze zaoszczedzi¢ nam pracy. Sformutujmy
warunek konieczny jeszcze raz:

Twierdzenie 1. Jesli szereq .02 a, jest zbiezny to lim, . a, = 0. Innymi stowy, jesli cigg

(a,) nie ma granicy lub ma granice rézng od 0, szereg z calg pewnosciq jest rozbiezny.

Badanie zbieznosci jakiegokolwiek szeregu powinno zatem zaczac¢ sie od sprawdzenia warun-
ku koniecznego. Moze to zaoszczedzi¢ badajacemu poszukiwania skomplikowanych kryteriow
zbieznosci dla szeregu, ktory ewidentnie jest rozbiezny. Z drugiej strony sama zbieznosé¢ a,, do
zera nie wystarcza. Znane sg przyktady szeregéw takich, ze warunek konieczny jest spetniony
a mimo to szereg jest rozbiezny. Najbardziej znany to szereg harmoniczny » >, %, o ktorym

wiadomo, Ze jest rozbiezny. Zbieznos$¢ (a,) do zera musi by¢ wystarczajaco szybka.

Kolejne twierdzenie znane dla ciagéw to twierdzenie o ciggach monotonicznych i ogra-
niczonych (ze sa zbiezne). Jedli ciag sum czesciowych jest rosnacy, to znaczy, ze wyrazy ciagu
(a,) sa dodatnie. Jesli ciag (S,) jest malejacy, to wyrazy ciagu a, sa ujemne. Twierdzenie o
ciggach monotonicznych i ograniczonych da si¢ wiec zastosowaé¢ do szeregdéw, ktorych wyra-
zy sa stalego znaku. Skoncentrujmy sie na szeregach o wyrazach dodatnich. Stosowna wersja
twierdzenia o ciggach monotonicznych i ograniczonych mogtaby brzmie¢:

Twierdzenie 2. Szereg Y | a,, o wyrazach dodatnich jest zbiezny wtedy ¢ tylko wtedy gdy jego
cigg sum czesciowych jest ograniczony.

W ten spos6éb mozna na przyklad rozstrzygnac o zbieznosci szeregu > o7, %
S—i1—1+1+1+1+ LIPS I I . —2+[1+1+ + 1]
Tl 26 K 2 4 ok-1— " T ly Ty k-1

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest mniejsze niz 1 (patrz nasz pierwszy szereg), zatem

Sk<2+[1+1+---+L

2 4 2k—1

Wiemy zatem, ze szereg wyktadniczy jest zbiezny, choé nie znamy jego sumy. (To znaczy znamy
oczywiscie, ale na razie jeszcze tego elegancko nie policzylismy).

] <3,

Poszukiwanie goérnego ograniczenia w postaci konkretnej liczby dla ciggu sum czesciowych
bywa zadaniem beznadziejnym. Jesli jednak ma sie juz w gltowie (albo w notatkach) stosowny
zapas zbieznych szeregéw do poroéwnan, mozna szukaé¢ tego ograniczenia wsrod sum szeregow
zbieznych. Jesli >°0° ¢, jest zbiezny i ¢, jest dodatnie, to suma R tego szeregu (czyli granica
ciagu R, sum czesciowych) jest ograniczeniem gérnym dla ciagu sum czesciowych. Jedli nasz
badany szereg > 0°,a, jest taki, ze dla kazdego n a, < ¢, to takze S, < R, < R. Tego R
nie musimy nawet znaé, wystarczy wiedzie¢, ze istnieje. W ten sposob otrzymaliSmy kryterium
zbieznodci szeregdw zwane pierwszym kryterium poréwnawczym. A oto i samo twierdzenie:

Twierdzenie 3 (Pierwsze kryterium poréwnawcze). Niech (a,) i (¢,) beda ciggami wyrazéw
dodatnich i takich, ze dla prawie wszystkich n naturalnych zachodzi nierownosé a,, < c,. Wow-
czas jesli szereq Y 07 ¢, jest zbiezny to takze Y00 a, jest zbiezny. Jesli Y07, a, jest rozbieiny
to takze 0 ¢ jest rozbieziny

Zwrot ,dla prawie wszystkich” jest wygodnym skrétem od ,dla wszystkich poza skonczong
liczbg”. W przypadku tego twierdzenia chodzi o to, ze skoniczona liczba poczatkowych wyrazéw
nie ma znaczenia dla zbieznosci. Jesli wiec nier6wnosé a,, < ¢, nie zachodzi dla poczatkowych
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N wyrazow, ale dla n > N zachodzi, to nadal mozemy wnioskowaé o zbieznosci > 0° ,a, na
podstawie zbieznosci Y 7, ¢, albo o rozbieznosci Y7, ¢, na podstawie rozbieznosci > 2 ay,.

Kryterium poréwnawcze jest bardzo skuteczne, jesli wiemy juz duzo o réznych szeregach.
Warto wiec budowadé sobie taka baze danych zawierajaca rézne przyktady. Jak dotad mamy w

niej tylko szereg 0% 5w 1 Y00 . Pierwszy z tych przykladow, szczegolny przypadek szeregu
geometrycznego

[e.e]
> 4"
n=0
z ilorazem ¢ = % Przyjrzyjmy sie ogélnemu przypadkowi. Wyrazy ciaggu sum czesciowych
Qu=1+q+q" + - +d"
mozna zapisa¢ w wygodniejszej postaci uzywajac wzoru (2) dlaa =1, b= ¢:
1 — qk+1

L= == tg+d+ - +¢)=01-9)Q Q=7

Zatozy¢ trzeba oczywiscie, ze g # 1, ale to zalozenie nie ogranicza nas w ogole, bo jesli ¢ = 1 to
szereg jest ewidentnie rozbiezny. Ciag (@) ma skonczonag granice jedynie gdy |¢| < 1. Wtedy
k+1 1

k—oo k—oo 1—q :1—q'

Whioskujemy wiec, ze szereg geometryczny jest zbiezny jedynie, gdy wartosé bezwzgledna ilorazu
tego szeregu jest mniejsza od 1. W pozostatych przypadkach szereg geometryczny jest rozbiezny.
Kolejne rekordy bazy danych dodamy uzywajac nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 4 (Lemat o zageszczaniu). Niech a,, bedzie nierosngcym ciggiem wyrazéw dodat-
nich wowczas szereg

Z a, jest zbieiny wtedy 1 tylko wtedy, gdy zbieiny jest Z 2 .
n=1 k=1
Na pierwszy rzut oka nie wiele pomaga... Sprobujmy jednak. Niech a,, = n—lp, gdzie p > 0 jest
dowolng liczba rzeczywista. Na pierwszy rzut oka nic nie wiadomo o szeregu
[e.e]
1

D

p
n=0 n

dla p > 0. Dla p < 0 nie spelnia warunku koniecznego, wiec jest ewidentnie rozbiezny. Sprawdz-
my jak wyglada ten drugi szereg z lematu:

1 1 1 1 \*
k _ ky — _
g = @35 = 305 = (31 -

czyli jest szeregiem geometrycznym
[e'¢) 1 k
> ()

n=0

o ktérym wiadomo, ze jest zbiezny, gdy jego iloraz ¢ = 2(p—1_1) jest mmiejszy od 1. Skoro tak, p
musi by¢ wieksze od 1. Mamy juz do poréwnan cate mnostwo szeregdéw zbieznych i rozbieznych
w zaleznosci od p. Na przyklad dla p = 1 otrzymujemy rozbiezny szereg harmoniczny: > >° %,
dla p = 2 zbieiny szereg 302 5.
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Przyktad szeregu > 0, n%, pokazuje, ze w problemie zbieznosci szeregdéw chodzi tak napraw-
de o to, jak szybko wyrazy szeregu daza do zera. Obserwacja ta znajduje potwierdzenie w
nastepujacym twierdzeniu

Twierdzenie 5 (Drugie kryterium poréwnawcze). Niech (a,) @ (b,) bedg ciggami wyrazéw
dodatnich. Zalozmy, Ze istnieje granica

a= lim —.

n—~o0

Jesli szereg >0 o by, jest zbieiny 1 o jest skonczone to Y..2 a, tez jest zbiezny. Jesli Y 02 by,
jest rozbiezny i o > 0 to Y07 a, tez jest rozbieiny.

Powyzsze sformutowanie nie jest najogolniejsze z mozliwych. Zalozenie istnienia granicy ilo-
razu ciggow jest zbyt mocne. Tak naprawde do dowodu zbieznos$ci wystarczy, aby ciag 32 byt
ograniczony z gory, natomiast dla dowodu rozbieznosci, aby prawie wszystkie wyrazy tego ciggu
byty ograniczone przez liczbe dodatnia. W zadaniach najczesciej jednak spotyka sie przyktady
w ktorych istnieje granica.

Przyktad 1. Zbadajmy zbieznos¢

i 2++n
= 14+n?
Licznik jest rzedu 3 a mianownik rzedu 2, zatem (a,) dazy do zera mniej wigcej tak jak ﬁ

Spodziewamy sie wiec, ze szereg bedzie zbiezny. Mozna uzy¢ pierwszego kryterium poréwnaw-

czego argumentujac, ze
_ 24V 24V 2 1

"T 142 S n2 on2 v
1
NG
ze suma szeregdw zbieznych jest zbiezna.) Mozna tez uzy¢ drugiego kryterium poréwnawczego

dla b, = -5, wtedy

NG
24+/n 3 3 1
a _ T Qrvae' _(alte?) (D
b, ﬁ 1+ n? 1+ n? # +1
Szereg zadany przez ciag b, jest zbiezny, granica ilorazu istnieje i jest skonczona, zatem na

mocy drugiego kryterium poréwnawczego szereg jest zbiezny. &

a szereg, ktorego wyrazem ogdlnym jest % + jest zbiezny. (Korzystamy dodatkowo z tego,

Do klasycznego podstawowego zestawu kryteriow wypada dotaczy¢ jeszcze kryterium Cau-
chy’ego i kryterium d’Alemberta. Oto pierwsze z nich:

Twierdzenie 6 (Kryterium Cauchy’ego). Niech a,, bedzie ciggiem o wyrazach dodatnich. Oznacz-

my
a= lim Va,,

n—oo
jesli granica istnieje. Gdy oo < 1 szereg > o7, ay, jest zbiezny, jesli o > 1 szereg jest rozbieziny,
natomuast jesli n = 1 kryterium nie daje odpowiedzi.

Dowéd: Uzasadnienie powyzszego twierdzenia jest dosé¢ tatwe, ale pouczajace, dlatego przyto-
czymy je tutaj. Zajmijmy sie najpierw przypadkiem, gdy o < 1. Z definicji granicy dla ciagu
(/a,) wynika, ze istnieje liczba [ taka, ze

a<pf<l1
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spetniajaca dodatkowo warunek

Van <

dla prawie wszystkich n. Istotnie, jesli « jest granica ({/a, ), to znaczy, ze dla dowolnego £ > 0
istnieje N takie, ze dlan > N

| /a, —a| <e.
WeZzmy dowolng liczbe [ spetniajacg o < § < 11 wybierzmy € = § — a. Wyznaczmy dla niego
odpowiednie N. Mamy zatem:
|/an, —a| < B —a.
Inaczej moéwiac dla wszystkich n poza poczatkowymi wyrazy ciggu /a, sa oddalone od « nie
wiecej niz odlegtosé od o do 3. Wszystkie te wyrazy sa wiec mniejsze od 3:

Vn>N a, <p.
Podnoszenie do n-tej potegi zachowuje nieréwnosé (obie stony sa dodatnie), zatem
a, < [".
Na mocy pierwszego kryterium poréwnawczego z szeregiem geometrycznym o ilorazie 3 < 1
wnioskujemy ze Y.>°  a, jest zbiezny.
Gdy o > 1 to oznacza, ze nieskofczenie wiele wyrazéw ciggu ({/a,) jest wiekszych od 1, a to

takze znaczy, ze nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu (a,,) jest wiekszych od 1. Nie jest spelniony
warunek konieczny zbieznosci szeregow.
Gdy a = 1 kryterium nie daje odpowiedzi. Wystarczy spojrze¢ na dwa przyktady: ZZOZO% i

o # Pierwszy jest rozbiezny a drugi zbiezny i w obu przypadkach

1
lim {/—=1= lim ﬁi.
n—oo \| n—oo \l n2
0

Kryterium Cauchy’ego sprowadza sie wiec do pierwszego kryterium poréwnawczego. Doboér
szeregu do poréwnania jest jednak dos¢ szczegdlny, wygodnie jest wigc mie¢ sformutowane
kryterium, a nie za kazdym razem konstruowac stosowny szereg geometryczny od nowa.

Przyklad 2. Kryterium Cauchy’ego zastosujemy do paskudnie wygladajacego szeregu
o] nnJrl
nz::O (2n24+n+1)"7T
Wyraz ogélny nie wyglada zachecajaco, ale probujemy pozby¢ sie n-tych poteg wyznaczajac

Yy,
n d nntl Vnntl n
a, =
(

2n2+n+1)

JEn2+n+1) 7 @24+n+1)E
n(+s) n/n V224 n+1

2n2+n+1)772

n—1
2

~%n VonZ+n+1

I

Przegrupowujac nieco czynniki otrzymujemy

Yn V2n2 +n+ 1.

nan:

n
Von2+n+1



Wiadomo, ze

lim /n =1, podobnie lim %/2n2+n+1=1.

n—oo n—oo

Pozostaty utamek ma granice % Ostatecznie wiec

1
a=lim Va,=—=<1
n—oo \/é

i na mocy kryterium Cauchy’ego badany przez nas szereg jest zbiezny. &

Ostatnim z klasycznych kryteriéw zbieznosci szeregéw o wyrazach dodatnich jest kryterium
d’Alemberta. Przebieg dowodu wskazuje, ze takze to kryterium opiera sie na poréwnaniu ba-
danego szeregu z odpowiednio dobranym szeregiem geometrycznym. Tym razem jednak nie
bedziemy przytacza¢ dowodu:

Twierdzenie 7 (Kryterium d’Alemberta). Niech a, bedzie ciggiem o wyrazach dodatnich.
Oznaczmy
an+1

a = lim ,
n—oo q,

jesli granica istnieje. Gdy o < 1 szeregq Y7 | a,, jest zbiezny, jesli a > 1 szereq jest rozbiezny,
natomiast jesli n = 1 kryterium nie daje odpowiedzi.

Przyktad 3. Kryterium d’Alemberta dobrze pasuje do szeregdw z wyrazami zawierajacymi
silnie. Rozwazmy na przyktad
[ 3n
5 ( ) -
n

n=0

Wyznaczamy odpowiedni iloraz:

Qi1 n+1 (n+ 1)!(2n + 2)!

an, B < 3n ) 7n - (3n)! 7—n

n n!(2n)!
(3n+3)! (2n!) noo. (Bn+3)Bn+2)Bn+1)
Bn!) 2n+2)!(n+1)! (n+1)2n+2)(2n+1)

1 jego granice
i 2 i Bn+3)Bn+2)3n+1), _ 27
n—oo q,  n— (n+1)(2n+2)(2n+1) 28
Na mocy kryterium d’Alemberta badany szereg jest zbiezny. &

<1

Do tej pory badaliSmy niemal wytacznie szeregi o wyrazach dodatnich. Catkiem ogdlny byt
tylko warunek konieczny zbieznosci szeregéw. Jest jednak cate mnoéstwo szeregow, ktérych wy-
razy nie sa jednego znaku (wszystkie dodatnie, albo wszystkie ujemne). Zauwazmy jednak, ze
inaczej traktowaé trzeba tylko te szeregi, ktorych nieskonczenie wiele wyrazéw jest dodatnich i
jednoczesnie nieskonczenie wiele jest ujemnych. Jedli tylko skonczona liczba wyrazéw ma inny
znak niz pozostale nie wpltywa to na sposob badania zbieznosci tego szeregu i na wynik tego
badania (choé¢ oczywiscie ma znaczenie dla wartosci sumy).
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Przyklad 4. Standardowym przyktadem szeregu majacego wyrazy réznych znakéw jest szereg
anharmoniczny:

> 1
_1\»t12
r;( 1) ~

Niech (A,) bedzie ciggiem sum czesciowych tego szeregu. Rozwazmy dwa podciagi - parzysty
(Asgy,) inieparzysty (Ag,41). Najpierw przygladamy sie ciagowi parzystemu (grupujemy wyrazy):

o= (1=5)+ G-+ Gg)++ (o) =
an 2 3 4 5 6 om—1 2n)

L1 1 1 _z": 1
2 12 30 2n(2n —1) = 2k(2k — 1)’

Wyrazy ciagu As, sa sumami czeSciowymi pewnego szeregu o wyrazach dodatnich. W szcze-
gélnoéi oznacza to, ze ciag (As,) jest rosnacy. Teraz badamy podciag wyrazéw nieparzystych
(takze grupujemy wyrazy):

1 1 1 1 1 1 1 1
173 60) ) o)
2 3 4 5 6 7 2n 2n+1
1 1 1 1 z“:
6 20 42 2n(2n +1) = 2k +1)

Ciag wyrazéw nieparzystych (Ag,;1) jest malejacy. Réznica miedzy odpowiednimi wyrazami
podciagdéw parzystego i nieparzystego jest nastepujaca:

1
on—+1

7 powyzszej rownosci wyciggamy dwa wnioski: Po pierwsze

A1 — Ao 20 czyli Agpqr > Agy.

A2n+1 - A2n =

Nieparzysty ciagg maleje a parzysty rosnie. Pierwszy wyraz nieparzystego jest wiec ogranicze-
niem gérnym dla catego ciagu parzystego a pierwszy wyraz parzystego ograniczeniem dolnym
dla catego ciggu nieparzytego. Wynika z tego, ze oba ciagi sa monotoniczne i ograniczone, a
wiec zbiezne. Ponadto réznica miedzy odpowiednimi wyrazami (As,) i (A2,11) dazy do zera,
zatem granica obu podciggéw jest jednakowa. Ciggi parzysty i nieparzysty wspoélnie wyczerpu-
ja caly ciag (A,), zatem (A,,) tez jest zbiezny do wspélnej granicy podciagéw. W ten sposob
pokazalidmy, ze szereg anharmoniczny jest zbiezny. Z teorii szeregéw potegowych dowiedzieé sie
mozna, ze suma tego szeregu jest réwna log2. &

Sposob w jaki dowodziliémy zbieznosci szeregu anharmonicznego mozna zastosowaé¢ do do-
wolnego szeregu naprzemiennego postaci

> (=
n=1
ktory powstal z dodatniego ciagu (a,) monotonicznego (malejacego) z granica réwna zero.

Twierdzenie dotyczace takich ciggdéw znane jest jako kryterium Leibniza:

Twierdzenie 8 (Kryterium Leibniza). Jesli (a,,) jest dodatnim ciggiem malejgcym ilim,, ., a, =
0 to szereg >0° | (—1)"a,, jest zbieiny.



Przyktad 5. Powyzsze twierdzenie mozemy zastosowaé¢ do szeregu:
2

>, . n-m

Z sin ,

=1 n+1
najpierw jednak musimy pokazac, ze jest to szereg naprzemienny. Zajmijmy sie funkcja pod
sinusem

n2r :n(n+1)—n7r:n(n—l—l)—(n%—l)—i—lﬂz(n_l)ﬂ_i_
n+1 n+1 n+1 n+1

Aplikujemy sinus do wyniku i korzystamy ze wzoru na sinus sumy katow:

.

sin(a + 3) = sin accos 8 + cos asin 3,

1
. _q _
sin ((n )T+ - 17r) =

sin((n — 1)7) cos (n i

17r) + cos((n — 1)7) sin <n i 17T> =
O—i—(—l)"sin( ! )

n—|—17T

Dla wszystkich n > 1 warto$¢ ——=m miesci si¢ w przedziale ]0, 3| a zatem tam, gdzie sinus jest

n+1
funkcja rosnaca. Ciag

a——
jest wiec malejacy, podobnie jak ciag
1
n + 17r

n +—
Z ciagtosci funkcji sinus wynika za to, ze

1
lim sin ( 7r) =0
n—0o0 n+1

Cigg wyrazow badanego przez nas szeregu spelnia wiec zalozenia kryterium Leibniza. &

Szereg anharmoniczny jest takze przyktadem szeregu, ktory nazywamy zbieznym warunkowo.
Zbieznos¢ warunkows przeciwstawiamy zbieznosci bezwzglednej. Oto stosowne definicje:

Definicja 1. Szereg > >° , a, nazywamy zbieznym bezwzglednie jesli zbiezny jest szereg

(o0}
Z ||
n=1

Jesli szereg > 0% | a,, jest zbiezny, ale >0 |a,| jest rozbiezny, to szereg nazywamy zbieznym
warunkowo.

Korzystajac z warunku Cauchy’ego zbieznosci ciagéow tatwo jest pokazac, ze szereg zbieiny
bezwzglednie jest takze zbieiny. Istotnie: Jedli szereg jest zbiezny bezwzglednie, to znaczy, ze
ciag sum czedciowych szeregu 0%, |a,| jest ciagiem Cauchye’go. Biorac wiec wystarczajaco
duze m,n mozemy zapewnic, ze

<e

n m
> lan] = lax]
k=1 k=1
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dla kazdego wybranego wczesniej ¢ > 0. Rdznica sum czeSciowych to suma pewnej liczby
odpowiednio dalekich wyrazow:

n m n
dolal =Y larl = D Jax| >0,
k=1 k=1 k=m+1

gdy na przyktad n > m. Wiadomo jednak, ze warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej ma
wlasno$é ,,wartos¢ bezwzgledna sumy jest mniejsza niz suma wartosci bezwzglednych” mozemy
wiec napisa¢ prawdziwg nier6wnosc:

n

DL

k=m-+1

n

< Z |ak\<€.
k=m+1

Okazuje sie wiec, ze ciag sum czeSciowych szeregu bez wartosci bezwzglednych tez jest ciagiem
Cauchy’ego, a zatem takze ciggiem zbieznym.

Szeregi zbiezne warunkowo majg jedng zaskakujacg wlasnosé, ktorag wyraza twierdzenie Rie-
manna:

Twierdzenie 9 (Riemann). Jesli szereg Y07 | a,, jest zbiezny warunkowo, to dla kazdej liczby
s € RU {+o0, —o0} istnieje bijekcja o5 : N — N taka, Ze

[ee]
z_:l Cbas(n) = S.

Zupehie inaczej rzecz si¢ ma z szeregami zbieznymi bezwzglednie:

Twierdzenie 10. Jesli szereg > 07 4 a,, jest zbieiny bezwzglednie i jego suma jest réwna s, to
dla kazdej bijekcji 0 : N — N zachodzi

o0
Z:l Qg(n) = S.

Nie bedziemy prowadzi¢ szczegdltowego dowodu powyzszych twierdzen. Przedstawimy jed-
nynie szkic dowodu twierdzenia Riemanna i wskazemy w ktoérym punkcie sytuacja szeregdéw
zbieznych bezwzglednie r6zni sie od szeregdéw zbieznych warunkowo.

Szkic dowodu tw. Riemanna. Zauwazmy, ze szereg, ktéry jest zbiezny warunkowo, a nie
bezwzglednie musi mie¢ nieskoniczenie wiele wyrazéw dodatnich i nieskonczenie wiele ujemnych.
Gdyby ktorys ze zbiorow byt skonczony szereg musiatby by¢ albo w ogéle rozbiezny, albo zbiez-
ny bezwzglednie. Niech N = {a, : a, <0} i P = {a, : a, > 0}. Dodatkowo wiadomo, ze
szereg utworzony z wyrazéw ze zbioru P jest rozbiezny, podobnie szereg utworzony z wyrazéw ze
zbioru N. Oba szeregi sg szeregami wyrazéw statego znaku. W tym punkcie sytuacja szeregow
zbieznych warunkowo rézni sie od szeregéow zbieznych bezwzglednie. W przypadku szeregow
zbieznych bezwzglednie obie sumy sa skonczone. Wiemy ponadto, ze nasz wyjsciowy szereg
spelnia warunek konieczny zbieznosci szeregoéw. Jesli wiec uporzadkujemy wyrazy ze zbioru P
w kolejnosci malejacej a wyrazy ze zbioru N w kolejnosci rosnacej otrzymamy dwa ciagi (Py)
i (Ny), pierwszy malejacy drugi rosnacy, oba zbiezne do zera. Ustalmy teraz liczbe rzeczywista
s. Dla ustalenia uwagi zal6zmy, ze jest ona dodatnia. Konstruujemy szereg zbiezny do s we-
dtug nastepujacego algorytmu: (1) dodajemy tyle kolejnych wyrazéw ciagu Py (zaczynajac od
pierwszego) aby przekroczyé s, (2) do poprzedniej sumy dodajemy tyle kolejnych (ujemnych)
wyrazéw ciagu (Ny) zaczynajac od pierwszego aby suma byta mniejsza od s, (3) do uzyskanego
wyniku dodajemy tyle wyrazéw ciagu (Py) zaczynajac w miejscu w ktérym skonczyliémy krok
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(1), (4) w kroku czwartym znowu korzystamy z wyrazéw ujemnych az suma bedzie mniejsza
niz s, dalej powtarzamy kroki (3) i (4).

P2 P3

Zauwazmy, ze po kazdych dwoch krokach znajdujemy sie blizej liczby s, poniewaz ciagi (Py)
i (Ng) sa zbiezne do zera i monotoniczne. Gwarantuje to, ze otrzymany szereg jest istotnie
zbiezny do s. Przyporzadkowanie starym numerom wyrazéw ciggu ich nowego potozenia jest
szukana bijekcja. Jesli wyjsciowa liczba s jest ujemna zaczaé nalezy od ciagu (Ny). Sadze, ze
potrafig panstwo samodzielnie wymysle¢ algorytm budowania szeregéow rozbieznych do +oo i
do —oo0.

Wréémy na jakis czas do problemu badania zbieznosci szeregdéw o wyrazach dowolnych. Jak na
razie znamy tylko jedno kryterium dotyczace szeregéw naprzemiennych, mianowicie kryterium
Leibniza. Jego uogolnieniem jest nastepujace

Twierdzenie 11 (Kryterium Dirichleta). Niech ¢, = a,b, gdzie cigg (a,) jest dodatni, mono-
tonicznie malejgcy i im,, o a, = 0 natomiast cigg (by,) jest taki, Ze cigg sum cze$ciowych

B.=Y b
k=1
jest ograniczony, wtedy szereq
> Cn
n=1
jest zbiezny.

Kryterium Leibniza uzyskujemy z powyzszego biorac b, = (—1)". Wzmacniajac nieco zato-
zenie dotyczace ciagu (by,) a ostabiajac to dotyczace (a,) otrzymujemy kolejne

Twierdzenie 12 (Kryterium Abela). Niech ¢, = a,b, gdzie cigg (a,) jest monotoniczny i
ograniczony natomiast cigg (b,) jest taki, Ze szereg

(e e}

> b

k=1
jest zbiezny, wowczas takze szereg

(e e}

> Cn

n=1
jest zbiezny.

Przyktad 6. Zastosujmy kryterium Dirichleta do szeregu

e}

Z sinn
i1 2n —cosn
Oznaczamy
sinn 1 .
Cp=—""", a, = ——, b, = sinn
2n —cosn 2n —cosn
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i sprawdzamy zalozenia twierdzenia. Ciag (a,) ma bez watpienia wyrazy dodatnie. Badamy
monotoniczno$¢:

[2(n+ 1) — cos(n + 1)] — [2n — cos(n)] = 2 + cos(n) — cos(n + 1).
Poniewaz cos(n) > —11icos(n+1) <1 to
2+ cos(n) —cos(n+1) >0
i dalej
1 1
2(n+1) —cos(n + 1) S o= cos(n)’
Ciag a,, jest wiec monotonicznie malejacy. Poniewaz cos jest funkcja ograniczona to

. ) 1
lim a, = lim — = 0.
n—00 n—0o0 21, — COS N

2(n+1) —cos(n+ 1) > 2n — cos(n),

Zaltozenie dotyczace ciagu (a,) jest spetnione. Kolej na ciag (by,):
Bn = Zbk = Zsink
k=1 k=1
Sume B,, mozna policzy¢ korzystajac z rachunkéw na liczbach zespolonych.
n n
B, = Zsink =Im (Z eik> .
k=1 k=1

Suma Y ), e’* jest suma skonczonego szeregu geometrycznego. Korzystamy, jak zwykle, ze
wzoru (2):

n e o) D/ (i i)
Ze = e —1l=—-1= = < < —1=
k=1 k=0 L —e e'2 (e”i — e’i)
/2 sin((n +1)/2) | = gin/2 sin((n+1)/2) .
¢t sin(1/2) —° sin(1/2)

B,, jest rowne czesci urojonej powyzszej sumy:
sin(n/2)sin((n + 1)/2)

B, =
sin(1/2)
Z wtasnosci funkcji sinus otrzymujemy
1 1
————= < By < ——=¢.
sin(1/2) sin(1/2)

Zaltozenie dotyczace ciagu (b,) takze jest spelnione. &

Do rozwazenia pozostal nam jeszcze problem mnozenia szeregdéw. O ile dodawanie szeregow
i mnozenie szeregu przez liczbe to operacje proste do zdefiniowania i zbadania, o tyle mnozenie
szeregbw przez siebie nastrecza pewne klopoty. Mozna mysle¢ na trzy (co najmniej) sposoby:
(1) Mnozymy wyrazy szeregdw, tzn. z szeregdw o wyrazach (a,) i (b,) tworzymy szereg o
wyrazach ¢, = a,b,. Jest to sposéb mato sensony, a w kazdym razie takiej operacji nie
nazywatabym raczej ,mnozeniem szeregéw”. W szczegdlnosci suma takiego iloczynu ma
niewielki zwiazek z iloczynem sum szeregdéw, ktore wchodzg jako czynniki.
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(2) Patrzymy na szeregi jako na ciagi sum cze$ciowych i mnozymy sumy czesciowe tak jak
mnozymy ciggi:

An - Z Qn, B, = Z Qn, Cn = Aan
k=1 k=1

W takiej sytuacji
01 = AlBl = a1b1
02 = AQBQ = a1b1 + a261 + &162 + &262
03 = Ang = a1b1 + a261 + &361 + &162 + &sz + agbz + a1b3 + agbg + agbg

Cn = Aan = ZZ]’:I CLZ‘bj
zatem wyrazy szeregu wygladaja nastepujaco

Ccl = a1b1
Co = a2b1 + a1b2 + agbg
C3 = a3b1 + a3b2 + a1b3 + a2b3 + CL3b3

Teraz mamy pewnos¢, ze jesli szeregi-czynniki sa zbiezne to iloczyn tez jest zbiezny (sto-
sowne twierdzenia dla ciagéw) do iloczynu sum czynnikéw. Wydawatoby sie, Ze sytuacja
jest idealna, tym niemniej jest jeszcze jedna wazna koncepcja mnozenia szeregow:

(3) loczyn Cauchy’ego, ktory pochodzi od probleméw zwiazanych z szeregami potego-
wymi. Zatézmy, ze szeregi, ktore mnozymy majag szczegdlng postac:

S [
Z fn2", Z "
n=1 n=1

gdzie (f,) i (gn) sa pewnymi ciagami, a x jest zmienna (mozemy mysleé, ze rzeczywista).
Innymi stowy a, = f,2", b, = ¢g,a". Mnozymy teraz (formalnie) nieskoniczone sumy
grupujac wyrazy przy kolejnych potegach x:

[o¢] o0
ST fad™ Y gua" = (fiz+ for? + 2P+ ) (i + g + gz’ + ) =
n=1 n=1

(frg1)2® + (192 + fog1)x® + (figs + foge + fagr)a* + ... =

[e's) n—1
5 (z fkgn_k)
n=2 \k=1

Patrzac na te formalne rachunki definiujemy

Definicja 2 (Iloczyn Cauchy’ego). Iloczynem Cauchy’ego szeregow >0 1 ay @ > ooy by
nazywamy szereg, ktorego wyraz ogolny ma postaé
n—1
=0, ¢,= Z apb,_i dla n > 1.
k=1
Pozostaje oczywiscie otwarty problem zbiezno$ci tego szeregu i zwigzek tej zbieznosci
ze zbieznoscig szeregdw-czynnikow.
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Zauwazmy, ze sumy nieskonczona rozwazana w (2) i w (3) maja ostatecznie takie same zbiory
wyrazow, tzn sa to sumy jednomianéw postaci apb;. R6znia sie jednak one istotnie kolejno-
Scig dodawania, co ma znaczenie dla szeregéw zbieznych warunkowo. Nikogo wiec nie zdziwi
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 13. Jesli szereg .07 1 ay, jest bezwzglednie zbieiny do sumy A, a szereg Yo7 by
jest zbiezny do sumy B to ich iloczyn Cauchy’ego jest zbiezny do sumy AB.

Mamy dodatkowo takze twierdzenie

Twierdzenie 14. Jesli szereg Y. | a, jest zbiezny do A, szereg > .7 1 by, jest zbieiny do B oraz
ponadto ich iloczyn Cauchy’ego jest zbiezny do C, to C' = AB.

Jesli oba szeregi sa zbiezne jedynie warunkowo moga powstawaé¢ problemy, co pokazuje naste-
pujacy przyktad:

Przyktad 7. Niech a,, = \(/;)Tnl) Szereg >.°° , a,, jest zbiezny warunkowo (kryterium Leibniza).

Policzmy iloczyn w sensie Cauchy’ego

0o 00
> oY a
n=0 n=0

Sumujemy od 0, dla uproszczenia wzoru na wyraz ogélny iloczynu, ktéry ma postaé

n
Cp = Z ApQp—r -
k=0

Przyjrzyjmy si¢ pierwszym kilku wyrazom:

C():l

1 1
=—L L a1 41
C_L€L€+L_l+2_\/§~165
273 22 37 2 3 T

Zatem, przynajmniej poczatkowo, wartodci bezwzgledne wyrazow szeregu nie maleja. Zbadajmy
doktadniej wyraz ogdlny:

B i G DL G ) S
! kz:%)knik ;;)\/(k+1)\/(n—k+1)
. (=" . 1

=0 /(b +1)(n — k+1) = nkz:%) JE+1)(n—k+1)

. 1 .
Szacujemy Tameas

(k+1)(n—k+1) = ((g+1)—(g—k)) ((@+1)+(ﬁ—k)) -

zatem
1 1 1
> R

JE+Dm—k+1) JG+12 G+
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Wartosé bezwzgledna wyrazu ogélnego ¢, jest zatem oszacowana z dotu poprzez

" 1 (n+1)
’Cn’>z n 1 = n 1 .
G G+
Wiadomo, ze
(n+1) _220.

1m
()

Wyraz ogélny nie moze wiec by¢ zbiezny do zera. Szereg bedacy iloczynem Cauchy’ego szeregu
>oC an przez siebie nie spelnia warunku koniecznego, a to znaczy, ze jest rozbiezny. &

Przy rozwazaniach dotyczacych iloczynu szeregdw pojawily sie wyrazenia postaci

o
Z a,x".
n=0

Wyglada to catkiem jak szereg, ale wyraz ogdlny nie jest liczba, a funkcja jednej zmiennej. O
xr bedziemy myséle¢ na razie, ze jest to zmienna rzeczywista. Po podstawieniu pod x konkret-
nej wartosci dostajemy ,zwykly” szereg liczbowy. Zalezno$¢ od x jest tez szczegdlnego typu:
taki szereg nazywamy szeregiem potegowym. Jest to szczegdlny przyktad szeregu funkcyjnego,
czyli takiego, ktérego wyraz ogélny jest pewna funkcja zmiennej: > 0° , f.(z). Podobnie jak w
przypadku szeregdéw liczbowych, szereg funkcyjny to tak naprawde ciag sum czeSciowych tego
szeregu:

k=1

Wtasnosci tego ciggu mogg by¢ rozne dla roznych x: dla pewnych wartodci zmiennej cigg sum
czesciowych moze by¢ zbiezny, a dla innych nie. Zbiér tych = dla ktérych szereg funkcyjny
jest zbiezny nazywamy zazwyczaj obszarem zbieinosci szeregu. Kazdej warto$ci x z obszaru
zmiennosci mozemy przyporzadkowaé¢ warto$¢ sumy szeregu obliczona w tym punkcie. Otrzy-
mujemy w ten sposob funkcje okreslong na obszarze zbieznosci, ktéra nazywamy sumg szeregu
funkcyjnego. Piszac

F(z) = i ful)

rozumiemy, ze mamy do czynienia z taka wtasnie sytuacja. Badanie zbieznosci szeregoéw funkcj-
nych w powyzszym sensie nie r6zni si¢ zasadniczo od badania zbieznosci szeregéw liczbowych.
Po prostu, punkt po punkcie, sprawdzamy, czy suma istnieje i budujemy funkcje F'. Méwimy
wtedy, ze badamy zbieznosé punktowq szeregu. Czesto jednak interesuje nas nie tylko samo ist-
nienie sumy szeregu, ale takze wtasnosci tej sumy jako funkcji zmiennej x. Na przyktad ciaglosc
czy rozniczkowalno$é. Okazuje sie, ze w ogdlnosci sprawa jest skomplikowana.

Przyktad 8. Rozwazmy szereg funkcyjny

1'2

;::Oun(a:), gdzie un(x):m
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Oto kilka kolejnych sum czesciowych:
Uo(z) =
2

T 2 (14 1 o T*+2
1+ 22 (14 22) (1+2%))’

x? x? xt + 322+ 3
U _ 2 — 2
S(z) =2 + el T <—(1+x2)2 :

W tym przypadku mozna wzglednie tatwo policzyé¢ ogdlna postaé sumy czedciowej:

1
1o -
n
22 2 (14 22)*! 2 1
- -1 [ —
z:: 1+x2 Z 1+x2 ! 1 (1+2°) (1 + a2)ntl

1—
1+ 22

Jesli wiec tylko x # 0 mamy

U(z) = lim U,(x) = lim (1 + %) (1 — %) =1+a2%

n—oo n—oo + x2)n+1

Jednak dla x = 0
U,(0) =0, zatem U(0)= lim U,(0)=0.

n—oo

Ostatecznie funkcja U ma postac

U(x>={é”x2) -

i wykres

N

Kazda z funkcji u, a takze kazda z sum czeSciowych U, jest funkcja ciagla. Jednak nie-
skonczona suma jest funkcja nieciagta. To pokazuje, ze w ogdlnoséci nie wolno nam zamieniaé
kolejnosci granic:

lim lim U,(z) =1#0= lirgolir%Un(x)

r—0 n—oo

i nie wolno wnioskowaé o ciggtodci funkeji granicznej na podstawie cigglosci wyrazow.
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Zobaczmy jeszcze jak wygladaja sumy cze$ciowe:

2

/ /
\ \ /
15 \ \ / /

0.5

15

[ )

Nastepny przyktad dotyczy rézniczkowalnosci. Jest to przyktad z dziedziny ciagéow funkeyj-
nych, nie szeregow.

Przyklad 9. Niech
1
falz) = 7n sin(nz)

bedzie ciggiem funkcyjnym. Funkcja sinus jest ograniczona, zatem

1
F(x) = lim —=sin(nz) = 0.
(7) = Jim, —=sin(n)
Granica ciggu funkeyjnego (f,) jest wiec funkcja stala (w szczegdlnosci rézniczkowalna). Popa-
trzmy teraz na ciag pochodnych:

Fi(x) = Vi cos(na).

Powyzszy ciag nie ma granicy dla wiekszosci wartosci x, dla niektérych = jego granica jest oo.
Ciag pochodnych jest wiec w ogdéle niezbiezny, w szczegdlnoséci nie jest zbiezny do pochodnej
granicy ciagu (f,). &

W obliczu powyzszych przyktadéw szeregi potegowe okazuja sie by¢ naprawde wyjatkowe.
Zacznijmy od bezwzglednej zbieznosci punktowej. Rozpatrujemy wiec

[e.e] o0
> anz”, araczej Y l|apaz"|,
n=0 n=0

dla kazdego x z osobna. Doswiadczenie nabyte przy szeregach liczbowych wskazuje, ze pomocne
moze by¢ kryterium Cauchy’ego:
{laneml = §fla |21

lim {/|a,| = A,

n—~o0

lim \/|a,||z] = A|z].
n—oo

Zalbézmy, ze istnieje granica

wtedy
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Wedlug kryterium Cauchy’ego, gdy A|x| < 1 szereg >0 |a,z"| jest zbiezny, gdy A|z| = 1 nie
wiadomo, a gdy A|z| > 1 szereg jest rozbiezny. Warunek A|x| < 1 mozna zapisaé

1

|z| < T

Liczbe R = % nazywamy promieniem zbieznosci szerequ. Kryterium Cauchy’ego méwi nam, ze

dla x spelniajacych warunek |z| < R szereg >.0° ja,z" jest zbiezny bezwzglednie. Dla |z| >

R bez watpienia nie jest zbiezny, nawet warunkowo, gdyz nie speilnia warunku koniecznego
zbieznosci. Na granicy, czyli dla x = R lub = —R bywa réznie.

Jest pewien problem z poprawnym sformulowaniem definicji promienia zbieznosci. Wezmy

na przyklad szereg definiujagcy funkeje f(z) =

2

(4) i ",

Szereg ten zawiera jedynie parzyste potegi x, to znaczy, ze odpowiedni ciag wspotczynnkéw
jest postaci: agp = 1, aggr1 = 0. Zatem granica ciagu ({/a,) nie istnieje: cigg ten zawiera dwa
podciagi z r6znymi granicami. Jest jednak jasne, ze w tym przypadku R = 1. Okazuje sie, ze

przy dowodzeniu kryterium Cauchy’ego wymaganie istnienia granicy lim,, . {/|a,| mniejsze;]

od 1 jest zbyt mocne. Wystarczy, aby prawie wszystkie wyrazy ciagu (M ) byly ograniczone
z gory przez liczbe mniejsza od 1. Zazwyczaj formutuje sie to uzywajac pojecia tzw granicy
gornej (limsup) ciggu. Granica gérna jest to, najkrocej mowiac, kres gérny zbioru punktéow
skupienia ciggu. Pojecie nie jest proste, dlatego nie wchodzi w zakres programu nauczania
naszego przedmiotu. Ciag wspélezynnikoéw szeregu potegowego (4) ma dwa podciagi zbiezne

do réznych granic 0 i 1. Podobnie ciag ({/|a,|). Zbiér punktéw skupienia tego ciagu to {0, 1},
a wiec jego kres gorny % = 1. Zapiszmy formalna definicje:

Definicja 3. Niech Y>>, a,z" bedzie szeregiem potegowym. Niech takze

1
— =1 ||
7 imsup {/|ay|

Liczbe R nazywamy promieniem zbieznosci szeregu > o2, a,x™. Jesli
lim sup M =0
promien zbieznosci jest nieskonczony.
A teraz stosowne twierdzenie, ktore pokazuje jak wyjatkowe sg szeregi potegowe:

Twierdzenie 15. Niech R bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego Y o>y anx™. Szereq
ten jest bezwzglednie zbiezny dla x €] — R, R[. Ponadto funkcja f(x) = >00 y a,x™ bedgca sumag
tego szeregu jest ciggla i rézniczkowalna w x €| — R, R|[. Zachodzi takie réwnosé

o0
fllx)=>" na,z" ",
n=1

a powyzszy szereg ma promien zbieznosci rowny R

Na mocy powyzszego twierdzenia szeregi potegowe definiujg funkcje, ktore sg ciggle i roz-
niczkowalne. Skoro pochodna jest tez zadana szeregiem o tym samym promieniu zbieznosci, to
znaczy ze pochodna takze jest (w tym samym obszarze) ciagta i rézniczkowalna. Indukcyjnie
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okazuje sie, ze funkcja zadana szeregiem potegowym jest nieskonczenie wiele razy rézniczko-
walna (inaczej gltadka). Powyzsze twierdzenie daje szerokie mozliwosci sumowania rozmaitych
szeregbw potegowych (zakladajac, ze w glowie mamy baze danych szeregéw opisujacych zna-
ne funkcje elementarne). Szeregi te otrzymuje sie np. stosujac rozwiniecie Taylora i badajac
promien zbieznosci otrzymanego szeregu. Obowiazuje Panstwa nastepujaca wiedza:

x
exp(z) = Zm, R = o0,
n=0 """
[e'e] x?n-{—l
g —_ n R g R
sin(x) nz:%( ) ontl) 00
cos(x) i( 1)t :1: R=00
= (2n)!
1 [e.e]
- nz:%x , R

Przyktad 10. Obliczmy sume szeregu potegowego

(P

n/—‘&‘ W1 1 1
pu— e — —_ .

Otrzymalismy R = 1. Latwiej bedzie da¢ sobie rade z pochodna:

Zacznijmy od promienia zbieznosci:

o'} nxnfl o'}
=2 > = " :

n=1 n=1 n=0 Z

Funkcja f ma wiec pochodng
1
/ —
fl@) = T—
Szukamy funkcji pierwotnej
= —log(1 — C
o d og(l—x)+

Stala catkowania wyznaczamy z warunku f(0) = 0:
0=—log(l1-0)+C=C.
Ostatecznie
f(x) = —log(1 — ).
Do tabelki znanych rozwinieé¢ funkcji elementarnych nalezy dotaczy¢ szereg, ktory tatwo otrzy-
macé z powyzszego zamieniajac r na —x i porzegdkuj@c znaki:

(5) log(1 + z) Z

&

1n+1n
) R =1
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Powyzszy szereg jest zbiezny dla x €] — 1,1[. Byloby jednak fajnie, gdybySmy do wzoru
(5) mogli podstawi¢ takze wartos¢ x = 1 na granicy obszaru zbieznosci. Po prawej stronie
otrzymujemy wtedy szereg anharmoniczny, co do ktérego wiadomo, ze jest zbiezny warunkowo.
Jego sumy jednak jeszcze nie obliczyliSmy. Dotychczasowe twierdzenia nie pozwalaja jednak
uzy¢ wzoru (5) do stwierdzenia, ze suma szeregu anharmonicznego jest réwna log2 (a jest!).
W tej sytuacji zastosowaé nalezy raczej nastepujacy wniosek z twierdzenia Abela (pelnego
twierdzenia nie przytaczamy, gdyz dotyczy szeregéw zespolonych i jest zbyt ogdlne jak na nasze
potrzeby):

Twierdzenie 16 (Abel). Jezeli szereg potegowy jest zbiezny w punkcie bedgcym brzegiem ob-
szaru zbieznosci, tzn dla x = R (lubx = —R), to funkcja zdefiniowana tym szeregiem jest ciggla
prawostronie w punkcie r = R (lub lewostonnie w punkcie x = —R).

Korzystajac z powyzszego twierdzenia mozemy wstawi¢ x = 1 do wzoru (5) i uzyska¢ wyma-
rzong réwnosé

o] -1 n+1
Z 7( n), = log 2.

n=1



