Wyklad 1.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Jednym z gtéwnych tematow wykladu z Matematyki w drugim semestrze jest rachunek roz-
niczkowy funkeji i odwzorowan wielu zmiennych rzeczywistych. Zeby efektywnie zajmowaé sie
takimi problemami jak poszukiwanie ekstreméw funkeji wielu zmiennych, wyrazanie operato-
row rozniczkowych w roznych uktadach wspotrzednych, czy nawet catkowanie funkcji zaleznych
od wiecej niz jednej zmiennej, potrzebujemy narzedzi algebraicznych zwigzanych z pojeciem
odwzorowania liniowego. Okazuje sie bowiem, ze np. pochodna funkcji rzeczywistej zaleznej od
wiecej niz jednej zmiennej jest odwzorowaniem liniowym dziatajacym na pewnej przestrzeni
wektorowe;.

Przyjrzyjmy sie najpierw przyktadowi pochodzacemu z rachunku rézniczkowego funkeji jednej
zmiennej. Niech f : I — R bedzie funkcja rzeczywista okreslong na pewnym odcinku otwartym
I. Niech takze zy € I. Zalézmy, ze funkcja f jest wystarczajaco przyzwoita, zeby istniata
pochodna f’(zg). Pochodna funkeji w punkcie zazwyczaj definiowana jest jako granica ilorazu
roznicowego:

1) /(o) = lim

Jedna z mozliwych interpretacji liczby f'(xo) moéwi, ze jest to wspotezynnik kierunkowy prostej
stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o wspoétrzednych (g, f(z0)):

Nazwijmy ¢ funkcje, ktorej wykresem jest prosta styczna zaznaczona na rysunku kolorem
czerwonym. Funkcja ta opisana jest wzorem

(2) g(z) = f(wo) + f'(z0)(x — 20).
Mozna takze patrzeé¢ na catg sytuacje wzgledem punktu xg: Wtedy z =29+ h i
g(wo 4+ h) = f(x0) + f'(20)h.

Przyjrzawszy sie nieco obrazkowi stwierdzamy, ze funkcja g dobrze przybliza zachowanie
funkcji f w poblizu punktu zy. Co to znaczy, ze ,dobrze przybliza’? Chodzi o to, ze réznica
r(xo, h) miedzy funkcja f a funkcja g (zwana reszta) czyli

r(zo, h) = f(xo+ h) — g(xo + h)

rosnie wolniej niz h czyli

(3) lim ———— =
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Korzystajac ze wzoru na g oraz definicji reszty » mozemy napisac:
(4) f(xo+h) = f(xo) + (o) - b+ (w0, ).

i o pochodnej funkcji moéwié, ze jest to taka liczba f'(xg), ze reszta we wzorze (4) spehia
warunek (3). Funkcja g traktowana jako funkcja przyrostu h jest funkcja afiniczna. Jej czescia
liniowg jest funkcja

h— f'(x0) - h.

Liczba f'(x¢) zawiera wiec informacje o pewnym odwzorowaniu liniowym.

Przejdzmy teraz do przypadku funkcji dwoch zmiennych. Wzér (1) nie da sie zastosowaé
wprost, gdyz przyrost h jest wektorem majacym dwie wspotrzedne. Co mialoby oznaczaé¢ dzie-
lenie przez wektor we wzorze (1)? Mozna jednak prébowaé mysle¢ w jezyku przyblizania i
sprobowaé przyblizy¢ funkcje dwoch zmiennych funkcja afiniczna (ktérej wykresem jest plasz-
czyzna). Musimy oczywiscie umieé powiedzieé¢ co to znaczy, ze przyblizenie jest dobre. Okazuje
sie, ze warunek (3) daje sie tatwo uogdlni¢ na przypadek wiecej zmiennych. Zacznijmy od przy-
ktadu i przyjrzyjmy si¢ funkcji f okreslonej na R? i danej wzorem f(z,y) = z%y.

%
Sprébujmy zbadaé jej zachowanie w otoczeniu punktu (zo, yo) = (1, 2). Przyrost h jest teraz
ﬁ
wektorem zaczepionym w punkcie (zg,yo) 1 majacym dwie wspéhrzedne: h = (hy, hy):

Mamy wiec
(5) f((1,2) + (hay hy)) = fF(1 4 Dy, 2+ hy) = (14 h,)* (24 By) =

(14 2h, + B2)(2 + hy) = (2 + 4hy + 2h2) + (hy + 4hyhy, + h2h,) =
2+ 4h, + hy + (2h2 + 4h,h, + h2h,)
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Na czerwono zaznaczyliémy czes¢ liniowag a na niebiesko reszte, czyli wyrazy, ktore sa rzedu
wyzszego niz kwadratowy. Dlaczego wlasnie taki podziat jest dobry? Chodzi o to, by reszta

-
r((1,2), h) = 2h2 + 4h,h, + h2h,

— —
znikata szybciej niz h, gdy h zmierza do zera. Warunek ten wypowiadamy niemal tak samo
jak w przypadku jednej zmiennej zastepujac warto$é¢ bezwzgledng przyrostu dtugoscia wektora:

(20, 90), )| _

(6) lim —
et

Nie bedziemy teraz sprawdzaé¢ czy nasza reszta spelnia warunek (6), cho¢ tak istotnie jest.
Spéjrzmy jeszcze raz na wzoér (5) w nieco innej postaci:

(7) F(,2) + (hashy)) =2+ [ 4 1] [ "

Y

] + (2h2 + 4h,h, + B2h,).

Wzér (7) wyglada teraz jak wzér (4), ale dotyczy funkeji dwoch zmiennych. Przyrost liczbowy h

H
zastapiony jest przez wektorowy h = (hy, h,). Funkcja f przyblizana jest w otoczeniu punktu
(1,2) przez odwzorowanie afiniczne

g:(hw,hy)+—>2+[4 1”21

Y

ktotrego wykresem jest plaszczyzna:

Czescig liniows odwzorowania ¢ jest odwzorowanie liniowe z R? do R w postaci macierzy
(jednowierszowej):

(8) F2)=[4 1]

Symbol f'(1,2) czytamy pochodna funkcji f w punkcie (1,2). Pochodna funkcji f w punkcie
(1,2) jest odwzorowaniem liniowym na przestrzeni wektorowej, ktorej elementami sa wektory
zaczepione w punkcie (1,2). Ta przestrzen wektorowa jest izomorficzna z R?. Spojrzmy jeszcze
na wykresy funkcji f i przyblizajacego te funkcje w otoczeniu punktu (1,2) odwzorowania
afinicznego.



Wykres funkeji f narysowany jest na czerwono, ptaszczyzna styczna, czyli wykres funkcji
afinicznej g na szaro.

Mam nadzieje, ze zostali Panstwo przekonani, ze odwzorowania liniowe odgrywaja wazna
role w rachunku rézniczkowym funkcji i odwzorowan wielu zmiennych. Zajmiemy sie wiec teraz
przypomnieniem i uzupetnieniem wiadomosci dotyczacych odwzorowan liniowych. Oto zestaw
zadan, ktore powinni Panstwo umie¢ rozwigzac:

Zadanie 1. Niech R,,[-] oznacza przestrzenn wektorowa wielomianéw o wspétezynnikach rzeczy-
wistych, stopnia nie wiekszego niz n. Zdefiniujmy odwzorowanie

F:Ry[] — Ry[].
Dla v € Ry[-] wielomian F'(v) jest reszta z dzielenia wielomianu a - v przez wielomian b, gdzie
a(t) = t2, b(t) = (t —1)°.

Oznacza to, ze na wielomianach stopnia 0 odwzorowanie dziata jak mnozenie przez a, tzn
F(v) = av. Jedli zas wielomian jest stopnia 1, np. v(t) = t — 1, wartos¢ F(v) wyznaczamy
nastepujaco: Obliczamy a - v:

(a-v)t) =12t —1)=t> -t
Dzielimy wielomian a - v przez b:
53—t =10t - 32 +3t — 1) + (2t — 3t + 1).

Reszta zaznaczona jest na czerwono, tzn F'(v)(t) = 2¢* —3t+ 1. Zadanie polega na sprawdzeniu,
ze odwzorowanie jest liniowe oraz wyznaczeniu jego macierzy w bazach e = (e;(t) = 1, ea(t) = t)
w przestrzeni Ry[-] oraz f = (fi(t) = 1+, fo(t) = 1 — ¢, f3(t) = (t — 2)(t — 3)) w przestrzeni
Ryl]. &

Zadanie 2. Niech V oznacza przestrzen wektorowa macierzy 2 X 2 o rzeczywistych wyrazach
macierzowych, niech takze
1 -3
A= [ L ] .

Zdefiniujmy odwzorowanie liniowe G : V' — V wzorem
F(X)=ATXA-10x".

Znalez¢ jadro, obraz i rzad odwzorowania F'. Znalezé¢ takze takie bazy f i e w przestrzeni V,
ze [F]°; ma posta¢ kanoniczna, tzn jest macierza diagonalng majaca na diagonali tyle jedynek
ile wynosi rzad F' i pozostate wyrazy diagonalne rowne zero. #



Zadanie 3. Znalez¢ (o ile istnieje) macierz S taka, ze

1 3 1 ~1 ~1 ~1
sli|=1]2|, s|lz2|=|1], Ss|1]|=]1
1 2 ~1 4 0 3

)

Powyzsze zadania sg, moim zdaniem dos¢ trudne, poniewaz sg wielostopniowe. Trzeba dobrze
zrozumie¢ tre$¢, zaplanowac¢ kolejne kroki a nastepnie wykona¢ je. W kolejnym kroku trzeba
wykorzystywaé¢ wyniki uzyskane w poprzednim kroku. Do rozwigzywania tego rodzaju zadan
trzeba sie przygotowac.

Zacznijmy od podstawowych definicji, ktore powinny by¢ juz panstwu znane. Przypominamy
je tylko pokrotce. Przestrzeniq wektorowg nad ciatem K nazywamy zbiér V' wyposazony w
dziatanie dodawania i mnozenie przez liczby z ciata. My zajmujemy sie tylko przestrzeniami
wektorowymi nad ciatem liczb rzeczywistych lub zespolonych. Dodawanie wektorow zadaje w
zborze V strukture grupy przemiennej, to znaczy ma takie wlasnosci jak zwykle dodawanie
liczb: jest taczne, przemienne, ma element neutralny (wektor zerowy) i kazdy wektor v ma
wektor ma wektor przeciwny —v. Mnozenie przez liczbe réwniez musi spetni¢ pewne warunki:
na przyktad zachodzi¢ musza wzory:

(A + v = v+ po, Av+w) = v+ w, 1-v=nu, 0-v=0

Nie sa to wszystkie warunki, ale dla przypomnienia tyle wystarczy. Oto przyktady przestrzeni
wektorowych:

(1) K,,[-] - przestrzen wielomianéw stopnia nie wigkszego niz n o wspoétezynnikach z ciata
K ze zwyklym dodawaniem wielomianéw i mnozeniem przez liczby;

(2) C(]0,1[) - przestrzen ciaglych funkcji rzeczywistych okreslonych na odcinku |0, 1] z
dodawaniem punkt po punkcie i mnozeniem przez liczby tez punkt po punkcie;

(3) K"- liloczyn kartezjanski n- kopii ciata K z dodawaniem po wspétrzednych i mnozeniem
przez liczby po wspotrzednych.

Ostatnia z wymienionych przez nas przestrzeni ma szczegélne znaczenie, o czym za chwile.
Méwimy, ze uktad wektoréw (eq, e, ..., ex) jest liniowo niezalezny jesli réwnosé

Mer + M2+ -+ Nep =0

moze zachodzi¢ jedynie, gdy wszystkie wspolezynniki A sa réwne 0. Méwimy, ze przestrzen
wektorowa jest wymiaru n, gdy wszystkie uktady n+ 1 wektoréw sa liniowo zalezne, natomiast
istnieja liniowo niezalezne uktady n wektoréw. Przestrzen K, [-] jest n+ 1 wymiarowa, natomiast
przestrzen K, jest n-wymiarowa. Przestrzen C(]0, 1) jest nieskoniczenie wymiarowa. W zbiorze
funkeji {t — t", n € N} kazdy skonczony uklad funkeji jest liniowo niezalezny. W przestrzeni
skonczenie wymiarowej wymiaru n bazg nazywamy uporzadkowany, liniowo niezalezny uktad
n-wektoréw. W przestrzeni K, [-] baza (nazywana standardowq) jest uktad wielomiandw:

61(t) = ]-7 62(t) :t, 63(t) :t2,..., €n+1(t) :tn
Latwo tez poda¢ inne bazy, na przyklad w Ry[-] dobra baza jest uktad

fit)y=t—1, folt)=t+1
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W przestrzeni K" takze mamy pewna wyr6zniona baze:

1 0 0 0

0 1 0 0
€1 = 0 ) €2 = 0 ; €3 = 1 ) €n = 0 9

0 0 0 1

a takze wiele innych baz. Na przyktad w R? dobra bazg jest

1 -1
fl - [ 1 ‘| ) f2 — [ 1 ‘| .
Latwo udowodni¢, ze kazdy element przestrzeni wektorowej v € V' ma jednoznaczny rozktad w

bazie e. Oznacza to, ze v mozna zapisac jako

v=MNe; +  Ney+ -+ N,

i liczby A! sa okreslone jednoznacznie. Liczby A, A2, ..., A" nazywamy wspohrzednymi wektora
v w bazie e. Czesto uzywamy notacji kolumnowej:
/\1
/\2
[v]® =
)\'TZ

Wida¢ wiec, ze wybranie bazy w przestrzeni wektorowej pozwala przyporzadkowaé¢ kazdemu
wektorowi z tej przestrzeni uktad n liczb, czyli element z K”. W tym sensie przestrzen K" jest
wyrozniona.

Przyktad 1. W przestrzeni wektorowej Ry[-| wybieramy baze f sktadajaca sie z wielomianéw

fl(t):t_]-7 fQ(t):t+17 f3(t):t2_1
Znalez¢é wspolrzedne wektora v(t) = 2t* — 3t + 4 w tej bazie.

Rozwiazanie tego typu zadania zazwyczaj wymaga ultozenia jakiegos uktadu réwnan i rozwia-
zania go. Oznaczmy nieznane wspolrzedne wektora v symbolami A, A%, A3. Powinna wicc
zachodzi¢ rownosé:

(9) v=XNfi+ N+ N
Podstawiajac konkretne wielomiany v i f; otrzymujemy:
202 — 3t +4 =Nt — 1)+ N2t + 1)+ N (2 = 1).
Wiadomo, ze dwa wielomiany sg rowne jesli wspotczynniki przy wszystkich potegach sa jedna-
kowe. Porzadkujemy prawa strone réwnania:
207 — 3t +4 = N7+ (A + At + (=2 + A7 =\,

Mamy do rozwigzania uktad réwnan wynikajacy z poréwnania prawej i lewej strony:

A3 =2

M+ N =-3
AN N =4



Podstawiamy znang wartoé¢ A\* do trzeciego réwnania uzyskujac

M+ N =-3
A+ XN =6
co daje rozwigzania
IV |
2 2
Mamy zatem
9 3
(10) v=—sh+5L+2f;
2 2
a w notacji kolumnowej
—9/2
W =1 3/2
2

&

Przyktad 2. Ten sam przyktad mozna rozwiaza¢ nieco inaczej. W przestrzeni wielomianéw
mamy wyrdzniong baze standardowg skladajaca sie z jednomianéw w kolejnych potegach. W
naszej przestrzeni bytoby to

er(t) =1, ext)=t, es(t) =1t

Bardzo tatwo odczyta¢ wspotrzedne wielomianu w bazie standardowe;j:

(11) v(t) = 2t* — 3t + 4 = 2e3(t) — 3ea(t) + dey (t).
W notacji kolumnowej mamy zatem
4
[v]° =] =3
2

Powstaje wiec ogdlne pytanie, jak z reprezentacji wektora w jednej bazie otrzymac
reprezentacje wektora w innej bazie? W calej ogélnosci odpowiemy na to pytanie nieco
pozniej, kiedy przypomnimy sobie wiadomosci o odwzorowaniach liniowych. Na razie zajmiemy
sie jedynie naszym konkretnym przyktadem. Zeby z réwnania (11) otrzymaé coé w rodziaju
réwnania (9) musimy wiedzie¢ jak elementy bazy e wyrazaja sie w bazie f. Jednak w pierwszym
podejsciu tatwiej jest zapias¢ zaleznosé odwrotna:

f1:€2—€1
fo=e+e
f3:€3—€1

Na szczescie ten uktad réwnan tatwo rozwigzac:
e1=—5f1+ 3/
(12) e =3f1+5f2
es = f3 — %f1 + %fQ
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Zaleznosci (12) podstawiamy teraz do (11):

(13) v ="2e5— 3es +der = 2(fs — i + 5 2) — Bl fr + 5 o) + A= i+ 5 o) =

(_1_2_2)f1+(1_g+2)f2+(2)f3=gf1+%f2+2f3-

Otrzymalismy ostatecznie to samo co w (10). Rachunkéw bylo troche wiecej, ale uzyskane przez
nas informacje, w szczegdlnosci (12), pozwalaja przeliczy¢ dowolny wektor z przestrzeni Ry
wyrazony w bazie standardowej na baze f. &

Pora teraz powrd6ci¢ do teorii i zajaé¢ sie odwzorowaniami liniowymi. Najkrocej mowiac od-
wzorowanie lintowe jest to odwzorowanie miedzy dwoma przestrzeniami wektorowymi V' i W,
ktore zachowuje strukture wektorows, to znaczy obrazem sumy wektoréw w V' jest suma ich
obrazéw w W oraz obrazem iloczynu wektora przez liczbe w V jest iloczyn tej liczby i obrazu
tego wektora w WW. To samo zapisa¢ mozemy symbolicznie, oznaczajac odwzorowanie przez F":

Yo, v €V F(uy +vg) = F(v1) + F(vg), VAeKveV F(\w)=M\F(v).
Te samg informacje zawiera jeden warunek
VAL, A € K v, 09 €V F(Avr + Agve) = M F(v1) + A F(vs).
Oto przyktady odwzorowan liniowych:
(1) Odwzorowaniem liniowym jest przyporzadkowanie wielomianowi v € K,,[-] jego wartosci
v(\) w ustalonym punkcie A € K:
F\ K[| — K, v — v(A);
(2) Odwzorowaniem liniowym jest rézniczkowanie, czyli przyporzadkowanie wielomianowi
v € K,[] jego pochodnej v'. Wartosci tego odwzorowania leza w K,,_1[]:
D :K,[] — K, 4[], v
gdzie oczywiscie jesli
o(t) = ag 4+ art + - + ap1t" " 4 ant”
to
V(t) = ay + 2a9t -+ (n— 1)an_1t""? + na,t"
(3) Odwzorowaniem liniowym jest catka okreslona na zbiorze C([0, 1]) o wartosciach rzeczy-
wistych:
re) —r ()= [ rd
(4) Odwzorowaniem liniowym z R? do R? jest obrét o kat ¢ wokodt trzeciej osi:
O, R* — R (zh, 2%, %) — (11 cos @ + xysin @, —21 sin ¢ + 25 cos @, 3).
Zauwazmy, ze odwzorowanie opisane w punkcie (4) mozna (korzystajac z notacji kolumnowej

dla przestrzeni R?) zapisa¢ nastepujaco:

! T COS p + Tgsin ¢

22 | — | —x18inp + a9 cos

ZE3 xT3
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Wartos¢ odwzorowania O, Mozna takze zapisa¢ jako wynik mnozenia wektora przez macierz:

x1 Cos @ + Tasin cosp singp 0 x!
—risinp +x9c0osp | = | —sinp cosp 0 x?
T3 0 0 1 x3

Okazuje sie, ze wszystkie odwzorowania liniowe z R? do R? polegaja na mnozeniu wektora przez
pewna macierz. Prawdziwe jest tez bardziej ogélne stwierdzenie: Wszystkie odwzorowania
liniowe z K* do K™ polegaja na mnozeniu wektora z K" (kolumna n-liczb) przez
macierz majaca n kolumn i m wierszy:

x! a'y a's --- a'y, x! al 7! +alyx® 4+ -+ al,a”

x? a?y, a®, --- a3, x? a?i 2t + a%ex? + -+ a2
. H . . -

" aml CLm2 . amn " amlxl + CLMQZEZ 4t amnzn

Przyklad 3. Przykladem odwzorowania liniowego z R? do R? jest rzut na ptaszczyzne pozioma
(pierwsze dwie wspéhrzedne) wzdtuz podprzestrzeni generowanej przez (1,1, 1). Oznaczmy to
odwzorowanie przez P. Znajdzmy warto$¢ P(z!, 2% 2%). Aby to zrobi¢ potrzebujemy prostej
réwnoleglej do podprzestrzeni ((1,1,1)) i przechodzacej przez punkt (x!, 22 x3). Uzywajac
parametryzacji prosta te mozna zapisa¢ nastepujaco (notacja kolumnowa):

x! 1
t—s | 22 |+t 1
x3 1

Punkt wspélny tej prostej z plaszczyzna pozioma wyznacza warunek ,trzecia wspotrzedna
rowna zero”, czyli
B4t=0 = t=—-2°
Wspoérzedne pierwsza i druga tego punktu, czyli o' +t = 2! — 23 i 22+t = 2% — 23, to pierwsza
i druga wspotrzedna wartoéci odwzorowania P w punkcie (2!, 22, 23):
L -

P(| 22 ):l”’"l_@].

2 —x

3

Odwzorowanie P jest wiec macierza

01 —1
Istotnie
7!
1 0 —1 2o
01 -1 3 22 — a3
x
[

Uzywajac rachunku macierzowego musimy czasem uzywaé skroconych zapiséw, zwlaszcza
kiedy przestrzenie z ktérymi pracujemy sa duzego wymiaru. Na zapisanie catej macierzy po-
trzeba duzo powierzchni i duzo czasu. Warto w takiej sytuacji uzywacé nastepujacej notacji.
Niech A bedzie macierza majaca m wierszy i n kolumn. Symbol a’; oznacza wyraz macierzo-
wy znajdujacy sie w i-tym wierszu i w j-tej kolumnie macierzy. Wiemy wiec, ze @ przebiega
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liczby naturalne od 1 do m, natomiast j zmienia sie od 1 do n. Jesli teraz = jest elementem
przestrzeni K", czyli kolumna n liczb (inaczej macierza majaca n wierszy i jedng kolumne) to
wynik mnozenia Ax jest elementem K™ (macierz, m wierszy, jedna kolumna). Wspotrzedna Az
o numerze k jest wynikiem mnozenia x przez k-ty wiersz macierzy A:

1 1 1 - 1

[ ay a2 -+ an, *
a’y a*>, -+ ad%, 7l *
2
x
aty  dfy oo db, || dft 4 aFaat -+ b
xn
La™ a™y - a™, | L * |

Wrzorem k-tg wspoétrzednag Ax zapisa¢ wiec mozna nastpujaco:
n
(Az)F =>"d"ad.
j=1

Albo, uzywajac konwencji sumacyjnej, wedtug ktorej sumujemy domyslnie po indeksach po-
wtarzajacych sie na réznych poziomach,

(Az)* = o ;a7

Wréémy teraz do problemu reprezentowania wektoréw w bazie. Zauwazmy, ze przypisywanie
wektorom ich wspotrzednych w wybranej bazie ma charakter liniowy. Istotnie, jesli

v=MNe; +  N2ey+ -+ N,

oraz
w=p'e; + pleg + -+ e,
to oczywiscie
v+w=\"+p"er + (N + pPeg + -+ (N + u"e,
i z jednoznacznosci rozktadu wektora w bazie wynika, ze wspotrzednymi wektora v + w s
istotnie liczby postaci \* + p'. Podobnie rzecz si¢ ma z mnozeniem przez liczbe:

av = aXe; +aXles + -+ ale,,

zatem wspoétrzedne av to a)’. Uzywajac jezyka formalnego powiedzielibyémy, ze baza w prze-
strzeni V' wymiaru n zadaje odwzorowanie liniowe z przestrzeni V' do K". Odwzorowanie to jest
bijekcja, czyli innymi stowy izomorfizmem przestrzeni wektorowej V' i przestrzeni K"”. Majac
wybrang baze mozemy z przestrzenia V' pracowac tak, jakby to byto poprostu K".

Zatézmy teraz, ze mamy dwie przestrzenie wektorowe: n-wymiarowa przestrzen V' z baza e
i m-wymiarowg przestrzen W z bazg f. Jesli elementy v utozsamiamy z kolumnami n liczb a
elementy W z kolumnami m liczb, to jak powinni$my reprezentowaé¢ odwzorowanie liniowe

F:V—W?
Reprezentacja odwzorowania F powinna przerabia¢ element [v]® przestrzeni K" na element
[Fv]/ przestrzeni K™. Jako odwzorowanie liniowe z K" do K™ powinna to by¢ zatem macierz
majaca n kolumn i m wierszy. Dziatanie odwzorowania F' z uzyciem baz f i e mozna zapisac
nastepujaco:
[Fo)f = [F) Jo]e.

Symbol [F]/, oznacza macierz reprezentujaca odwzorowanie F' w bazach e w dziedzinie i f w
przestrzeni wartoéci odwzorowania F. Zeby zapis dzialania macierzy odwzorowania na wektor
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byt poprawny baza w dziedzinie odwzorowania musi zgadzac sie¢ z bazg w jakiej wektor zostal
zapisany. Stad wyréznione na niebiesko symbole baz sa (musza by¢!) takie same.

Oczywiscie prawdziwy ktopot zaczyna sie wtedy, kiedy przechodzimy do praktyki, to znaczy
pytamy: jak znalez¢ macierz konkretnego odwzorowania w konkretnych bazach. Zauwazmy po
pierwsze, ze odwzorowanie liniowe jest jednoznacznie zdefiniowane przez swoje warto$ci na
bazie. Jesli wiemy ile to jest Fey, Feo,..., Fe,, to mozemy takze powiedzie¢ ile to jest F'v.
Wystarczy zapisa¢ v w bazie e:

v=MNe; + ey + -+ N,
i skorzystaé z liniowosci
Fvo=F(\e + MNey+ -+ A%,) = M Fey + N Fey + - - + A" Fe,.

Po drugie dziatanie macierzy na wektory z K" majace tylko jedng niezerowa wspotrzedna réwna
1 na miejscu i-tym zwraca i-tg kolumne macierzy. Istotnie:

0
aty aly oo oaly, - db, 0
a?,  a®y a?; a?, :
5 L
a™  a™ a™; amy, :
L 0
0-a'1+0-a's+---+1-a",+---4+0-a', a';
0-a>,+0-a’+---+1-a*+---4+0-a%, a?;
0-a™+0-amy+---+1-a";+---+0-a™, a™;

Po trzecie, wektory z K™ majace tylko jedng niezerowsg wspotrzedna réwna 1 na miejscu i-tym
sg to wektory reprezentujace elementy bazowe e;, tzn:

1 0 0

_ o 1 o
=] | le=]. ] eal® =

0 0 1

Whiosek jest prosty: pierwsza kolumna macierzy [F]/. jest [Fe;]/, druga kolumna macierzy
[F]7. jest [Fes)/ i w koficu n-ta kolumna macierzy [F]/. jest [Fe,)’:

BV = [(Fef [Fealf - [Fe,l].

Przyklad 4. Zastosujmy powyzsza zasade dla odwzorowania rézniczkowania wielomianéw.
Niech jak poprzednio D oznacza odwzorowanie z Ry[-] do R[] dane wzorem
Dy =1
Znajdzmy macierz odwzorowania D w bazach standardowych e w Ry[-] i f w Ry[-].
er(t) =1, ey(t)=t, es(t) =1t i) =1, fot) =t
Potrzebujemy Dey, Des i Degs:
(Der)(t) = (1)' =0, (Dex)(t) = () =1, (Des)(t) = (t*)' =2,
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zatem
D61:07 D€2:f17 D63:2f2
i dalej
[Del]legl, [Deg]leﬂ, [Deg]leg].
Ostatecznie
;o ! 7 q_10 10
(DY = [[Des)! [Dea)’ [Des]| = [ 00 9 1 .
&

Przyklad 5. Majac juz pewng wiedze na temat odwzorowan liniowych i ich reprezentacji ma-
cierzowej mozemy powrdci¢ do przyktadu (2). Dotyczyl on problemu zmiany wspolrzednych
wektora przy zmianie bazy w przestrzeni wektorowej. Operacje zmiany wpotrzednych moze-
my potraktowaé jako dzialanie macierzy odwzorowania identycznos$ciowego wyrazonego jako
macierz w dwoch bazach: starej i nowej. Na poziomie wektoréw nie dzieje sie nic:

id 1 v +—id (v) = v,
ale jesli uzywamy réznych baz w dziedzinie (e) i obrazie (f) to dostajemy:
[} = [id (v)) = [id]/ [v]".

Zamiana wspotrzednych odbywa sie wiec poprzez mnozenie wektora wyrazonego w bazie e
przez macierz odwzorowania identycznos$ciowego wyrazonego w bazach e i f. Zgodnie z zasada
konstruowania macierzy odwzorowania taka macierz (nazywana macierzg przejscia z bazy e do
bazy f) ma kolumny bedace wektorami bazowymi z bazy e wyrazonymi w bazie f:

id)fe = [fer)’ [ea” -+ [enl] .

W przyktadzie (2) mieliSmy zapisa¢ w bazie f wektor v, ktéry w bazie e miat postaé:

Zwiazek miedzy bazami e i f byl nastepujacy (wzér (12)):
e1=—3fi+ 3/
€y = %fl + %f2
es = f3 — %f1 + %fQ

Z powyzszych zwigzkéw wynika, ze

—1/2 1/2 —1/2
e/ = 12 |, lelf =|1/2|, [aff=] 1/2
0 0 1
Macierz identycznosci ma wiec postac:
-1/2 1/2 —-1)2
idlf.=1| 1/2 1/2 1/2

0 0 1
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Mozemy teraz znalezé [v]/:

—1/2 1/2 —1/2 4 —9/2
W =[d) . u]e=| 1/2 1/2 1/2 -3 | =1 3/2
0o 0 1 2 2

&

Pozostal juz ostatni problem dotyczacy reprezentacji wektoréw i odwzorowan w bazach: jak
zmieniaja sie macierze odwzorowania jesli zmieniajg sie¢ bazy? Zatdézmy, ze dysponuje macierza
odwzorowania F' : V — W w bazach e w przestrzeni V i f w przestrzeni W, czyli [F)/.. Jak
znalezé [F]",, jedli g jest nowa baza w V a h nowa baza w W? Mozna mysle¢ nastepujaco:
Majac [F)/. potrafi¢ dziata¢ tylko na elementy V zapisane w bazie e. Co robié jesli mam je
zapisane w bazie g7 Oczywiscie przettumaczy¢ na baze e przy pomocy macierzy przejécia. Mam
wtedy

[Folf = [FY o] 1 o] = [idv]%[v]?,
czyli
[Fo)f = [FY o] = [F]cfid v] o).
Umiem wiec juz dziata¢ na wektory zapisane w bazie ¢g. Innymi stowy mam macierz
[Ff g = [F) cfidv]%,.
Wynik trzeba jeszcze przettumaczy¢ na baze h:
[Fo)" = lidw]"s[Fo)) zatem  [Fo]" = [idw]" [F)[id v][v]?
czyli
[Fo)" = [id )" [F]e[id v]g 0]
1 ostatecznie
(14) [F]"y = lidw]" ¢ [F)c[id v]%.

W ostatnim wzorze zwroémy jeszcze uwage na potozenie oznaczen baz i to jak i gdzie sie
powtarzaja:
[F]"y = lidw]" s [F) [id v].

Przyktad 6. Rozwiazmy konkretny przyktad. Niech przestrzen V bedzie tréjwymiarowa prze-
strzenig wektorowa, w ktorej bazy e i g zwigzane sg zaleznosciami

er = g1+ 292
(15) €2 = go + 293
€3 = g3 + 2q1

zas przestrzen W bedzie dwuwymiarowa przestrzenig wektorowa w ktorej bazy f i h zwiazane
sg zaleznoSciami

(16) {hThth

Zatozmy takze, ze F': V — W ma macierz



14

Szukamy [F]",. Zgodnie ze wzorem (14) potrzebujemy macierzy przejécia [id ], i [idw]" ;. Te
druga macierz znalez¢ jest tatwo korzystajac z (16):

A T T e B B e

Nieco gorzej rzecz si¢ ma z pierwsza macierza. Bezposrednio z zaleznosci (15) mozemy uzyskaé
macierz przejscia w drugg strone:

1 0 2 1 0 2
! =12, [ef=|1], les)=10], idy]%e=12 10
0 2 1 0 21

Nam jednak potrzeba raczej [id v]°,. Musimy wigc odwrécié zaleznosé (15):

g1 = 2(e; — 2ey + 4e3)

(17) 92 = %(461 + ez — 2e3)
g3 = 5(—2e1 +4ey + e3)
i stad
1 1 4 =2
idv]y =5 | -2 1 4
4 -2 1

Mozemy teraz przeliczy¢ macierz [F]/, na macierz [F]",:

1 4 -2
11 11271
h _ 1I: h o e - - _
L o e e | R F T
4 -2 1 |
101 1 T o1 4] _ 1[4 -2 10
o1 -1]| -3 -3 6| 9|10 4 -2

Obliczylismy wiec, ze

&

Na zakonczenie przydatna obserwacja dotyczaca macierzy przejécia. Macierz przejscia z bazy
e do bazy e jest oczywiscie macierza jednostkows. Zatem

[idv]*slidv])’e = fidv]% = 1
Oznacza to, ze [idv]%; i [idv]/. sa wzajemnie odwrotne. Istotnie
1 1 4 =2 1 0 2 1 00
- -2 1 4 21 0|=]010
Yl —2 1 |0 21 00 1
Na zakoniczenie kilka istotnych poje¢ dotyczacych odwzorowan liniowych. Jgdrem odwzoro-

wania liniowego I’ : V — W nazywamy te wszystkie wektory z przestrzeni V', ktérych obrazem
jest wektor zerowy w W. Zauwazmy, ze jesli vy i vy sa elementami z jadra, tzn. F(vy) = 0
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i F(vy) = 0, to ze wzgledu na liniowo$¢ odwzorowania F' takze wektor vy + A2, jest ele-
mentem jadra (dla dowolnych liczb A, A\?). Okazuje si¢ wigc, ze jadro odwzorowania F jest
podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V. Podprzestrzen te oznaczamy ker F';, mamy wiec

ker F={veV:F(v)=0}

Skrot “ker” pochodzi od stowa kernel, ktére w jezyku angielskim oznacza jadro (takze sytemu
operacyjnego...). Podprzestrzenia wektorowa, tym razem w przestrzeni W, jest obraz odwzoro-
wania F', czyli te wszystkie wektory z W, ktore sa warto$ciami odwzorowania F' dla jakiegos
argumentu. Jesli w; i we sa w obrazie, to znaczy, ze istnieja wektory vy 1 v9 z przestrzeni V
takie, ze F'(v1) = wy 1 F(vg) = wy. Wektory v; i vg nie musza byé¢ wyznaczone jednoznacznie.
Z liniowoéci odwzorowania F' wynika, ze obrazem kombinacji liniowej Av; + A2vy wzgledem
odwzorowanie F’ jest

F()\l’Ul -+ )\2?]2) = AlF(Ul) -+ )\ZF(’UQ) = )\1’LU1 -+ )\Q’LUQ.

Nie naktadaliémy zadnych warunkéw na liczby A' i A2, zatem mozemy uzyskaé¢ dowolng kom-
binacje liniowa wektoréow w; i ws jako obraz pewnego elementu z przestrzeni V. A to wtasnie
znaczy, ze obraz odwzorowania liniowego jest podprzestrzenia wektorows. Obraz oznaczamy
symbolem im F'. Skrét pochodzi od stowa image, ktére oznacza obraz w jezyku angielskim (i
nie tylko angielskim).
mF={weW: veV:F()=w}
Wymiar podprzestrzeni wektorowej im F' nazywany jest rzedem odwzorowania F'. Rzad odwzo-
rowania oznaczamy w skrocie rk F'. Symbol pochodzi od angielskiego stowa rank.
Zachodzi wzor:

(18) dim V' = dimker F' + dimim F.

Zeby sie przekona¢ o prawdziwosci tego wzoru (a jednoczesnie przyjrzeé sie strukturze odwzo-
rowania liniowego) rozumujmy w nastepujacy sposob: Zaléozmy ze wymiar przestrzeni V' jest
rowny n. Znajdzmy jadro odwzorowania F'. Jest to podprzestrzen wektorowa. Oznaczmy wymiar
tej podprzestrzeni przez k. Wiemy, ze k < n, a nawet, jesli tylko F' nie jest trywialnym odwzo-
rowaniem zerowym, k < n. Zatézmy takze na chwile, ze k > 0. Przypadek k& = 0 rozpatrzymy
oddzielnie. Znajdzmy wektory (ey,...,ex) stanowiace baze ker F' a nastepnie uzupeijmy te
baze o dodatkowe n — k liniowo niezaleznych wektoréw ey, 1, ..., e, tak, by uktad (e,...,e,)
stanowil baze V. Zauwazmy, ze uktad elementéw przestrzeni W: (F(egy1), ..., F(e,)) jest ukta-
dem liniowo niezaleznym. Gdyby bowiem byto przeciwnie, mielibysSmy do dyspozycji zestaw
liczb A*+1 ... A" z ktérych przynajmniej jedna jest rozna od zera, ale ktére daja

N (epg1) 4+ ... A"F(e,) = 0.
Z liniowosci F' otrzymaliby$smy wtedy
0= NTF(epi1) +... A"Fle,) = FONF eppr + ...+ Ney),

a to oznaczaloby, ze wektor AM**le, | + ... A\"e, jest elementem jadra. Jednak jadro ma baze

€1,...,€e,, a uklad e, ..., e, jest liniowo niezalezny. Otrzymaliémy wiec sprzecznos¢. W tej
sytuacji wiemy, ze (F(exy1), ..., F(e,)) rozpina im F' oraz stanowi jego baze. Liczac wymiary
otrzymujemy:

dimV =n, dimker F =k, dimimF =n—k,
czyli nasz wzér (18) zachodzi. Wré¢my do przypadku k& = 0. Wtedy jadro jest przestrzenia
zerowy 1 cala baza V' sklada si¢ z wektoréw, ktorych obrazy F'(e;) tworza liniowo niezalezny
uktad. Wymiar obrazu F jest wtedy réwny wymiarowi V' i wzér (18) tez zachodzi.
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W analizie czesto interesuja nas odwzorowania majace zerowe jadro i takie, ze przestrzenie
V' 1 W sa jednakowego wymiaru. Jesli F' spetnia te warunki, to F' jest bijekcja i jest oczywiscie
odwracalne. Odwzorowanie odwrotne do F' jest tez odwzorowaniem liniowym. Takie odwzoro-
wania nazywamy izomorfizmams liniowymi.

Jesli odwzorowanie liniowe F' ma zerowe jadro ale dim W > dim V/, to wtedy F jest injekcja,
czyli odwzorowaniem réznowartosciowym.

Jak znajdowaé jadro, obraz i rzad odwzorowania? Najczesciej pracujemy z macierzami od-
wzorowan w wygodnych bazach. Oczywidcie wszystkie powyzsze definicje odnoszg sie takze do
macierzy, poniewaz macierze mozemy uzywac¢ jako odwzorowania liniowe z przestrzeni K" do
przestrzeni K.

Przyktad 7. Rozwazmy odwzorowanie z przyktadu (6). Byto to odwzorowanie z tréjwymia-
rowej przestrzeni V do dwuwymiarowej przestrzeni W zapisane w bazach e w Vi f w W

macierzg
11 2
i
=15

Nie musimy wiedzie¢ jakimi przestrzeniami sa konkretnie V' i W. Wszystko bedziemy wyrazaé
w danych bazach. Z samego rachunku wymiaréw wiemy, ze jadro F' jest przynajmniej jednowy-
miarowe, gdyz dim V' > dim W. Poszukiwanie jadra oznacza poszukiwanie wektoréw, ktorych
obrazem jest wektor zerowy w W, zatem takich, ze ich reprezentacja w bazie e spetnia warunek

Y=oy | ]

Caly problem sprowadza sie wiec do rozwigzania macierzowego rownania:

11 2]|%] [o
—1t1rof|Y]| o]
z
albo odpowiadajacego mu uktadu réwnan

r+y+22=0
—r+y=0

7, drugiego réwnania widzimy, ze jesli v jest w ker F', to jego pierwsza i druga wspotrzedna sa
rowne: x = y. Wykorzystujac to w pierwszym réwnaniu otrzymujemy 2y+2z = 0, czyli z = —y.
W ten sposdb stwierdzamy, ze nasz uktad rownan rownowazny jest uktadowi

z=—y
r=y

ktory definiuje podprzestrzen wektorowg w V. Nalezg do niej wektory, ktorych reprezentacja w
bazie e ma postac
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Liczba y jest dowolna, zatem jadro odwzorowania F' zawiera wszystkie wielokrotnosci wektora
v, takiego, ze

innymi stowy v = e; + e5 — e3. Méwimy, ze ker F' jest rozpiete przez e; + es — e3. Wymiar ker F'
jestréwny 1. W tej sytuacji spodziewamy sie, ze (wzor (18)), ze obraz F jest dwuwymiarowa
podprzestrzenia w W. MoglibySmy jej szuka¢ zgodnie z przepisem przedstawionym w dowodzie
wzoru (18), ale jest z tym sporo pracy. Latwiej skorzystaé¢ z definicji i zauwazyé, ze wektory z
im F' (zapisane w bazie f) powstaja jako

/\1
1 1 2
f_ A2
0] [—1 10] W |

gdzie liczby \¢ sg calkowicie dowolne. Popatrzmy na nastepujacy rachunek:

)\1
1 1 2 T-AM4+1-2242-)8 1 1 2
f_ 2 | _ _ 11 2 3
e I | B B e ey S B I ER S A RS H

Kazdy wektor z obrazu F' (wyrazony w bazie f) jest wiec kombnacja liniowa kolumn macierzy

F'. Mozemy napisaé
. 1 1 2
= 4D

Oczywiscie w tym przypadku nie otrzymujemy bazy obrazu. Wktoroéw rozpinajacych jest za
duzo, ale mozna zredukowa¢ ich liczbe. Odejmujac potowe trzeciego wektora od pierwszego i

od drugiego otrzymujemy
. 0 0 2
wr= | ) )L

Pierwszy i drugi sa teraz proporcjonalne, mozna wiec jeden z nich usunaé¢ z zestawu wektorow
rozpinajacych. Wygodnie jeszcze trzeci podzieli¢ przez dwa:

e ]3]

Otrzymaliémy baze standardowa w R? (z dokladnoscia do kolejniosci) jako wektory rozpina-
jace im F' zapisane w bazie f. Oznacza to, ze im F' jest rozpiete przez fi i fa, czyli jest calg
przestrzenia W.

Tak naprawde mozna to byto stwierdzi¢ od razu po obliczeniu jadra F'. Z rachunku wymiarow
wynika bowiem ze dimim F' = 2 = dim W, czyli musi by¢ im F' = W. Rachunek zostal jednak
wykonany w celach instruktazowych, zeby przypomnie¢ Panstwu jak to sie robi.

Mamy juz jadro i obraz F'. Pozostaje juz tylko stwierdzenie jaki jest rzad F. Z definicji
(wymiar obrazu) rzad odwzorowania F jest réwny 2. &.



