Wyklad 10.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Kolejny wyktad po$wiecony jest rozwiazywaniu liniowych réwnan wyzszego rzedu (w wymia-
rze 1, tzn. na jedng funkcje. Ogdlna postaé takiego rownania to
d*x d* 1z d* 2z

d
&) i = 1 (0) g+ aa(t) g+t g7+ ao(d)z 4+ B(0),

gdzie zwyczajowo wyraz z najwyzsza potega zostawiliSmy po lewej stronie. Wiasciwym poste-
powaniem okazuje sie zamiana jednego rownania rzedu k£ na uktad k£ réwnan rzedu pierwszego
poprzez wprowadzenie pomocniczych funkeji

(2) Yo(t), va(t), -, yr—1(?)
. . . dx(t) . .
takich, ze niewiadoma funkcja = to x(t) = yo(t), pierwsza pochodna o U (x) i tak dalej,
) . d*ta(t) , . .
az do pochodnej rzedu k — 1: T yr—1(t). Roéwnanie (1) Zastepujemy uktadem
dvo _
dt Y1
dy _
dt Y2
(3)
dyi_o .
dr Yk—1
dyr_1
P g1 (O)Yr—1 + ap2(O)yr—2 + - - - + a1 (t)ys + ao(t)yo + B(t)

Powyzszy uktad jest uktadem liniowym, ktéry mozna takze zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

n O 1 0 - 0 0 Yo 0
" 0O 0 1 --- 0 0 " 0
d | w 0O 0 0 - 0 0 n 0
4 = —
(4) ar | S SN R
Yo 000 0« 0 1 || 0
Yk | | o e oo ko oo || yeer || () |

Wiemy juz, ze ogdlna metoda rozwiazywania tego rodzaju rownan jest znana w przypadku,
kiedy macierz uktadu réwnan jest stala, tzn. niezalezna od zmiennej ¢. Oznacza to, ze funkcje
a; sa state: a;(t) = «;. W takim przypadku uklad réwnan (4) rozwiazywaé mozna stosujac
wszystkie poznane wezesniej techniki. Ze wzgledu jednak na specyficzng postaé macierzy uktadu
réwnan mozna uzyskaé¢ (prostsza) metode dostosowana do tego przypadku. Tym bardziej, ze
interesuje nas tylko pierwsza wspotrzedna, czyli funkcja yy. Pozostate funkcje mozna wyznaczy¢
rozniczkujac yo odpowiednio wiele razy. Z teorii dotyczacej uktadow rownan liniowych wiadomo,
ze powinnismy uzyskac¢ k liniowo niezaleznych rozwigzan.
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Oznaczamy macierz uktadu rownan przez A

0 1 O 0 0
0 0 1 0 0
0 0 O 0 0
A= .
o o0 o0 --- 0 1
| % @1 Q2 - Qg2 Qg1 |

i wyznaczamy wielomian charakterystyczny w4:

[-x 1 0 - 0 0
0O —x 1 - 0 0
0o 0 =X - 0 0
(5) wA(/\) = det : : : .. : : -
o o0 0 -+ =X 1
| % O&1 Q2 - O3 Qg1 — A i
stosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza:
-2 1 - 0 0 o 1 - 0 0
0O —Xx -+ 0 0 0O =X -+ 0 0
=(=A)det | =1 : —(Ddet | =2 : =
0O 0 - =X 1 o 0 - =X 1
ap Qg ot Qg Qg — A Qg Qg ot Qg Qg — A

pierwsza macierz zostawiamy, druga rozwijamy wzgledem pierwszej kolumny:

P 1o 000
i A - 0 0
(6) =(-A)det| = = -0 : —()(-D*agdet | . . | =
0 0 —A 1 0 |
Qo Qg Og—1 — A

Teraz pierwsza macierz ma taka sama posta¢ jak macierz wyjsciowa. Réznia sie liczba wierszy
i kolumn. Kazda z tych macierzy charakteryzowana jest przez liczbe kolumn i wierszy oraz
wyrazy macierzowe z ostatniego wiersza. Wprowadzamy wiec oznaczenie

Dk(@Oa gy .. ,Oékfl)
na wyznacznik macierzy k x k, ktéra w ostatnim wierszu ma liczby ag, v, . .., ap_1, jak w (5).

Poniewaz wyznacznik drugiej macierzy w (6) jest rowny 1, wynik dotychczasowych rachunkéw
w nowych oznaczeniach ma postac

Dk(Oé(), A1y - ey Oék) = (_A)‘Dk—l(ala R ak) + (_1)p+10é0.



Wyznacznik Dy (g, a1, . . ., ) liczymy korzystajac z rekurencji:
Di(ag, a1, ...,ak) = (=AN) Dy (aq, ... ap) + (—1)]"“040 =
(=) [(=N)Dralaa, .. ax) + (=1)Fon] + (=1 o =
(=A)2Dy_o(an, ..., ap) + (=) g A + ) =
(=N)? [(=N)Ds—sles, .., ax) + (=1 Lag| + (=1 far A + ag]
(=A\)?Di-s(s, .-, o) + (=D [N + ah +ag| =+ =

(=22 Dafan-r, o) + (— 1) [aps A3 -+ an X+ and + ag| =
Wyznacznik Ds(cvy_1, ay) obliczamy juz bezposrednio
- 1

Do (- = det
2 (-1, k) € lak—2 Q1 — A

] = (—)\)2 — QA — Q2
i wstawiamy do rachunku:
= (=N 2Da(g1, 00) + (=D Jap_s A0 - o) + and + o] =
(=N)F2(N — a1\ — o) + (=1)FH [ak—3/\k_3 ot A+ A+ 040} =
(1) + (1) g A1+ (1) g o NP2 (1) {@k73)\k73 ot oA+ Oéo} =
(=P AR 4 (=D g N o o) 2 b g s AP ek an X e h + ag| =
(—1)k (/\k — [ak_lx\k_l 4o a2+ o\ + 040]) )

Warunek
wA(/\) =0
czyli
Di(ao, aq, ..., ) =0
ma wiec postaé
(7) Moo= N 4 a2+ g\ + .

To samo réwnanie otrzymaliby$my stosujac tradycyjne (i w tym wypadku duzo prostsze) rozu-
mowanie: Zatézmy, ze rozwigzaniem réwnania (1) jest funkcja t — z(t) = eM. Wowcezas

dnx(t) — /\nekt

dir '

Po wstawieniu tej propozycji rozwigzania do réwnania otrzymujemy warunek na A w postaci
identycznej z (7). Zaltézmy teraz, ze \; dlai = 1...r sa pierwiastkami réwnania charakterystycz-
nego, oznaczmy tez przez n; krotnos¢ pierwiastka ;. Mamy wtedy r < kiny+ns+---+n, = k.
Kazdemu rzeczywistemu rozwigzaniu réwnania charakterystycznego odpowiada rozwigzanie
rownanie rozniczkowego

t— Mt

Rozwiazan tych jest najwyzej r (zazwyczaj jest to mniej niz k). Jedynie w przypadku, kie-
dy wszystkie pierwiastki sa rzeczywiste i jednokrotne otrzymujemy komplet k niezaleznych
rozwiazan réwnania (1). Proste podstawienie, ktére mozna zastosowacé, zeby otrzymaé réwna-
nie charakterystyczne, nie daje odpowiedzi na pytanie skad wzigé¢ brakujace rozwigzania, jesli
rownanie charakterystyczne ma pierwiastki rzeczywiste wielokrotne, zespolone jednokrotne lub
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zespolone wielokrotne. Trzeba siegna¢ do doswiadczen z rozwiazywania uktadow rownan linio-
wych nie pochodzacych od réwnan wyzszego rzedu. Rozwiazanie (4) ma, jak wiadomo postaé:

Yo Co
C
S - exp(At) !
Yk—1 Ci—1

Nas interesuje jedynie pierwsza wspoéirzedna, czyli iloczyn pierwszego wiersza macierzy exp(At)
przez wektor ztozony ze stalych C'. Wyznaczajac wartosci funkcji exp na réznych macierzach
stwierdzilidémy, ze istotnie jednokrotnym wartosciom wlasnym macierzy A odpowiadaja wyrazy
typu e, ale zauwazyliémy takze, ze jesli wartoéé wlasna jest dwukrotna i rzeczywista to w
macierzy pojawiaja sie dodatkowo wyrazenia te, a jesli wartoéé wtasna A jest czysto urojona
otrzymujemy kombinacje funkcji sin i cos. Opierajac sie wiec na do$wiadczeniu mozemy podaé
przepis na konstruowanie fundamentalnego uktadu rozwigzan dla dowolnego zestawu wartosci
wlasnych:

(1) Rzeczywista jednokrotna warto$é wlasna: \; € R, n; = 1, rozwiazanie jest postaci
t — CeMt,

pojedynczej wartodci wtasnej odpowiada jeden dowolny parametr C'.
(2) Rzeczywista dwukrotna warto$é wlasna: \; € R, n; = 2, rozwiazanie jest postaci

t—— (Clt + Co)ekit,

podwdjnej wartosci wlasnej odpowiadaja dwa dowolne parametry Cy, Cy.
(3) Ogoélnie: Rzeczywista n-krotna warto$é wlasna: \; € R, n; = n, rozwiazanie jest
postaci
t s (Cp 1" P+ Cpot" 2 -+ Cit + Cp)eM,

n-krotnej wartosci wtasnej odpowiada n dowolnych parametréow C,_1, ..., Cy.

(4) Zespolona jednokrotna wartosé¢ wlasna: \; € C, n; = 1. W takiej sytuacji wartosé
wlasna \; = a + bi ma zawsze do pary wartos¢ wlasng sprzezona A, = a — bi. Parze
sprzezonych jednokrotnych warto$ci wtasnych odpowiada rozwigzanie

t — e™(C'sin(bt) + D cos(bt)),

majace dwa dowolne parametry.

(5) Zespolona dwukrotna warto$¢ wlasna: \; € C, n; = 2. Réwniez w takiej sytuacji
warto$¢ wlasna \; = a + b7 ma zawsze do pary dwukrotng warto$¢ wlasng sprzezong
Aj = a — bi. Parze sprzezonych dwukrotnych wartosci wlasnych odpowiada rozwigzanie

t — e™[(C1t + co) sin(bt) + (D1t + Dy) cos(bt)],

majace w sumie cztery dowolne parametry.

(6) Ogodlnie: Zespolona n-krotna wartosé wlasna: \; € C, n; = n. Wartos¢ wlasna
Aj = a+ bt ma zawsze do pary n-krotng warto$¢ wtasng sprzezong A\; = a — bi. Parze
sprzezonych n-krotnych warto$ci wtasnych odpowiada rozwigzanie

t— e[(Cpyt" 4 -+ O1t + o) sin(bt) + (Dyp_1t"t + - - + Dyt + Dy) cos(bt)],

majace w sumie 2n dowolnych parametrow.



Przyktad 1. (absurdalny) Znalezé ogdlne rozwigzanie réwnania

d’z d®z dox d*z d*z d’z dx
i 12 4 + 61 T 174 4 + 308 i 344 9 + 228 m 72x = 0.
Jest to liniowe jednorodne rownanie siodmego rzedu. Odpowiednie réwnanie charakterystyczne
ma postac
AT — 1205 4+ 61A° — 174" 4 308A% — 344> 4 228\ — 72 = 0.

Réwnanie charakterystyczne zapisane w postaci iloczynowej (nad R) to:
(A2 =22 +2)2(A—2)(\ = 3)* =0,
a nad C:
A= 1 +DPA— (1 —=)PPA=2)(A=3)*=0.

Mamy wiec: pare podwojnych zespolonych wartos$ci wtasnych

M=(14+14), X=(1-19), ni=ny=2
i odpowiadajace im rozwigzanie

x(t) = e'[(At + B) sin(t) + (Ct + D) cos(t)],
jedng pojedyncza rzeczywista wartos$¢ wtasng A3 = 2, n3 = 1 z rozwigzaniem

x(t) = Ee*
i jedng podwojng, rzeczywista warto$¢ wtasng A\, = 3, ny = 2 z rozwigzaniem
x(t) = (Ft + G)e.
Ogolne rozwigzanie naszego réwnania siddmego stopnia ma wiec postac
z(t) = e'[(At + B)sin(t) + (Ct + D) cos(t)] + Ee* + (Ft + G)e*.

&

W dalszym ciagu zajmiemy sie poszukiwaniem szczegélnego rozwiazania rownania niejed-
norodnego. Najefektywniejszg metoda poszukiwania tego rozwigzania jest zgadywanie. Znane
sg ogoélne zasady przewidywania postaci rozwigzania w zaleznosci od postaci niejednorodno-
sci. O tym powiemy za chwile. Zdarza sie jednak, ze niejednorodnos¢ nie jest typowa, wtedy
trzeba uciec sie do metody uzmienniania staltych. Pamieta¢ jednak musimy, ze metoda uzmien-
nania statych zostata wymyslona dla réwnan rzedu pierwszego a nie rzedu drugiego i wyzszych.
Mozna ja zatem stosowa¢ po przejsciu od réownania rzedu wyzszego do uktadu réwnan rzedu
pierwszego. Oméwimy to na przyktadzie rownania drugiego rzedu:

2
(8) C:in + ali—f + apx = b(t),
w innej notacji
T+ ond + agr = b(t).
Wiadomo, ze réwnanie jednorodne (RJ) ma dwa niezalezne rozwiazania. Oznaczmy je 1 i xs.
RORJ zapisa¢ mozemy w postaci

(9) x(t) = 011'1 (t) + OQZEQ(t).
Odpowiedni dla (8) uktad réwnan to

& il =[]+l
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Rozwigzaniem tego uktadu jest funkcja o wartosciach wektorowych
(11) o) | _ [ =) | _ [ Craa(t) + Coxa(t)
yit) & (t) Oy (£) + Caia(t)

Stale uzmienniamy w rozwiazaniu (11) poszukujac rozwiazania uktadu réownan (10), a nie w
rozwigzaniu (9) poszukujac rozwiazania réwnania (8)! Traktujemy jak zwykle state C; i Cy jako
funkcje C4(t) 1 Cs(t). Rozwigzanie ukladu réwnan (10) przewidujemy w postaci

Yo(t) | _ | Ci(t)aa(t) + Colt)za(t)
(12) [ym 1 - [ C1(t)in (1) + Calt)ia (1) 1

Po zrézniczkowaniu

d [yo(t)l d [Cl(t)xl(t)Jng(t)@Et) 1 _

dt | wi(t) | dt | Ci(t)ai(t) + Calt)da(t)

wstawiamy do réwnania:
[ Ch(t)a (t) + Cao(t)aa(t) 1 n [ Ci(t)ir(t) + Co(t)i(t) 1 _
Ci(t)x1(t) + Ca(t)a(2) L L

8, L] [a8ng e ()]

Czesci niebieskie upraszczajg sie, bo wektor ztozony z x1,xs i pochodnych jest rozwigzaniem
rownania jednorodnego. Zostaje

[GlomrGlmi ] 1o |

co mozna zapisa¢ nastepujaco
r1 T2 C:H o 0
Ty Io Cy | | b)) |’

Macierz ztozona z rozwigzan jest odwracalna, bo rozwigzania sa niezalezne. Otrzymujemy wiec
WZOTy na C’1 i OQ:
01 . Tr1 X2 - 0
al-la ) Lol

Przyktad 2. Znalez¢ rozwigzanie ogdélne rownania

.i"—2j7+37:¥6t.

Szukamy (RORJ): Réwnanie charakterystyczne ma postaé

0=XN-22+1=(\-1)>~
Mamy jedng dwukrotng warto$¢ wtasng A = 1, zatem fundamentalny uktad rozwigzan sktada
sie z

ri(t) =¢e" i ao(t) = te.



Zapisujemy (RORJ) zalezne od dwdch dowolnych statych
z, = Ae' + Bte'.

Uktad réwnan pierwszego rzedu odpowiadajacy réwnaniu drugiego rzedu ma postac

& aln =[] o))

Rozwiazaniem og6lnym uktadu jednorodnego jest wektor

[yo(t) ] _ [xo(t) ] _ l Ae! + Btet ] '

y1(t) To(t) Ae' + B(e' + te')

W powyzszym wektorze traktujemy stale A, B jako funkcje zmiennej ¢t i wstawiamy do (13).
el : tet et el + te!
A[et ] +B[et—i-tet 1 +A[et ] +Bl%t—i-tet 1 -
0 1 et tet 0
l—l 21 <A[“t]+3l€t+t€tb+l%et1
Wyrazy niebieskie i czerwone (wraz z macierza) upraszczaja sie, bo wektory

el . te!
et |’ el + te'
sa rozwiazaniami ukladu jednorodnego. Pozostaje réwnanie na pochodne A i B

| et . tet 0
Alet]jLB[et—l—tet]_[let]’

t

ktore inaczej mozna zapisa¢ w postaci

¢ oslli)-1)
4] 13-

i szukamy funkcji pierwotnych:

Wyznaczamy A i B:

1
A= /(—1)dt = —t + const, B = /2 dt = log |t| + const.
Otrzymujemy nastepujace rozwigzanie szczegdlne:
x, = (—t)e" + log |t|te".

Pierwszy sktadnik jest proporcjonalny do jednego z rozwigzan fundamentalnych, mozna wiec
go pominaé. Ostatecznie (RORN) jest postaci

z(t) = Ae' + Bte' + tlog(|t])e".
&

Metode zgadywania omoéwimy na nastepujacym przyktadzie
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Przyktad 3. Znalez¢ rozwigzanie ogdélne rownania
& —x = 2tcost + e’

Powyzsze réwnanie jest rownaniem liniowym drugiego rzedu o stalych wspoétezynnikach z dwie-
ma niejednorodnosciami (niejednorodnoscia, ktora jest suma dwoch wyrazéw). W takiej sytuacji
rozwigzanie szczegblne jest sumg odpowiednich rozwigzan otrzymanych oddzielnie dla kazdego
wyrazu. Zaczynamy jak zwykle od (RORJ). Réwnanie charkterystyczne

0=XN-1=XN-1\+1)
ma dwa pierwiastki Ay = 11 Ay = —1. Fundamentalny uktad rozwigzan to
x1(t) =€, 1o(t) =e "
(RORJ) ma postaé
7,(t) = Ae' + Be ™.

Nie bedziemy teraz uzmienniaé stalych A i B, tylko sprobujemy odgadnaé¢ postaé rozwigzania
szczegblnego. Zaczynamy od pierwszej niejednorodnosci, tzn by (t) = 2t cost. Wsrdd rozwiazan
RJ nie ma funkcji ¢t +— cost, ani t — sin t, tzn niejednorodnos¢ jest nierezonansowa. Rozwigzanie
szczegolne przewidujemy w postaci podobnej do niejednorodnosci, czyli

zs(t) = (at + b) cost + (ct + d) sint.
Roézniczkujemy przewidywane z, dwa razy
ts(t) = (a+d+ ct)cost + (—at — b+ ¢) sint,
Zs(t) = (—at + —b+ 2¢) cost + (—2a — d — ct) sint
i wstawiamy do réwnania z niejednorodnoscia b (t):

(—at + —b+ 2c)cost + (—2a — d — ct)sint — [(at + b) cost + (ct + d) sint] = 2t cost
(—2at — 2b+ 2c¢) cost + (—2ct — 2a — 2d) sint = 2t cost

Z porownania prawej i lewej strony wynikaja warunki na a, b, ¢, d:

—2a =2
—2b+2c=0
2¢c=0
—2a —2d =0

Z powyzszych réwnan otrzymujemy
a=-1, b=0, ¢=0, d=1,

tzn
xs(t) = —tcost + sint.

Druga niejednorodno$é by(t) = €' jest takze typowa (funkcja wykladnicza). Poniewaz jest to
jednoczesnie rozwigzanie RJ, mamy do czynienia z tzw rezonansem. Nazwa pochodzi z analizy
rownania oscylatora harmonicznego. Jesli sita wymuszajaca drgania oscylatora ma te sama cze-
stotliwosé co czestotliwo$é wlasna oscylatora (tzn. jest proporcjonalna do jednego z rozwiazan
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réwnania oscylatora harmonicznego) mamy do czynienia wlasnie z rezonansem, ktérego obja-
wem jest wzrastanie amplitudy drgan. W takim przypadku przewidywana posta¢ rozwiazania
szczegblnego powinna by¢ nastepujaca:

z,(t) = ate’,

tzn. stopien wielomianu mnozacego €' (w samej niejednorodnosci réwny 0) powinien zostaé
zwiekszony. W celu wyznaczenia wartosci parametréw a i b wstawiamy przewidywana postac
x5 do réwnania z niejednorodnoscig by(t):

is(t) = (at + a)e’, is(t) = (at + 2a)e’
(at +2a)e’ —ate' =" = 2ae’ = ¢
Otrzymalidmy wartos¢ a = % tzn. x4(t) = Stet. Pelne rozwigzanie réwnania z obydwoma nie-

2
jednorodnosciami to
1
z(t) = Ae' + Be™" — tcost + sint + étet.

Wiecej informacji na temat zgadywania rozwiazan szczeg6lnych dla typowych niejednorodnosci
bedzie na ¢éwiczeniach. &



