Wyklad 6.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Brak fragmentu dotyczgcego twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym

Niech f: R"™ — R bedzie funkcjg rézniczkowalng na pewnym obszarze O C R?. Przyjrzyjmy

sie zbiorowi
f70)={zeR": f(z)=0},

czyli zerowej poziomicy tej funkeji. Jesli pochodna f’(z) jest r6zna od zera w kazdym punkcie
poziomicy (to znaczy w kazdym punkcie tej poziomicy nie znika przynajmniej jedna pochodna
czastkowa funkeji f), odpowiednie twierdzenia zapewniaja, ze poziomica ta jest powierzchnia
n — 1 wymiarowa w R". Powierzchnie¢ zdefiniujemy precyzyjniej w nastepnym wyktadzie. Te-
raz wystarcza nam przyktady: W R? powierzchniami jednowymiarowymi sa: okrag (tzn. czyli
poziomica zerowa funkcji F(z,y) = x? + y? — 1), wszelkie krzywe stozkowe: elipsy, hiperbo-
le, parabole. Krzywe stozkowe sa poziomicami funkecji kwadratowych na R2. Oczywiscie nie
wszystkie poziomice funkcji kwadratowych sa powierzchniami. Na przyktad poziomica zerowa
funkeji g(z,y) = 2* — y? to dwie przecinajace si¢ proste:

W okolicach punktu (0,0) zbiér ten nie jest powierzchnia. Wykres funkcji x — |z| nie jest
powierzchnig w otoczeniu (0, 0) ze wzgledu na ,dziébek”.

W R3? powierzchniami wymiaru 2 sa wykresy rézniczkowalnych funkcji z R? do R, ksztatty
takie jak sfera, elipsoida, torus...

Zastanawiaé sie teraz bedziemy nad odpowiedzig na nastepujace pytanie: kiedy poziomica
zerowa funkcji f definiuje jedna ze zmiennych jako funkcje pozostatych. Przyjrzyjmy sie funkeji
f, ktorej poziomica zerowa jest okregiem:

flzy) =2 +y* = 1.




Patrzac na wykres stwierdzamy, ze poziomica zerowa definiuje dwie funkcje x — y;(z),
1 = 1,2. Wykresem pierwszej z nich jest gorny potokrag, wykresem drugiej dolny. Punkta-
mi ktopotliwymi sa punkty (—1,0), (0,1). Méwimy w takim przypadku, ze funkcje x — y;(z)
zadane sq przez rownanie

(1) f (.I ) y) =0
w sposob uwiklany. W tym przypadku postaé funkcji f jest na tyle prosta, ze réwnanie (1)
mozna rozwiktac:

yi(x) = Va2 —1, yo(z) = —Va? — 1.
Bywaja jednak sytuacje w ktorych rozwigzanie réwanania ze wzgledu na jedna ze zmiennych jest
trudne, albo wrecz niemozliwe. Chcielibysmy jednak moéc uzyskaé jakie$ informacje na temat
funkcji zadawanych przez rownanie. Interesowaé¢ beda nas na przyktad ekstrema.

Punkty (—1,0) i (0,1) nazwatam klopotliwymi, poniewaz w ich otoczeniu nie mozna zdefi-
niowa¢ zmiennej y jako funkcji zmiennej x. Kltopot polega na tym, ze kazdej wartosci x odpo-
wiadatyby dwie wartosci y. Innego rodzaju ktopot pojawia sie w sytuacji kiedy wykres wyglada
nastepujaco:

W tej sytuacji nie ma problemu z dwuwartosciowoscia i funkcja x — y(x) jest okreslona, ale
styczna do wykresu w punkcie (1,0) jest pionowa, co oznacza, ze funkcja ta jest nierézniczko-
walna. Wszystkie te zastrzezenia podsumowuje nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1 (O funkcji uwiklanej, TFU). Niech f : R" ! x R — R bedzie funkcjq klasy
C! (rézniczkowalng w sposéb ciggly) na pewnym obszarze O C R"™1 x R. Niech takze punkt

(20, y0) nalezy do O. Jesli

oF

— (o, 0

ay (0, Y0) #
to istnieje otwarty zbior U C R" zawierajgcy o i funkcja g : U — R réiniczkowalna i taka,
ze zbior

{(z,y) e O,z eU: F(x,y)=0}

jest wykresem funkcji g.

Zalozmy teraz, ze funkcja f zadaje w sposob uwiktany y jako funkcje rézniczkowalng zmien-
nych (z!,...,2"). Jak znalez¢ punkty krytyczne y(x)? Warunek konieczny méwi, ze w punkcie
krytycznym pochodna y/(x) jest macierza zerowa. Musimy wiec wyznaczy¢ pochodne czastkowe
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Uzyjemy notacji

Rézniczkujemy réwnanie



po zmiennej z*:

Fu(zh, 22, .. a™ y(at, 2?0 2™)+
Ey(z' 2?2 y(at 2%, a™))ye (2t 2?, . a) = 0.
Dla przejrzystosci zapisu opuscimy argumenty:
(2) Fii + Fyy, = 0.
Wynika z tego, ze
- P
Yoi = — Jal

Yy
Pamietac¢ nalezy, ze obie pochodne czastkowe F,: i Fj sa funkcjami zmiennych z i y. Aby

otrzymaé prawdziwa wartos¢ pochodnej y, () trzeba wstawié¢ wartosé y odpowiadajaca x, czyli
taka, ze F'(x,y) = 0. Warunkiem istnienia funkcji uwiktanej z — y(z) jest aby F, nie znikata
- mozna wiec dzieli¢ przez te warto$é. Punkt xg jest punktem krytycznym jesli y,i(zo) = 0.
Oznacza to, ze spelniony jest uktad rownan:

Foi(zo,y0) =0 dla i € {1,2,...,n}, F(xo,y0) =0.

Moze si¢ okazad, ze znalezione przez nas punkty krytyczne naleza do réznych funkcji. Przekona-
liSmy sie, ze jedno réwnanie moze okresla¢ wiele funkcji uwiktanych. Okreslenie rodzaju punktu
krytycznego wymaga znalezienia drugiej pochodnej. Zrézniczkujmy jeszcze raz réwnanie (2),
tym razem po 2’ za kazdym razem pamictajac, ze pochodne czastkowe funkcji F' zaleza od x/
takze poprzez funkcje y(x):

F:vi:vj + Fa:iyyzrj + (Fyzrj + Fyyya:j) Ypi + Fyya:ia:j =0
W punkcie krytycznym wszystkie pierwsze pochodne czastkowe funkcji F' i funkcji y znikaja,
zatem réwnanie przyjmuje postac:
Fizi (70, Y0) + Fy(20; Y0)Yaizi (o, Y0) = 0
Mozemy wiec wyznaczy¢ druga pochodna czastkowa y,izi(To, Yo):
Fﬁaﬂ' (1'07 yO)
Fy (an Z/o)

Pamietajmy, ze wzér (3) obowiazuje tylko w punkcie krytycznym. Uktadajac pochodne czast-
kowe w macierz otrzymujemy druga pochodng y w punkcie krytycznym:

(3) Yaiqi (.%0) -

Fxlxl (an Z/o) Fxlx2 ([B(), yO) o Fxlx” ([B(), yO)
" Fx2x1 (an Z/o) F12x2 ([B(), yO) e Fx%ﬁ” ([B(), yO)
Yy (w) = . . .
: : - vdots
F$”$1 (x07 yO) F$”$2 (x07 yO) T Fﬂ”a:" (1'07 yO)

Okreslonosé tej formy badamy jak zwykle.

Przyklad 1. Niech
2
F(z,y) =2+ (y —V :L*2) -1
Dziwne wyrazenie v 22 zastapi¢ mozna takze |/|z|. Zastanéwmy sie jak wyglada poziomica zero-

wa tej funkcji. Sprobujemy dowiedzie¢ sie o niej mozliwie duzo stosujac metody analityczne (bez
patrzenia na wykres). Przyjemno$¢ narysowania wykresu przy pomocy komputera zostawimy
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sobie na koniec. Uzywa¢ bedziemy wszelkich dostepnych metod, ze szczegdlnym uwzglednieniem
badania funkcji zadanych w sposéb uwiktany.
Poziomica zerowa funkcji F' zadana jest rOwnaniem

2
(4) 2+ (y— Va?) =1.
Wynika z tego, ze zaden ze sktadnikéw po lewej stronie réwnania nie przekracza jedynki:

2<1 ezyli —1<a<1

(y— /7)) <1 ezyli —1<y—/]z| <1, =1+ /|2| <y <1+ /|2

Ostatecznie wiec caly obrazek musi miesci¢ sie w prostokacie [—1, 1] x [—1,2]. Réwnanie jest
symetryczne ze wzgledu na zamiane x na —x, zatem poziomica bedzie symetryczna wzgledem
prostej z = 0.

oraz

Poniewaz funkcja x —— /|z| jest nier6zniczkowalna w x = 0, takze poziomica bedzie krzy-
wa nierézniczkowalna w punktach o wspotrzednej x = 0. Czy sa takie punkty na krzywej?
Sprawdzmy

dla =0 mamy F(0,y)=¢>—-1=0, czyli y=1, y=—1
Do krzywej naleza wiec punkty (0,1) i (0, —1) i w tych punktach krzywa jest nierézniczkowalna.
Dotychczasowe informacje zaznaczmy na rysunku

Sprawdzmy teraz czy réwnanie (4) okresla y jako funkcje uwiktang zmiennej x. Policzmy F:
Fy(z,y) = 2(y — /]z])

Pochodna F, przyjmuje warto$¢ zero w punktach w ktérych y = 1/|x|. Szukamy takich punktéw
na krzywej:

F(z,\/|z]) =2+ (V2| = /]z])* —1=2"-1=0 cgyli 2=1, 2 =—-1.

Wynika z tego, ze w otoczeniu punktéw (1,1) 1 (—1,1) (o ktérych wiemy, ze naleza do krzywej)
rownanie nie definiuje y jako funkcji od . Oznacza to zazwyczaj nastepujacy ksztatt wykresu:
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SprawdZzmy, czy ewentualne funkcje z +— y(z) zadawane przez réwnanie maja punkty kry-
tyczne. ZnajdZzmy pochodna F, (dla ulatwienia policzmy dla dodatniego z):

F,=22+2(y— V) <_\%>:2x_y?/%/5

Pochodna przyjmuje warto$¢ 0 dla
y=+vz(2r+1)

Po wstawieniu do réwnania (4) otrzymujemy warunek na z postaci
4% + 27 —1=0.

Niestety rozwigzania tego réwnania nie sg wymierne. Mozna jednak oszacowa¢ mniej wiecej
warto$¢ interesujacego nas miejsca zerowego. Zauwazmy, ze wielomian

w(z) = 42° + 2* — 1

ma ekstrema w punktach spelniajacych réwnanie w’(x) = 0, tzn

1
0=122"+22 =22(62+1) = x=0, T=-c
W punkcie x = —% warto$¢ w jest ujemna, podobnie w x = 0. Wiadomo takze, ze lim,_ ., w =

+o00 idla xz > 0 funkcja w jest $cisle rosngca. Oznacza to, ze miedzy zerem a nieskonczonoscig
jest doktadnie jedno miejsce zerowe. Oznaczmy to miejsce zerowe xy. Sprawdzamy takze, ze
w(3) = —1 < 0 natomiast w(2) = 2 > 0. Wiemy wicc, ze 5 < 29 < 3. Punkt krytyczny
jest wiec w punkcie (xo,yo = /To(220 + 1)). Z symetrii funkcji F' wynika, ze podobny punkt
krytyczny jest dla —xg, czyli w punkcie (—xg, yo). Sprawdzmy typ punktu krytycznego:

_ 0y y=vE\_ 9 ([, y oY
Fm—ax<2x \/E>_3x<2x \/E+1>_2+x\/5'

W punkcie (xo, \/To(2z + 1))

2 1
Fo (20, Vo200 + 1)) =24+ —— + — > 0.
(1‘0 .To( .T0+ )) -+ \/TO+ 0

Wartos¢ F,, w punkcie krytycznym to

Fy(z0, /To(2x0 + 1)) = 2(/70(220 + 1) — /o) = 220/T0 > 0
Whnioskujemy wiec, ze
Fxx(an Z/o)
Fy (w0, y0)

zatem mamy do czynienia z maksimum. Podobnie jest dla (—xzo,yo). Warto$é yo jest z cala
pewnos$cig dodatnia. Jedli skorzystamy z informacji, ze xy > % to otrzymamy, ze

woh (2 1) =v2

Zaznaczmy prawdopodobny przebieg krzywej na wykresie:

ymc(xO) = - < 07



—
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Policzmy teraz pochodna funkcji z +— y(x) zadawanej przez réwnanie (4), tam gdzie mozna
to zrobié¢. Ograniczamy sie do > 0 (dla x < 0 wynik dostaniemy korzystajac z symetrii).

o= Fo_ 2VEoyt YTy - vEQei )
TR Vo) ey Vi)

W gérnej” czeSci wykresu, tzn. dla z > 0, (y > /= > 0), mianownik przyjmuje wartosci
dodatnie, i o znaku pochodnej decyduje licznik. Licznik zmienia znak w punkcie (xg, o) i dla
x < xq jest dodatni a dla z > xy ujemny. Funkcja x — y(x) roénie wiec od wartosci y = 1 w
x = 0 do maksimum yy w 2y a nastepnie maleje do warto$ci 1 w x = 1. Pochodna v, dazy do
+o00 dla z zblizajacych sie do 0 od prawej strony. Dla x < 0 wykres jest symetryczny. Oznacza
to, ze w x = 0 funkcja ma minimum o ksztatcie ,dziobka”:

Dolng czesé wykresu zrekonstruujemy przygladajac sie funkcjom y — z(y) zadanym przez
nasze réwnanie. Badajac F, szukamy klopotliwych punktow:

y— Ve
Vo oo
Wiemy juz, ze F, = 0 dla (xg,y0) 1 dla (—xz¢,yo). Widaé takze, ze niedobre sa punkty dla

ktorych x = 0, w tych punktach nie mozemy rézniczkowac. Szukamy teraz ekstreméw funkcji
y — z(y) (nie wiedzac oczywiscie na razie ile tych funkcji jest). Pochodna F, ma postaé

Fy(z,y) = 2(y = y/Iz]).

Punkty krytyczne zatem to (1,1) i (—1,1), czyli te, ktére wezesniej znalezliémy jako niedobre
do wyznaczania funkcji z — y(z). Zbadamy rodzaj ekstremum w punkcie (1, 1):

F,=2x—

Fyy(x> y) =2,

Fo—oe - YY)
VT (1,1)
zatem

2
1y(1,1) = =5 = =1 <0.
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Punkt (1, 1) jest wiec maksimum funkcji. Z symetrii wykresu wnioskujemy, ze w (—1, 1) otrzy-
mamy minimum odpowiedniej funkcji. Nasze przewidywania dotyczace ksztattu wykresu oka-
zaly si¢ wiec stuszne. Zbadajmy jeszcze pochodng z, dla y < 1. Pochodna ta opisana jest

WZzOorem:

oo B 2Verly - Vo)
! Iy V(2 +1) —y

Znak powyzszego wyrazenia tatwo okresli¢ gdy y < 0 i x > 0. Mianownik jest wtedy dodatni,

liczni ujemny. Minus przed utamkiem powoduje, ze cala pochodna jest ujemna. Funkcja y ——

x(y) jest wiec rosngca przynajmniej dla y < 0. Dla = dazacego do 0 i y dazacego do —1

pochodna dazy do zera. Krzywa zmierza wiec do punktu (0,—1) ,w sposob styczny” do osi

pionowej. Sprobujmy uzupetié¢ wykres:

A ciekawe jak to wyglada naprawde?

&

Przyktad 2. Znalez¢ i zbadaé¢ punkty krytyczne funkcji
(2,y) — z(z,y)

okreslonych réwnaniem
z
1—-—)=8.
@+ )+ 21— )

Przyktad ten byl rozwigzany na wyktadzie, byé moze wkrétce notatki zostang uzupetnione



