Wyklad 7.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Powierzchnig wymiaru k zanurzong w R™ (k < n) nazywamy podzbiér S C R"™ majacy
nastepujaca wtasnos¢: dla kazdego punktu p € S istnieje otoczenie O punktu p w R™ oraz uktad
wspotrzednych & w O taki, ze zbior O N .S opisany jest warunkiem znikania n — k ostatnich
wspotrzednych zwigzanych z uktadem wspotrzednych ®. Mowiac uktad wspotrzednych mam na
mysli odwzorowanie

d:V— 0.

spetniajace zatozenia twierdzenia o lokalnej odwracalnosci na catym V. Oznacza to, ze odwzo-
rowanie @ jest bijekcja V i O, jest rozniczkowalne i jego odwrotnos¢ tez jest rozniczkowalna.
Przyjrzyjmy sie konkretnym przyktadom powierzchni. Zaczynamy od powierzchni jednowymia-
rowych w R?:

Przyktad 1. Najprostszym przykladem powierzchni jednowymiarowej w R? jest prosta:

L={(z,y): y=2x+1}.

Zeby pokazaé, ze jest to powierzchnia musimy wprowadzié¢ w otoczeniu kazdego punktu uktad
wspotrzednych taki, zeby prosta L zadana bylta warunkiem znikania drugiej wspotrzednej. Ze
wzgledu na szczegdélnie nieskomplikowang powierzchnnie uktad wspoétrzednych moze byé glo-
balny, tzn zdefiniowany na calym R? a nie tylko w otoczeniu jednego punktu. Istnieje wiele
odpowiednich uktadéw wspotrzednych. Siatka wspotrzednych zwiazana z jednym z nich zazna-
czona jest na rysunku. Nowe wspéhrzedne punktu p = (x,y) oznaczymy (§,n). Wspolrzedna
¢ jest identyczna z . Wspdtrzedna n punktu p obliczymy znajdujac punkt przeciecia prostej
rownoleglej do L i przechodzacej przez p z osig pionows. Wartosci przesuniemy tak, aby 0
odpowiadato wlasnie prostej L. Takie okreslenie uktadu wspotrzednych prowadzi do wzorow:

{=u
n=y—2r—1

Odwzorowanie odwrotne (ktére zazwyczaj kojarzymy z nazwa ,uktad wspéhrzednych”) ma
postac

P :R*> (&,n) — (x(&,m),y(& ) € R?

T =¢
y=y+2+1
1



Mozliwy jest takze inny uktad wspotrzednych. Jesli zazadamy, aby druga wspéirzedna zmie-
niata sie wzdtuz prostych prostopadtych do L otrzymamy
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Odpowiednie odwzorowanie ¥ : (s,t) — (z(s,t),y(s,t)) zapisuje si¢ wzorami:

1 2t+2
T T Ty
2—1—1t—|—1

= —S — —

Y=5°T5 s
1 odwrotne

s=2y+zx

t=y—2r—1
&

Przyktad 2. Drugi standardowy przyktad to okrag:
S={(z,y): 2* +y*=1}.
W tym przypadku najtatwiej uzy¢ biegunowego uktadu wspoétrzednych:
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Wzory sa nam znane od dawna. Zeby zachowaé¢ warunek ,druga wspolrzedna rowna zero”
musimy zmieni¢ kolejno$¢ wspotrzednych i przesunaé¢ wartosci r:

i, 1) = (x(p, 1), ylp, 1), ¢ e€l0,2n], rel—11]
{ r=(r+1)cosp
y=(r+1)sing
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Tym razem odwrotnego odwzorowania nie napiszemy tak tatwo. Ponadto nie wystarcza jeden
uktad wspotrzednych. Ten przedstawiony powyzej jest dobry dla kazdego punktu oprécz punk-
tu (1,0) (we wspdlrzednych kartezjanskich). W otoczeniu (1,0) mozemy wzigé odwzorowanie
zadane tymi samymi wzorami, ale okreslone na innej dziedzinie:

cb?(@?r) = (ZE((,O,T),y(QO,T‘)), 906] _7T77T[7 TE] _171[
Dla okregu takze mozna wybiera¢ inne uktady wspotrzednych. Na przyktad taki:

E=u
p=+vrZ+y?—1

okreslony w otoczeniu czesci okregu polozonego w gérnej potptaszezyznie:
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Odwzorowanie odwrotne

L
y=y(p+1)?=¢&

okreslone jest w obszarze

V={&p): p>-1,—p—-1<E{<p+1}

Do opisania calego okregu potrzebujemy czterech takich uktadéw wspétrzednych. &

Przyktad 3. Kolejnym przyktadem niech bedzie krzywa zadana rownaniem

-y =1
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dla x > 0. Krzywa ta to hiperbola. Odpowiedni uktad wspotrzednych znalez¢é mozna korzystajac
z funkcji hiperbolicznych:

x = (r+ 1) cosh(u)

y = (r+ 1) sinh(u)
Wspbéhrzedna r nalezy do pétprostej | — 1, 00[, zas§ wspdtrzedna u moze przyjmowaé dowolne

wartosci rzeczywiste. Obrazem | — 1, oo[xR w tym odwzorowaniu jest obszar pod prosta y = x,
nad prosta y = —x idla z > 0.
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Przyklad 4. Powierzchnig nie jest tzw. lemniskata Bernoulliego zadana réwnaniem
(2% +y*)* = 2(a” — y°)

Problemy sa w otoczeniu punktu (0, 0). Samoprzeciecia nie sa dozwolone.
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Przyktad 5. Powierzchnia nie jest tez. hipocykloida Problemy sa w otoczeniu punktéw (1,0),
(—1,0), (0,1), (0, —1). Nie sa dozwolone takze dziébki:
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PrzejdZzmy teraz do przykladéw w R3:

Przyktad 6. Powierzchnia dwuwymiarowa (najprostsza) jest plaszczyzna. Wezmy plaszczyzne

o réwnaniu
r+y+z=0

42

&

I

o
e Sesseeo
S e
S SN SSISs,
G S S e o
S e

=
RIS
s
e
S ..z.:.gi‘zg
XL
s

Uktad wspotrzednych konstruujemy korzystajac z algebry liniowej. Nasza plaszczyzna jest
jednoczesnie podprzestrzenig wektorows. Baza tej podprzestrzeni sg na przykitad wektory
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Do bazy w R? uzupelimy je dodajac wektor prostopadty
1
1
1
Uktad wspéhrzednych (a, 3, 7) zwiazany jest z wspolrzednymi kartezjanskimi réwnaniem:
x 1 0 1
y|=a| 0 1 +5 1 |+~ 1/,
z -1 -1 1
czyli
r=aoa-+7vy
y=0+7

z=—a—[F+y



Zastan6éwmy sie teraz jak mozna opisywa¢ powierzchnie. We wszystkich powyzszych przykta-
dach powierzchnia opisana byta réwnaniem, czyli przedstawiona jako poziomica zerowa jakiejs
funkecji. O tym jakie warunki powinna spetnia¢ funkcja, zeby jej poziomica zerowa byta po-
wierzchnig moéwi twierdzenie o maksymalnym rzedzie:

Twierdzenie 1 (O maksymalnym rzedzie). Niech F': R" D O — R™, m < n bedzie odwzoro-
waniem réiniczkowalnym. Niech takze S = F~1(0,...,0) bedzie zawarte w O. Wéwczas jesli w
kazdym punkcie x pochodna F'(x) ma maksymalny rzqd (czyli rowny m) to S jest powierzchnig
w R™ wymiaru k =n —m.

Powierzchnie mozna takze zadawaé poprzez parametryzacje, tzn obraz odwzorowania
VROV — R
Okrag o promieniu 1 mozna sparametryzowaé nastepujaco
W :]0,27[> ¢ — (cos p, sin p) € R?.

Obrazem tej parametryzacji jest okrag bez jednego punktu. Zazwyczaj nie da sie sparametry-
zowac caltej powierzchni za pomoca jednego odwzorowania. Parametryzacja musi takze spetnia¢
pewne warunki. Musi to by¢ rézniczkowalna injekcja, ktorej pochodna w kazdym punkcie ma
maksymalny rzad. Oto stosowne twierdzenie:

Twierdzenie 2. Niech U : R¥ DV — R", k < n bedzie odwzorowaniem réiniczkowalnym.
Wowezas jesli p € V i V' (p) jest rzedu k to istnieje otoczenie O punktu p takie, ze W(O) jest
powierzchnig k-wymiarowqg w R™.

Twierdzenie dotyczace parametryzacji jest jedynie lokalne, dlatego oprocz rzedu odwzorowa-
nia nalezy sprawdza¢ takze injektywnos¢.

W dalszym ciggu zajmowaé sie bedziemy raczej powierzchniami zadawanymi jako poziomi-
ce zerowe. Interesowa¢ nas beda obciecia funkcji do powierzchni. Niech S bedzie okregiem o
promieniu 1 w R2. Niech takze

flx,y) =a+y
bedzie funkcja na R2. Funkcja ta jest rézniczkowalna na calym R2. Jej pochodna w punkcie
(x,y) jest macierza jednowierszowa

f@y) =11 2y].

Pierwszy wyraz tej macierzy jest niezalezny od punktu i réwny 1, zatem funkcja ta nie ma
punktéw krytycznych w R?. Rozpatrzmy teraz obciecie tej funkcji do okregu S. Zeby zrozumieé
o co chodzi przyjrzyjmy sie rysunkom:
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Na czerwono zaznaczono wykres funkcji f. Szary walec narysowany jest nad okregiem S.
Przeciecie tych dwoch powierzchni ilustruje obciecie f do S. Zamiast walca rysujemy teraz (na
czerwono) krzywa bedaca przecieciem walca i wykresu funkcji oraz (na czarno) okrag S na
plaszczyznie z = 0:

RrorNw

By¢ moze lepiej bedzie widac, jesli zamiast wykresu f zaznaczymy na rysunku walec:

Funkcja f obcieta do S przyjmuje wartosci jedynie z pewnego odcinka. Z wykreséw widac,
ze ma ona punkty krytyczne. Naszym zadaniem bedzie znalezienie tych punktéw. Jeden sposéb
poszukiwania punktéw krytycznych jest tatwo wymysle¢. Jesli sparametryzujemy okrag S (na
przyktad katem biegunowym) i ztozymy funkcje f z parametryzacja otrzymamy funkcje jedne;j
zmiennej rzeczywistej, okreslong na odcinku, ktérag mozna badaé¢ zwyktymi metodami. Pamietac
musimy jednak, ze parametryzacja nie obejmuje catego okregu. W tym szczegdlnym przypadku
mozna sobie tatwo poradzi¢ z tym problemem. W ogélnosci jednak znalezienie parametryzacji
dla powierzchni bywa ktopotliwe. Poszukamy zatem innej metody znalezienia punktow krytycz-
nych: takiej, ktora wykorzystywataby raczej funkcje, za pomoca ktorej powierzchnia zadawana
jest jako poziomica zerowa. W przypadku okregu bedzie to funkcja

G(r,y) =2 +y* + 1.

Punkt krytyczny jest, jak zwykle, punktem w ktérym pochodna znika, jednak teraz interesuje
nas jedynie warto$¢ pochodnej na wektorach (przyrostach) stycznych do powierzchni. Na wek-
torach w innych kierunkach pochodna moze sobie by¢ jakakolwiek. Skoro powierzchnia S jest
poziomica zerowa funkcji G, to oczywiscie pochodna funkcji G znika na wektorach stycznych
do powierzchni, poniewaz wzdluz powerzchni funkcja sie nie zmienia: pozostaje réwna zero.
Wektory styczne do powierzchni mozna wrecz zdefiniowaé w taki sposdb: Wektor h zaczepiony
w (Z0,Y0) € S jest styczny do S jesli G'(zg, yo)(h) = 0. Jesli wiec pochodna funkcji f bylaby w



8

punkcie (z,y) proporcjonalna do G'(x,y), to wiadomo bytoby, ze pochodna ta znika na wekto-
rach stycznych w tym punkcie. Punkt (z,y) € S jest wigc punktem krytycznym funkcji
f na powierzchni S jesli istnieje liczba \ taka, ze

f(@,y) = G (2, y).

Liczba A nazywana jest mnoznikiem Lagrange’a. W powyzszym rozumowaniu myslelismy caty
czas o konkretnej funkcji f obcietej do konkretnej powierzchni S. Wnioski do ktérych doszlismy
maja jednak charakter ogolny. Sformutujmy je w postaci twierdzenia:

Twierdzenie 3 (Lagrange). Niech f : R" — R bedzie funkcjq rézniczkowalng a S = G1(0)
powierzchniqg wymiaru n — 1. Jesli p € S jest punktem krytycznym funkcji f na powierzchni S
to istnieje taka liczba rzeczywista A, ze

f'(p) = AG'(p).
Znajdzmy punkty krytyczne w naszym przyktadzie. Mamy
flay) =z+y’, Gy =2"+y" -1,

zatem
flley)=[1 2],  G'(z,y)=[2z 2y
Punkt (z,y) jest wiec punktem krytycznym f na S jesli

1 2y] = A2z 2y, G(z,y) = 0.

W postaci uktadu réwnan warunki te zapisujemy jako:

1=2\x
2y = 2y
2+ =1

Drugie rownanie oznacza, ze

y(1=X) =0, czyi y=0 lub A=1.
1
Gdy y = 0 wspotrzedna x musi by¢ rowna 1 lub —1. Wtedy otrzymujemy A odpowiednio —1—5,

1 1 3 3
—5 GdyzasA=1toxr = 3 i wspotrzedna y moze przyjac¢ wartosé —1—7 lub 5 Ostatecznie

mamy cztery punkty krytyczne:

Zaznaczmy je na rysunku:
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Drugi rysunek pokazuje, ze punkty krytyczne obciecia f do powierzchni S sg tymi punktami, w
ktorych poziomice funkeji f sa styczne do powierzchni S. Poziomice narysowane sa na czerwono,
a powierzchnia na niebiesko:
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Z rysunkéw wynika, ze punkty (—1,0) i (0,1) to minima a punkty (5,7) i (5, —7) to
maksima. W ogélnosci musimy jednak znalez¢é metode badania rodzaju punktow krytycznych
w przypadku gdy badamy funkcje obcieta do powierzchni.

Rachunek prowadzacy do wzoru na pochodna funkcji obcietej do powierzchni jest dos¢ skom-
plikowany. Zamieszczam go ponizej w dowodzie odpowiedniego twierdzenia. Dla celow prak-
tycznych nalezy niestety zapamieta¢ wzor. Jesli p € S jest punktem krytycznym funkcji f na
S oraz h jest wektorem stycznym do s w punkcie p to forma kwadratowa reprezentujaca druga
pochodng obciecia funkeji f do S ma na h wartos¢

(f1s)"(p)(h) = ["(p)(h) = AG"(p)(R),

gdzie A\ jest wartosciag mnoznika Lagrange’a odpowiadajaca punktowi krytycznemu p. Zbadamy
okreslono$¢ tej formy dla jednego z punktow krytycznych w naszym przyktadzie. Wybierzmy

punkt p = (1,0) z A = R Wyznaczamy macierz drugiej pochodnej funkcji f:

ro=| i e =10 s )
Wyznaczamy takze druga pochodng G' w punkcie p:

o= G a0 2]
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1
Macierz, ktéra mamy badaé¢ ma postaé (bierzemy A = 5)

O i B i R i
Okreslonosé tej macierzy badamy jedynie na wektorach stycznych do powierzchni w punkcie
p = (1,0). Pochodna G w p = (1,0) ma postac
G'(1,0) = 2z 2y)j0.0 =2 0]
Wektory styczne do S w punkcie (1,0) speliaja warunek

ha

G'(1,0)(h) =0, [2 0] [ "

] =2h,=0, h,=0
Przestrzen wektoréw stycznych do okregu S w punkcie (1,0) rozpieta jest przez wektor
0
e
Obliczmy wartosé¢ formy f”(p) — AG”(p) na dowolnym wektorze proporcjonalnym do bazowego:

o[ 2][¢]-

Wartos$¢ drugiej pochodnej obciecia na dowolnym wektorze stycznym do powierzchni jest do-
datnia. Mamy wiec do czynienia z minimum.

Zapiszmy jeszcze ogoOlne twierdzenie dotyczace warosci drugiej pochodne obciecia wraz z
dowodem. Znajomos¢ dowodu nie jest obowiazkowa, cho¢ oczywiscie wszystkich zachecam do
przeanalizowania rachunku.

Twierdzenie 4. Przy zatozeniach twierdzenia Lagrange’a o punkcie krytycznym wartosé dru-
giej pochodnej obciecia f do powierzchni S w punkcie krytycznym na wektorach stycznych do S
w tym punkcie wyraza si¢ wzorem

(f1s)"(p)(h) = f"(p)(h) — AG" (p)(h).

Dowdéd: (material nieobowigzkowy) Oznaczmy przez p punkt krytyczny obciecia fig. Niech
takze ® : R"! 5 VYV — R" oznacza parametryzacje otoczenia punktu p w S. Zaltézmy, zZe
parametryzacja zostala tak wybrana, ze ®(0) = p. Piszac 0 mam na mysli punkt zerowy w
R™ 1, czyli (0,0,...,0). Jesli p jest punktem krytycznym fis to 0 jest punktem krytycznym
f o ®. Obliczmy druga pochodng ztozenia f o ® w otoczeniu punktu 0. Element V z tego
otoczenia oznaczymy y. Dla wektora przyrostu v zaczepionego w y mamy

fo®(y)(v) = f1(2(y)) (¥(y)(v))

Druga pochodna w 0 znajdziemy rézniczkujac powyzszy wzér (traktujac prawa strone jako
funkcje punktu y). Drugi przyrost oznaczymy u, rézniczkujemy w y = 0:

(1) (f 0 ®)"(0)(v,u) = f(®(0)) (2(0)(v), D'(0)(w)) + f'(P(0))(2"(0) (v, u))

Jedli obrazy przyrostéow v i u w R"! oznaczymy odpowiednio h i k (tzn. h i k sa wektorami
stycznymi do S w punkcie p) to pierwszy sktadnik powyzszego wzoru ma postaé

(2) S (@(0)) ((0)(v), @' (0)(w)) = f"(p)(h, k).
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Drugi sktadnik przeksztalcimy korzystajac z tego, ze punkt p jest punktem krytycznym. Funkcja
Go® : V — R jest funkcja stata réwna zero, gdyz G definiuje S. Jasne jest wiec, ze (Go®)"(0) =
0. Druga pochodng ztozenia G o ® obliczy¢ mozna wedtug tych samych zasad co dla f, tyle, ze
teraz wynik musi by¢ zero:

(G0 @)"(0)(v,u) = G"(2(0)) (¥'(0)(v), ¥'(0)(u)) + G'(2(0))(2"(0)(v, u)) = 0.
Oznacza to, ze

G"(2(0))(2"(0)(v), @'(0)(u)) = =G (2(0))(2"(0) (v, u)).

Oznaczajac, jak poprzednio, ®'(0)(v) = h, ®'(0)(u) = k i ¢(0) = p dostajemy

G"(p)(h, k) = =G'(p)(®"(0)(v, u)).

Mnozac obie strony powyzszego rownania przez A i pamietajac, ze w punkcie krytycznym p
zachodzi

f'(p) = AG'(p)
otrzymujemy
AG" (p)(h, k) = —f'(p)(2"(0)(v,w)),
czyli
(3) F' () (@7(0)(v, u)) = =AG"(p)(h, k)

Wstawiajac (3) 1 (2) do (1) otrzymujemy

(f 0 @)"(0)(v,u) = f"(2(0))(D'(y)(v), ¥ (y)(u)) + f/(2(0))(2"(0)(v,u)) =
- f”(p)(hv k) - )\G”(p)(h, k)
Druga pochodna ztozenia fo® w punkcie p jest drugg pochodng f|s w tym punkcie. Wstawia-

jac dwa razy ten sam przyrost otrzymujemy forme kwadratowg o ktéra chodzito w twierdzeniu.
.

Rachunek przeprowadzony w dowodzie powyzszego twierdzenia jest w ogdlnosci skompliko-
wany. Stuchaczy, ktérzy nie chca poprzestwaé¢ na zapamietywaniu wzoréw zachecam do wy-
konania go w najprostszym przypadku funkcji okreélonej na R? obcietej do jednowymiarowe;
powierzchni. Mozemy mysle¢ tutaj o naszej funkcji f, powierzchni bedacej okregiem. Jako para-
metryzacji mozemy uzy¢ parametryzacji okregu katem biegunowym. Policzmy jak w dowodzie
druga pochodng ztozenia f o ®:

fo®(p) = fz(e),y(p))

W ponizszym rachunku opuszczamy argumenty funkcji pamietajac jednak, ze f zalezy od ¢
poprzez x i y:

(f © CI))” = (f:vxgo + fyyso)/ = (fmrcxcp + fmyycp)xcp + feTypp + (fya:xgo + fyyycp)ycp + fy¥pe-
Pogrupujmy inaczej wyrazy:

(fo@)" = (fory + fu¥p) = (frayp + fay¥o)To + (fraTe + Fuy¥e)Vo + foTop + fylpp-

Czes¢ czerwona jest to druga pochodna funkcji f dzialajaca na wektor styczny do powierzchni
otrzymany z przyrostu oh = 1:

'(p)0h = l Lo ] 6h = l zzgz ] :

Yo
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Inaczej zapiszemy wiec czesé czerwong jako

fow fo ] [ B ]
h“c h Tx Ty T
ha B [ Joy  Juy hy,
pamietajac, ze wektor przyrostu musi by¢ styczny do powierzchni. Czes¢ niebieska zastapimy

wyrazeniem zawierajacym G. Rachunek taki sam jak dla f moglibySmy wykona¢ dla G, tyle, ze
druga pochodna wzdluz powierzchni jest zawsze zero, bo funkcja G na powierzchni jest stata:

(Go®)" = (GaeTy + Gay¥p)To + (Gyaty + Guyyp) Yy + GaZpp + GyYpp = 0
Przenoszac wyrazenia zawierajace pierwsza pochodng G na druga strone dostajemy
(GaeTy + Gay¥p)To + (Gaty + Gyyyp)Yp = —GaZpp — Gylpy

Wiadomo, ze w punkcie krytycznym f, = AG, i f, = A\G,, dlatego po pomnozeniu obu stron
powyzszego rownania przez A mozemy dokonaé podstawienia:

M(Gaay + Gayyp)Tp + (Gray + Guyyp)ypl = —AGaZpp — AGyYpp = — fepp — [yYpe-
Otrzymalidmy wyrazenie na cze$¢ niebieska
fetop + Yoo = —A(Gray + GuyYp) Ty + (Gyay + Gyyyp) Yyl

Podobnie jak dla funkcji f prawa strone mozna zapisa¢ jako dziatanie drugiej pochodnej G na
wektor styczny do powierzchni:

G:c:z: G:cy hx
e ) | G G | e .

Ostatecznie wiec druga pochodna f obcietego do S ma w punkcie krytycznym w dziataniu na
wektor styczny h postac:

‘f‘.’IJ.’IJ ‘f‘.’IJ’l h.’L’ GII GI h’T
he h Y —Ahe h 4 .
L [ Jey  Jfyy hy [ o Gy Gyy hy,
Sama wiec druga pochodna w punkcie krytycznym jest r6znica macierzy:

fﬂ?y fyy ny ny .

Drugi czton w wyrazeniu na drugg pochodng pochodzi od rézniczkowania funkcji ztozonej z
parametryzacja. Jest to wzér prawdziwy jedynie w punkcie krytycznym.

Potrzebujemy jeszcze dwoch przykladéw: ekstremum funkeji okredlonej na R3 obcietej do
dwuwymiarowej powierzchni i ekstremum funkeji na R? obcietej do jednowymiarowej powierzch-
ni, czyli krzywej.

Przyktad 7. Znalez¢ punkty krytyczne funkeji

flz,y,z) = zyz
na sferze o promieniu v/3 i érodku w punkcie (0, 0,0). Zbadaé¢ dwa wybrane punkty krytyczne.
Sfera o promieniu /3 i érodku w punkcie (0,0, 0) ma réwnanie

Y+ 27 =3,
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wezmy wiec G(xz,y,2) = 2% + y* + 2* — 3. Zapisujemy warunek Lagranza:
Fla,y.2) = AG(w,y.2),  lyz a2 ay] = 2w 2y 22]

Warunek na pochodne czastkowe wraz z réwnaniem sfery daja uktad réwnan:

yz =2 \x
rz = 2\y
xy = 2z

Yyt 22 =3

Powyzszy uktad rownan ma cate mnéstwo rozwigzan. Jesli zatozymy ze zadna ze zmiennych
nie jest réwna 0 otrzymamy nastepujace rozwigzania:

(1,1,1),A=1
(-1,-1,1),A =3
(-1,1,-1),A =3
(1,-1,-1),A =3
(-1,1,1),A=—3
(1,-1,1),A=—3
(1,1,-1),A=—3
(=1,-1,-1),A=—3

Zatoézmy teraz, ze x = 0. Wtedy drugie i trzecie rownanie wskazuja, ze albo y i z sg takze rowne
zero (punkt ten nie nalezy jednak do powierzchni) albo A = 0. Gdy A = 0 na pozostale zmienne
nie ma zadnego warunku. Oznacza to, ze cale koto wielkie y? + 22 = 3 przy = = 0 sktada sie
z punktow krytycznych funkeji. podobny wynik otrzymamy zatozywszy, ze y = 0 lub z = 0.
Mamy wiec osiem izolowanych punktéw krytycznych

i punkty krytyczne odpowiadajace wartosci funkeji O:
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Punkty te nie sg ekstremalne, poniewaz w otoczeniu kazdego z nich sg punkty w ktoérych
funkcja przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne.
Do badania wybieramy punkt (1,1,1) dla A = % Forma kwadratowa, ktéra okresla rodzaj
ekstremum to

1
f(,1,1) — 5@"(1, 1,1)
czyli

200 01 1 2 0 0
—~lo0 2 0 —l101l-2lo20l=]1 -1 1
210 0 2 110 00 2

0
2
Yy I(1,1,1) (1,1,1)

8 O W
oK’

Szukamy wektorow stycznych do sfery w punkcie (1,1, 1). Sa to wektory spetniajace warunek
hy
G'(1,1,1)h = 0, 2 22]| h, | =0.
h.

Przestrzen takich wektoréw jest dwuwymiarowa, a przyktadowa baza to:
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Obliczmy zatem forme kwadratowa na wektorze postaci

1 1 a+ 3
al -1|+8| 0 |= —Q
0 —1 —3
-1 1 1 a+p
(a+8) —a =48] 1 -1 1 —a | =2+ p)?—2a*-23
11 -1 -3

Porzadkujemy wzor korzystajac z metody Lagranza:
1
2+ B)? - 202 = 29 = —4(0® + B+ af) = —A(a + 50) — 35

Forma jest ujemnie okreslona, zatem punkt (1,1,1) jest maksimum. Na rysunku zaznaczone
sg poziomice odpowiadajace wartosciom krytycznym funkcji. Na czarno minima, na zielono
maksima a na niebiesko warto$¢ 0, ktéra nie jest ekstremalna.

5
(N
=AY

S

PRGN
RN

)

S

2R

AL
A

N

[ )

Przyklad 8. Znalez¢ punkty krytyczne funkcji
fla,y,z) = 2® +y* + 2°

na przecieciu plaszezyzny {(x,y,2): z+y+ 2 =0} i walca {(z,y,2) : 2* + y* = 2}. Zbadaé
jeden z nich.

Powierzchnia S zadana jest przez rownania
Gi(z,y,2) =2 +y*—2=0, Go(z,y,2) =x+y+2=0.

Przestrzen wektorow stycznych do powierzchni w punkcie p tej powierzchni sktada sie wiec z
wektoréw spetniajacych takze dwa réwnania: wektor h jest styczny jesli

Gip)h =0 1 Gy(p)h =0.

Pochodna f'(p) znika na tych wektorach jesli jest kombinacja liniowa pochodnych G; i Go. Tym
razem potrzebowaé¢ bedziemy dwoch mnoznikoéw Lagranza A i p:
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Obliczamy odpowiednie pochodne w p = (z,y, 2):
fley,2) =22 2y 22]  Gi(z,y,2) =22 2y 0]  Gh(z,y,2)=[1 1 1]
i piszemy warunek Lagranza:
f(z,y,2) = A\Gi(x,y, 2) + uGhy(z, y, 2), 22 2y 22] = A[2x 2y O]+ p[l 1 1]

Wraz z réwnaniami powierzchni otrzymujemy uktad réwnan:

20 =2 \r —

2y =2Xy —p

22 =1

22 +y? =2

r+y+z=0

Otrzymujemy cztery punkty krytyczne

(1,-1,0) A=1 pu=0
(-1,1,0) A=1 pu=0
(-1,-1,2) A=3 pu=4
(1,1,-2) A=3 pu=-4

Punkty te zaznaczamy na rysunku.

NFORFRN

Wybieramy punkt (1,1, —2) do badania rodzaju punktu krytycznego. Bez dowodu podajemy

fakt, iz jesli powierzchnia zadana jest przez k réwnan postaci G;(x1,...,2,) = 0 to w punkcie
krytycznym p rodzaj ekstremum jest okreslony przez sygnature formy kwadratowe;j
f'(p) = MGY(p) — - — MG(p)

na przestrzeni stycznej do powierzchni w tym punkcie.

My mamy dwa réwnania, forma kwadratowa ma wiec trzy sktadniki: druga pochodna f,
druga pochodna (7 i druga pochodna (5. Znajdujemy przestrzen styczng do S w punkcie
krytycznym:

GU1,1,-2)=[220 Gy1,1,1)=[1 1 1]
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Wektor styczny h ma by¢ anihilowany przez obie powyzsze macierze jednowierszowe. Prowadzi
to do uktadu réownan:

2hy +2hy =0
hy +hy+h, =0
Przestrzen rozwiazan rozpieta jest przez wektor
-1
h=1] 1

Bada¢ musimy znak formy:

2
0
0

o NN O

0 2.0 0] 000
0[=3]020[+4[0 00
2 00 0| 000

Ostatnia macierz jest zerowa,
mamy macierz

dyz druga pochodna G5 jest zerowa. Ostatecznie wiec do badania

o2

-1 0 0
0 -1 0
0o 0 2
na przestrzeni wektoréw proporcjonalnych do h:
-1 0 0 -1 1
a[-1 10| 0 =1 0|a| 1 |=a*[-110|-1]=-22°<0
0 0 2 0 0

Druga pochodna jest ujemna,mamy wiec do czynienia z maksimum. Na rysunku zaznaczono
fragmenty poziomic funkcji f stycznych w punktach krytycznych do powierzchni S:

i
i HU
A
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