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1 Slowo wstepu

Chciatbym serdecznie podziekowa¢ za ogromna pomoc przy tworzeniu niniejszej pracy swoje-
mu opiekunowi i promotorowi, profesorowi Janowi Dereziniskiemu. Dzieki swojemu zaangazowa-
niu wzbogacit mnie o wiedze niezbedna do otrzymania opisanych wynikéw. Swoja wdzieczno$c¢
chcialbym w tym miejscu okazaé¢ tez pracownikom naukowym wydziatu Fizyki oraz wydziatu
Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego. Dzieki swojej wiedzy odstaniali oni przede mna ta-
jemnice nauki. Dziekuje kadrze KMMF (prof. J. Derezinski, dr M. Koscielecki, prof. W. Pusz,
prof. S. L. Woronowicz) za wiele ciekawych wyktadow i wskazowek z fizyki matematycznej i ma-
tematyki. Dziekuje naukowcom z IFT za przygotowanie mnie w dziedzinach kwantowej teorii
pola (prof. K. Meissner, prof. K. Pachucki) oraz ogdlnej teorii wzglednosci (prof. J. Lewandow-
ski, dr hab. P. Nurowski). Dziekuje rowniez kolegom-studentom, z ktorymi wspoélnie moglem
rozwiazywaé swoje problemy naukowe. Dziekuje wszystkim innym, by¢ moze nie wymienionym
w tym miejscu, za wszelka okazang mi pomoc.

Celem pracy bedzie przedstawienie calkowicie lorentzowsko wspdtzmienniczej, algebraicznej
kwantyzacji masywnego pola wektorowego korzystajac z metod C*—algebry Weyla dla kanonicz-
nych regut komutacyjnych. Prezentowana metoda jest dobrze poznana z matematycznego punktu
widzenia i oferuje zar6wno prosta, jak i precyzyjna mozliwos¢ zdefiniowania kwantowych opera-
torow pola. W pierwszym rozdziale zostanie przedstawione jej zastosowanie w przypadku pola
skalarnego i zostanie doktadnie omoéwiona kwestia wspdlzmienniczosci lorentzowskiej. Wprowa-
dzone tam narzedzia postuza do opisania procedury kwantyzacji w przypadku pola wektorowego,
co bedzie gléwnym tematem rozdziatu drugiego. Cze$¢ przytoczonych twierdzen pochodzi z teorii
operatoréw, a ich zastosowanie jest kluczowe w opisywanym podej$ciu do tworzenia teorii pola
kwantowego.

Glownym celem i niejako ideatem przys$wiecajacym pomystodawcom tej pracy jest lepsze
zrozumienie matematycznych podstaw kwantowej teorii pola, dziedziny, ktora w dzisiejszej fizyce
odgrywa z pewnogcia role pierwszoplanowa. Niniejsza praca dotyka oczywiscie tylko malerikiego
fragmentu wielkiej dziedziny ludzkiej wiedzy.

Przemystaw Majewsks
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2 Pole skalarne w przestrzeni Minkowskiego

W niniejszym rozdziale przedstawimy kwantyzacje pola skalarnego spetniajacego rownanie Klei-
na-Gordona w przestrzeni Minkowskiego. Ten prosty i klasyczny przyktad pozwoli na przyblizenie
omawianej metody oraz stosowanej dalej notacji. Podane tu informacje beda w dalszej czesci
wykorzystywane do opisania kwantyzacji pél wektorowych.

2.1 Teoria klasyczna: Przestrzen rozwigzan ),,(M) i pole skalarne.

Niech M = R* bedzie ptaska czasoprzestrzenia z metryka Minkowskiego 7 taka, ze

1.0 0 0
0 10 0

=1 0 010 (2.1)
0 00 1

Przyjecie takiej konwencji wyboru sygnatury jest uzasadnione wieloma praktycznymi wzgle-
dami, m.in. tatwym uogoélnieniem na wiecej wymiaréw oraz dodatnig okreslonoscia na czesci
przestrzennej.

Przeprowadzone w dalszej czesci rozdzialu rozumowanie mozna tatwo uogoélni¢ na przypadek,
gdy M jest globalnie hiperboliczna czasoprzestrzenia wymiaru n+ 1. Rozumowanie to nie bedzie
zawarte w niniejszej pracy, jednak jest ono réwniez interesujacym przypadkiem zastosowania
opisywanych pézniej metod.

Przestrzern Minkowskiego bedziemy utozsamiaé z przestrzenig bedaca produktem przestrzeni
euklidesowej (stalego czasu) i jednowymiarowej (osi czasu) stosujac ponizsze oznaczenia:

M=R xR >z = (tI).

Wszystkie przeprowadzone konstrukcje beda niezmiennicze ze wzgledu na to utozsamienie.
Wybierzmy uktad wspotrzednych (¢, %), wtedy mozemy wprowadzi¢ pojecie funkcji prze-
strzennie zwartej.

Definicja 2.1 Przestrzenig funkcji przestrzennie zwartych na rozmaitosci M nazywamy zbior
AM) = {f € C®°(M): supp (f) C Cx, K — zwarty},
gdzie przez Cx rozumiemy stozek Swietlny zbioru K.

Uwaga 2.2 Nietrudno spostrzec, ze zbior A(M) jest niezmienniczy ze wzgledu na wybor uktadu
wspotrzednych, zatem w szczegolnosci wzgledem wyboru powierzchni statego czasu.

W kwantyzacji interesuje nas tzw. przestrzen rozwiazan klasycznych, czyli podzbiér zbioru
A(M), spehiajacy rownanie Kleina—Gordona, ktore w przestrzeni M przyjmuje postac¢
(3,0 = m?)f(z) = 0 (2.2)
lub w skréconym zapisie
(O —m?)f(z) = 0. (2.3)

Klasycznym polem skalarnym Kleina-Gordona nazywamy funkcje klasy A(M) spekiajaca
rownanie (2.3). Zbior wszystkich takich funkcji oznaczamy symbolem Y, (M).
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Definicja 2.3 Zbior
Ym(M) ={f € AM): (O-m?)f =0}

nazywamy przestrzenig konfiguracyjng kwantowego pola skalarnego.

Z faktu, iz funkcja f € Y, (M) przy ustalonej chwili czasu, jest jako funkcja zmiennej prze-
strzennej, funkcja gtadky o zwartym nogniku, wynika w szczegdlnosci, iz

f(0,2) =: fo(2) € C§°(R?)

oraz

of
20.8) = fo(d) € O (RY).
Wiadomo z teorii réwnan czastkowych, ze w przestrzeni Minkowskiego dla réwnania Kleina-Gor-
dona stuszne jest nastepujace

Twierdzenie 2.4 Dla dowolnych dwdéch funkeji u,v € C$°(R?) istnieje doktadnie jedna funkcja
f nalezgca do przestrzeni rozwigzan Ym (M) taka, ze

oraz

Ponadto f(x) =0, gdy x lezy poza stozkiem przysztosci (lub przesztosci) funkcji warunku poczgt-
kowego u(¥) oraz v(¥).

Uwaga 2.5 Stozkiem przysztosci zbioru U C M nazywamy zbior

cu = ¢,
reU

gdzie Cy jest stozkiem przysztosci punktu x. W przypadku stozka przysztosci funkcji warunku
poczgtkowego mamy na mysl stozek przysztosci jej nosnika przestrzennego w chwili t = 0.

Doktadne zaleznodci miedzy przestrzenia warunkéw poczatkowych, a przestrzenia rozwigzan
Yim(M) beda tematem kolejnych rozdzialow poswieconych przestrzeniom symplektycznym z dy-
namikami.

Przestrzeri Yy, (M) ma strukture przestrzeni wektorowej nad C. Przez Y®(M) oznaczamy
rzeczywista podprzestrzen przestrzeni rozwigzan lub, innymi stowy, przestrzen rzeczywistych
funkcji spetniajacych réwnanie Kleina-Gordona.

Istotnym elementem klasycznej teorii jest symetria wzgledem dziatania na Y, (M) grupy
Poincarégo

& =0(1,3) x RL

W omawianym w tym rozdziale przypadku czasoprzestrzen jest przestrzenia wektorowsg izomor-
ficzng z R, zatem grupa & dziata nan liniowo poprzez swoja reprezentacje definiujaca. Dziatanie
to wyraza sie wzorem

(Aya)r = Az + a, (2.4)
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gdzie
(A,a) € O(1,3) x RL
Czesto ogranicza¢ bedziemy sie do wlasciwej i ortochronicznej grupy Lorentza SOqy(1,3), kto-
ra jest spojna sktadowa jednosci grupy O(1,3). Réwnanie Kleina-Gordona jest niezmiennicze
wzgledem transformacji z grupy O(1,3) x R* = &.
Oznaczmy przez
(R (@) = (A7 (z — a)),
wtedy dla dowolnych f € Y, (M) oraz (A, a) € & prawda jest, ze Rp o) f € Vim(M), co oznacza,
iz przestrzen rozwiazan jest zamknieta ze wzgledu na to dziatanie.

2.2 Wlasnosci przestrzeni ),,(M). Struktura symplektyczna.

Jak wspomniano w rozdziale (2.1) przestrzen ), (M) ma strukture przestrzeni liniowej nad C,
czesto jednak bedziemy ograniczaé sie do przestrzeni rzeczywistych rozwiazan réwnania Kleina-
Gordona Y®(M). Y, (M) posiada jeszcze dodatkowa naturalng strukture - wyrdzniong forme
symplektyczng. W celu jej zdefiniowania musimy w przestrzeni M wprowadzié¢ orientacje. Doko-
nujemy tego postulujac posta¢ formy objetosci E, tak by w wybranym uktadzie wspotrzednych
zachodzito

E=dtAdx Ady Ad=.

Wtedy mozna zdefiniowaé operator

*x: AP M — APFTE M,
gdzie n = dim M = 4, tak by dla 8 € A¥T*M oraz dowolnych pél wektorowych Xp i1, ..., X, €
['(TM) zachodzito

(*5)(Xk+la SY) XTL) 2= /8 A 77(Xk+1) ARTRA n(XTL)a
gdzie n jak poprzednio oznacza metryke lorentzowsksa na M.

Uwaga 2.6 Tak zdefiniowany operator x jest C°°(M)—liniowy i wystarczy okreslaé go na for-
mach dualnych do pewnego repera ortonormalnego.

Uwaga 2.7 Ta definicja bez zmian stosuje sie do przypadku zorientowanej rozmaitosci pseudo-
riemanowskiej dowolnego wymiaru.

Uwaga 2.8 Przy tej definicji w wybranej przez nas sygnaturze mamy nastepujgcee, uzywane dalej,
2wiqgzki:

(1) *E =1 oraz x1 = —E,

(2) *xdt = dz Ady Adz,

(3) xdxd = -0

Petna grupa O(1,3) x R* obejmuje wszelkie symetrie wraz ze zmiang orientacji w M. La-
two zauwazy¢, ze najwieksza spojna podgrupa grupy O(1,3) x R* (zachowujaca orientacje) jest
SO(1,3) x R, W tak wyposazonej czasoprzestrzeni wprowadzimy kolejna niezmiennicza lorent-
zowsko strukture - forme symplektyczna.
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Definicja 2.9 Dwuliniowe odwzorowanie
w: V(M) x YE(M) — C
takie, ze dla f,g € Y& (M)
gof = [ (g nwds =1 Axdg)) =5 [ .
I ¢

nazywamy formg symplektyczng na przestrzeni rozwigzan rownanta Kleina-Gordona. ¥y jest do-
wolng powierzchnig statego czasu w dowolnym uktadzie wspotrzednych.

Aby sprawdzi¢ poprawno$¢ definicji formy symplektycznej oraz jej niezmienniczosé lorent-
zowska potrzebne jest nastepujace

Stwierdzenie 2.10 Prawdziwe sq ponizsze tatwe stwierdzenia:
(1) Wartosé formy w nie zalezy od wyboru powierzchni statego czasu ;.

(2) Forma w jest niezmiennicza pod dziataniem grupy SOgy(1,3) x R*.

Dowaéd.
Aby udowodni¢ (1) zauwazmy, ze forma wy s jest zamknieta dla dowolnych dwoch f, g € Vi, (M).
Latwy rachunek daje, ze

dwgy =dg A*df —df Axdg+gAd*df+ fAdxdg=0.
Korzystamy z tego, ze dla tak wybranej sygnatury * Hodge’a, ma wlasnos¢
*d*d = —[]

oraz z faktu, iz funkcje f oraz g spetniaja réwnanie Kleina-Gordona.
Rozwazmy teraz zwarty podzbiér czasoprzestrzeni V, w ktoérego brzegu zawarte sa dwie po-
wierzchnie statego czasu Xy oraz Yy, taka by supp(f) C Int(V) oraz supp(g) C Int(V), wtedy

7z twierdzenia Stokesa mamy
0:/ dwg,f:/ wg,f_/ Wy, f 5
v A b

t/
/ C"gd”:/ Wy, f
m Y

t

co dowodzi (1) dajac rezultat

dla dowolnych f,g € V(M) oraz t,t' € R. W celu udowodnienia (2) zauwazmy, iz powolujac
sie na (1) wystarczy rozwaza¢ w dla czasu t = 0 oznaczajac przy tym % := X;—g. Przy wybranej
przez nas definicji operatora x korzystajac z (2.8) wyrazenie na wy y przyjmuje prosta forme

/Ewg,f = /Rs(gatf_fatg)'

Niezmienniczos$¢ wzgledem dziatania grupy O(3) dzialajacej w przestrzeni stalego czasu jest
w tej postaci oczywista. W polaczeniu z (1) daje to pelng niezmienniczo$¢ wzgledem dowolnego
wyboru powierzchni statego czasu oraz catej grupy SOq(1,3) x R*. O
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2.3 Przestrzenie A(M) i A'(M) jako przestrzenie wektorowe z topologia

Przestrzen funkcji gtadkich o zwartych no$nikach ze standardowa topologia to czesto uzywana
klasa funkcji, na ktorych okresla sie zazwyczaj dystrybucje — ciggle liniowe funkcjonaty. Dla nas
jest to klasa niewystarczajaca, gdyz nasze rozwigzania maja by¢ okre§lone dla wszystkich chwil
czasu. Dlatego w rozdziale (2.1) wprowadzilismy definicje funkcji gltadkich przestrzennie zwartych
(0 zwartym nos$niku przestrzennym) A(M). Z definicji tej jednak nie wynika w zaden sposob jaka
topologia miataby by¢ wprowadzona na A(M). W tym celu przedstawimy A(M) jako granice
induktywna przestrzeni topologicznych.

Definicja 2.11 W wybranym uktadzie wspotrzednych zbiorem funkcji o zwartym nosniku prze-
strzennym zawartym w zwartej kostce K X I nazywamy zbior

A (M) = {f ec=(Mm), f

€CP(y), t e 1},
2t

gdzie przez CiF oznaczamy funkcje gtadkie o nosniku zwartym zawartym w K. Topologie w zbiorach
Ak 1(M) zadaje rodzina pétnorm || ||x.1,a takich, Ze

9lal

ox®1 - ... . Qgon

|l llx, 1,0 = sup
xelCx T

gdzie wielowskaznik o € N oraz n = dim M = 4.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla K1 C Kq oraz Iy C I mamy naturalne wtozenie
AIC1J1 (M) — -A’C2J2 (M)

Teraz okreslamy A(M) jako granice induktywng przestrzeni topologicznych Ax j(M). Mamy
zatem

AM) = | Axs(M).
K, I

Jak wspomnieli$émy wczes$niej przestrzenn A(M) ma strukture przestrzeni wektorowej. Mo-
zemy zatem wprowadzi¢ do naszych rozwazan przestrzen A'(M) — przestrzen ciagtych funkcjo-
natow liniowych na A(M). Bedziemy ja rowniez nazywaé przestrzenia dystrybucji dla funkcji
przestrzennie zwartych. Przestrzenl rozwiazan Y, (M) jest w topologii indukowanej domknieta
podprzestrzenia wektorowa w A(M). Mozemy zatem okreslic Y'(M) jako obciecie funkcjonatow
7 przestrzeni A'(M). Istnieje bowiem kanoniczna surjekcja |y taka, ze

AM)>0 — @ » € V(M).

Wprowadzona przez nas przestrzenn dualna do przestrzeni rozwiazan jest obiektem kanonicz-
nym z poprawnie okreslonym dziataniem grupy O(1,3) x R*. Dla nas szczegdlnie interesujace
beda dwie rodziny dystrybucji, rozumiane jako klasyczny ped i potozenie. Okreslmy w dowol-
nym uktadzie wspotrzednych (¢, Z) dystrubycje ¥y(Z) oraz II,(¥) tak, by
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oraz

(Z)(f) = (0f)(¢, T).

W kolejnym rozdziale zajmiemy sie dynamika i struktura przestrzeni rozwiazan analizujac
przestrzen warunkéw poczatkowych dla chwili £ = 0, co jak pokazalismy dotychczas, nie umniej-
sza ogo6lnodci rozumowania. Po bardziej pogladowym rozumowaniu dla ustalonej chwili czasu
opiszemy réwniez rozumowanie ogolne, niezalezne od tego wyboru.

2.4 Dynamika w przestrzeni V,,(M). Nawiasy Poissona.

Jak napisane w rozdziale (2.2) oraz (2.3) przestrzen rozwiazan ), (M) moze by¢ parametryzo-
wana przez podanie danych Cauchy’ego na powierzchni statego czasu ¥;, w pewnym ukladzie
wspoltrzednych (¢, Z). W ten sposob powstaje bijektywne utozsamienie 1, takie ze

to ¢ Ym(M) 3 f(z) — (f(to,f),atf(toaf)) € C5°(3,) ® C5° (Z4,)

Ze stwierdzenia (2.10) wynika, iz przestrzen rozwiazan Y,,(M) moze by¢ parametryzowana
przez podanie danych Cauchy’ego na powierzchni zerowego czasu X bez utraty pozadanych wta-
snogci inwariantnoéci wzgledem dzialania grupy SOg(1,3) x RY. W tym szczegélnym wyborze
bijektywne utozsamienie 1;, bedziemy oznacza¢ zwyczajnie jako 2. W dalszej czedci rozdziatu
bede oznaczal pare warunkow poczatkowych (f(0, ), 0:f(0, %)) jako (u,v), gdzie u,v € C§°(R3?).
Ponadto w przypadku czasoprzestrzeni Minkowskiego naturalnym jest, jak zostalo to uczynione,
utozsamianie powierzchni zerowego czasu ¥ z przestrzenig euklidesowa R?. Dzicki tej identyfika-
cji mozliwe jest proste i naturalne wprowadzenie dystrybucji potozenia i pedu, w sposéb zgodny
z definicja kanoniczng podang w rozdziale (2.3). Obiekty te jednak juz nie beda jawnie nie-
zmiennicze wzgledem SOg(1,3) x R*. Rozwazania w tym rozdziale prowadzimy miedzy innymi
w celu unaocznienia niezmienniczosci standardowej konstrukcji wzgledem przesunie¢ w czasie
oraz pchnieé¢ lorentzowskich.

Definicja 2.12 Dia dowolnego T € ¥ ~ R? okreslmy dystrybucje TI(Z) € D'(R3?) @ D'(R3) oraz
U(7) € D'(R?) @ D'(R3) dziatajace na przestrzeni funkeji C§°(R?) & C§O(R?), tak by

(&) (u, v) = u(T)

(%) (u, v) = v(Z).

Dystrybucje V(&) oraz II(F) nazywamy odpowiednio potoieniem i pedem w punkcie & € R3,

Dziatanie dystrybucji ¥ oraz II ogranicza sie odpowiednio do przestrzeni potozen albo pedéw.
Korzystne jest wprowadzenie oznaczen

oraz
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M(v) = /R T (#)d7

O parze (u,v) moéwimy, iz sa one funkcjami rozsmarowujacymi lub — krotko — ksztattami,
odpowiednio w przestrzeni pedéw albo potozen.

W tak przyjetych oznaczeniach Hamiltonian H omawianego tu pola skalarnego Kleina-Gor-
dona przyjmuje postaé

H= 2/2 [I(Z)? + U (2)(— & +m?) ¥ (F)] di .

Uwaga 2.13 Forma symplektyczna w cofnieta na 3 w przyjetych oznaczeniach wyraza sie wzo-
rem

(ug,v1)w(ug,ve) = /3(u11)2 — uguy )d¥ .
R

W przestrzeni fazowej okreslone sa réwniez nawiasy Poissona
{1 (D'(R*) @ D'(R%)) x (D'(R?) & D'(R?)) — D'(R®) & D'(R?).
Nawiasy Poissona to odwzorowanie dwuliniowe, dla ktérego zachodza :
(1) reguta Leibniza
{A(2), B(Z)C(Z)} = B(Z){A(7), C(D)} — {A(Z), B(Z)}C(Z)}, (2.5)

(2) tozsamos¢ Jacobiego

{A(2),{B(Z),C(@)}} + {B(7),{C(), A(Z)}} + {C(Z), {A(2)}, B(Z) }y}- (2.6)
Ponadto dla zmiennych kanonicznie sprzezonych mamy
{9(2), (2"} = 6(F — 7). (2.7)

Roéwnania ruchu okreslajace dynamike uktadu mozna teraz zapisa¢ w dwoch dualnych posta-
ciach dla funkcji (u,v) (1) lub dystrybucji (¥, II) (2):

(1)

Ou = v (2.8)
' o = —(— A +m?)u (2.9)
(2)
0,0 (Z) = (%) (2.10)
O(Z) = —(— A +m?) () (2.11)

Stwierdzenie 2.14 Réwnania ruchu mozna zapisaé réwnowaznie postugujgc sie nawiasem Po-
1ssona dla dystrybucyi w nastepujgcy sposcb:

80(7) = {U(7), H} (2.12)

OI1(Z) = {IL(Z), H} (2.13)
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Dowéd.
W celu udowodnienia réwnowaznosci (2.10) z (2.12) skorzystamy z definicji nawiasoéw Poissona
(2.7). Mamy

on(7) = {(7), H} = ;/Z{\y(f) JTE) + () (- A +m)D(a")}dE =

_ /Eﬂ(f){\lf(f),ﬂ(f’)}df' — 11(7)

Podobnie dla drugiej pary réwnan mamy
1 -
0,11(7) = {1I(7), H} = 5 / (@), &) + U(Z') (= & +m?)U(a")}dB" =
b

_ /E{H(f),\ll(f’)}(— A +m)TI(EVdE = —(A + m?) U ()

Piszac
{ (), H}(u,v)

oraz

{W(2), H}(u,v)

korzystajac przy tym z definicji dystrybucji ¥ i II otrzymujemy réwnania ruchu dualne do dys-
trybucyjnych.

Warto zauwazy¢, ze cala przedstawiona procedura jest kowariantna wzgledem dzialania grupy
0O(1,3) x R*, w zwigzku z czym nie tracimy zadnych wlasnosci teorii wzgledem grupy Poinca-
régo. Jawne pokazanie tego faktu wymaga jednak poswiecenia nieco wiekszej uwagi strukturze
przestrzeni rozwigzan. Poswiecony temu bedzie kolejny rozdzial, bezposrednio poprzedzajacy
procedure kwantowania.

2.5 Dodatkowa struktura w przestrzeni J\(M). Struktura Kihlera.

Standardowo piszac Yy, (M) rozumiemy, ze funkcje dori nalezace przyjmuja wartosci zespolone,
za$ symbolem y}%(/\/l) oznaczamy przestrzen rozwigzan zawierajaca wytacznie funkcje o rzeczy-
wistych wartosciach. W tym rozdziale bedziemy stosowaé notacje uproszczona, o ile nie bedzie
to budzi¢ watpliwosci.

Celem niniejszego rozdziatu jest doktadniejsze przeanalizowanie uzytecznosci utozsamienia 2 i
przyjrzeniu sie strukturze zbioru Y = (C$°(R?) ® C5°(R?))E. Przestrzen wektorowa Y traktujemy
jako rzeczywisty przestrzen symplektyczna z formg symplektyczng w dana wzorem

(u1,v1)w(ug,v2) = /3(u1v2 — uguy)d
R
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gdzie (u;,v;) € Y. W notacji macierzowej piszemy

. [ 01 ]
““la1r ol
traktujac w jako macierz blokowa oraz pamietajac o tym, ze ) jest suma prosta dwoch izomor-
ficznych podprzestrzeni. Elementy przestrzeni ) dalej bedziemy zapisywali jako

[ZLE)}’

gdzie indeks t oznacza chwile czasu w ewolucji wektora [ Z ] . Nie bedziemy pisa¢ indeksow, gdy

wybrana chwilg czasu bedzie ¢t = 0, o ile nie bedzie powodowa¢ to niejasnosci.
W przestrzeni symplektycznej (), w) mamy okreslona dynamike, dang za pomocg rownarn

Ou = (2.14)

oraz

o = —(— A +m?)u. (2.15)

W niniejszym rozdziale bedziemy stosowaé zapis
U 0 1 U U
oy =l amy ollv 1=l ]

b= [ —(—Ao—i-m2) (1)}

Wtedy z teorii réwnan liniowych pierwszego rzedu wiadomo, ze

[ z ]t :e(titO)b[ z ]to‘

Mozemy zatem b traktowac¢ jako generator translacji w czasie lub moéwiac fizycznie - ewolucje
uktadu. Zauwazmy, ze hamiltonian uktadu mozna wyrazi¢ za pomocy formy symplektycznej
i generatora translacji czasowych wzorem

co definiuje operator

. 2
Lt | IS B Rl |

Co w inny sposéb mozna zapisaé¢ jako

[u v]8["]= ;/R [0(@) + u(@) (= A +m2)u(@)] di .
Jako dodatnio okre§lona forma kwadratowa [ definiuje poprawny iloczyn skalarny, czyniac

z przestrzeni Y rzeczywista przestrzen z iloczynem skalarnym oraz forma symplektyczna. Warto

zauwazy¢, ze b jest elementem algebry symplektycznej i infinitezymalnie zachowuje forme w,

zachodzi bowiem

b#w + wbh = 0.
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Skoro b € sp()), prawda jest, ze e € Sp(Y), tzn. e jest elementem grupy zachowujacej forme
symplektyczng w — symplektomorfizmem, doktadniej
et et = w.

Dodatkowo zauwazmy, ze w iloczynie skalarnym £ operator b jest antysymetryczny. Oznaczmy
przez b* operator sprzezony do b w iloczynie skalarnym S, mamy wtedy

bl = (0% = ().
7 formuty polaryzacyjnej wiemy, iz zachodzi

b= [blj = (—b%)7;.

z wlasnosci antysymetrii operatora b wynika, iz j jest antyinwolucja, tzn. j2 = —1. Proste
obliczenia daja
L 0 (— A +m?2) 2 ]
1= —(=A +m2)% 0 '
Prosty rachunek pokazuje, ze
[b,7] =0 (2.16)

z czego w tatwy sposob wynika zalezno§é
e et = (2.17)

co oznacza, iz struktura zespolona j jest zachowywana przez ewolucje uktadu (translacje w cza-
sie) oraz w rezultacie przez dowolne transformacje z grupy Lorentza. Wprowadzone dotychczas
obiekty postuza do skonstruowania odwzorowania odwrotnego do bijekcji ¢, ktéra utozsamia roz-
wigzanie z jego warunkiem poczatkowym w pewnej chwili czasu.

— _ u
it =11 0 et ]to.

Rachunek pokazuje, ze

I

171 0 .

Zatem

v

Z;’lq ; LO) = [ cos((t = t0) (= A"‘mQ)%) (—A +m2)7% sin((t —to)(— A +m2)%) ][ Z ]to'

Mozna napisaé, iz

([ ],) =1

Odwzorowanie + wraz z przeksztalceniem odwrotnym zadaja jawne utozsamienie przestrzeni roz-
wigzan klasycznych Y, (M) z przestrzeniag warunkéw poczatkowych. Ponadto umozliwia ono
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transport obiektéow skonstruowanych w przestrzeni warunkéw poczatkowych do przestrzeni roz-
wigzan klasycznych Y, (M), np. zapisanie struktury zespolonej w Y, (M). Jawne wzory na struk-
ture zespolong w przestrzeni rozwiazan nie beda istotnie potrzebne w niniejszej pracy w zwiazku
z czym zostang pominiete. Aby w przestrzeni Y wprowadzié strukture Kéhlera nalezy zdefiniowaé
symetryczng forme dodatnio okreslona
[ (= A+m?)e 0

a=—wj = oy 1 ]

0 (— A +m®) 2

Teraz mozna zada¢ hermitowski iloczyn skalarny wektoréw yi,y2 € Y wzorem

(y1]y2) = yioyo + iy1wys.

Taka przestrzen traktowana jako zespolona przestrzen liniowa wzgledem j, jest w istocie prze-
strzenia Hilberta z iloczynem skalarnym (-]-). Tak wyposazona przestrzen za [6] nazywaé be-
dziemy przestrzenig Kéhlera. Jest to rzeczywista przestrzenn wektorowa wyposazona w forme
symplektyczng, strukture zespolong oraz dodatnio okreslona forme symetryczna, ktore jak opi-
sane wyzej, tworzy¢ maja hermitowski iloczyn skalarny. Nazwa ta stosowana jest w niniejszej
pracy celem potozenia nacisku na znaczenie poszczeg6lnych sktadnikéw konstruowanego iloczy-
nu skalarnego.

Kolejnym aspektem jest stworzenie zespolonej przestrzeni z dynamika oraz hermitowskim ilo-
czynem skalarnym - tzw. skompleksyfikowanej przestrzeni Kéhlera. Jak wczesniej wspomniano,
taka przestrzen w istocie jest przestrzenia Hilberta (jesli jest zupelna) i moze stuzy¢ do skonstru-
owania przestrzeni Focka, czy reprezentacji Focka algebry kanonicznych regut komutacyjnych.
Pojecia te beda rozwiniete w kolejnym rozdziale, znacznie doktadniejsze omdwienie tematu moz-
na znalez¢ w [6)].

2.6 Kompleksyfikacja przestrzeni V- (M).
Skompleksyfikowana struktura Ké&hlera.

Waznym krokiem jest zidentyfikowanie w naszej przestrzeni rozwiazan konceptow takich jak
przestrzen dodatnio-energetycznych rozwigzan, przestrzen pél rzeczywistych oraz zespolonych.
Zajmuja one wazne miejsce w interpretacji mechaniki kwantowej, daje sie je jednak wyrdznié juz
na poziomie rozwigzan klasycznych. Dla przypomnienia, w poprzednim rozdziale wyposazylismy
przestrzen symplektyczna ()/il,%(/\/l), w) w dodatkowa strukture, wykorzystujac do tego dynamike.
W efekcie wyposazylismy YX(M) w strukture Kihlera (lub Hilberta), na ktora sktadaja sie
struktura zespolona j, forma symplektyczna w, symetryczna forma dodatnio okreslona a = —wj
i hermitowski iloczyn skalarny (') = a + iw.

Kompleksyfikacja przestrzeni liniowych z rozmaita struktura jest szerzej opisana w [6], na
potrzeby tej pracy przytaczam skrécone, lecz pelne rozumowanie. Chcac pracowacé z funkcjami
(polami) o wartosciach zespolonych w pierwszej kolejnosci kompleksyfikujemy przestrzen Y (M)
w sposob standardowy. Niech Y, (M) = CYE (M), formy « oraz w rozszerzamy do form pottora-
liniowych, natomiast strukture zespolong j rozszerzamy przez C—liniowo$¢. W naturalny sposéb
pojawiaja sie dwa operatory rzutowe -

—ij

Pz 5
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oraz 1+ ..
ij
Py=—.

W iloczynie skalarnym « + iw sa one ortogonalne i w zwigzku z tym mamy rozktad

CYE(M) ~ Z & Z.

Podprzestrzenie Z i Z nazywamy odpowiednio holomorficzng i antyholomorficzng. Mozna powie-
dzie¢, iz w teoriach kwantowych rozrézniaja one miedzy kreatorami a anihilatorami. Przestrzen
rozwiazan rzeczywistych Vi (M) mozemy identyfikowaé z przestrzenia

Re(Z @ Z) = {(z,z) c Z@?}.

Wybor tej identyfikacji nie jest jednak kanoniczny i zalezy od przyjetych konwencji, ktére w ni-
niejszej pracy nie beda odgrywaé szczegdlnej roli.

Tak skompleksyfikowana przestrzen Kéhlera, jesli jest zupelna, staje sie przestrzenia Hilberta
i moze postuzy¢ do skonstruowania przestrzeni Focka I'(Y,,,(M)) lub $cislej mowiac - reprezentacji
Focka na algebrze CCR(Y).

2.7 Podsumowanie: Przestrzeni rozwiazan V(M) i sposoby jej opisu.

Zdefiniowane wczesniej przestrzenie, wyposazone w roznorodne struktury postuza do dokonania
procesu kwantyzacji. By dokonaé¢ podsumowania roli wprowadzonych obiektéw w zrozumieniu
teorii kwantowych zamieszczam diagram, przedstawiajacy ich wzajemna hierarchie oraz ukazu-
jacy pogladowo standardowo przeze mnie stosowang notacje.

feYE(M) S VEM) 2T

(u,v) € CF(R?) @ C°(R?) — D(R® @ R?) > (¥(F),I1(£))

Powyzej poziome strzatki pochodza od kanonicznych wtozeri przestrzeni funkcji prébnych
w odpowiednie przestrzenie dystrybucji, natomiast strzatki pionowe pochodza od zdefiniowane-
go wczesniej bijektywnego utozsamienia rozwigzania z jego warunkiem poczatkowym. Wszystkie
przestrzenie wyposazone sa w strukture Kéhlera, na ktéra sktada sie forma symplektyczna w,
forma symetryczna « i struktura zespolona j, tacznie dajace hermitowski iloczyn skalarny a+iw.
Korzystajac z bijekcji ¢+ dostajemy izomorficzne struktury we wszystkich przestrzeniach wyste-
pujacych w diagramie.

W przypadku dystrybucji oznacza¢ bedziemy ich dziatanie na funkcjach préobnych jako

Too(f) = /E U1 (7)f (b0, 7) + TLyo ()04 (f0, 7).

to

Podczas procedury kwantyzacji opisane powyzej dystrybucje staja sie dobrze znanymi w fizyce
teoretycznej operatorami pél kwantowych.
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2.8 Kwantowa algebra Weyla dla pola skalarnego Kleina—Gordona

Przypomnijmy, iz przestrzen rozwigzan réwnania Kleina-Gordona oznaczana poprzednio przez
Yim (M) posiada strukture zespolonej przestrzeni liniowej z forma symplektyczna w. W niniejszym
rozdziale interesowaé nas bedzie przestrzen rzeczywistych funkcji spetniajacych réwnanie Klei-
na-Gordona Y®(M), wyposazona w te sama forme symplektyczna oznaczang, tak samo jak
poprzednio, w.

Kolejnym krokiem w kierunku kwantyzacji teorii pola skalarnego bedzie zdefiniowanie pewnej
algebry kwantowych obserwabli, oznaczanej jako CCR(Y). Niektore elementy tej algebry beda
jednoznacznie zwigzane z odpowiednimi funkcjami ze zbioru VX (M). Mnozenie elementéw we-
wnatrz tej algebry ma w naturalny sposéb odzwierciedla¢ reguty komutacyjne w postaci Weyla.
Szersza wiedze na temat algebr tego rodzaju znalez¢ mozna w [1],|2], skad sa rowniez zaczerpniete
przytoczone dalej stwierdzenia i fakty na temat C*—algebr.

Ponizsze twierdzenie zawiera w sobie obszerny opis wtasnosci C*—algebry CCR(Y). Jego
dowdd wraz z dodatkowymi, obszernymi informacjami o tego typu C*—algebrach zawarty jest
w [1],[2]. Twierdzenie ponizsze umozliwia wykorzystanie metody GNS ! do konstrukeji reprezen-
tacji stanow na CCR()), co prowadzi do poprawnej i Scistej matematycznie definicji kwantowych
operatoréw pola.

Twierdzenie 2.15 Niech (Y, w) bedzie rzeczywistq przestrzenig wektorowq z forma symplektycz-
nqg w. Rozwazmy algebre generowang przez niezerowe elementy W (y) przypisane kazdemuy € Y,
tak by dla dowolnych y,y1,y2 € Y zachodzito

W(y)* =W(-y) (2.18)

oraz ,
Wy )W (y2) = e 2“2 W (y1 + y2). (2.19)

Zachodzg wowczas nastepujgce stwierdzenia:

(1) CCR(Y) istnieje i jest C*—algebrg wyznaczong z doktadnoscig do x— automorfizmdéw.
(2) CCR(Y) posiada jedynke i jest nig W(0), ponadto dla dowolnego y € Y mamy

W(y)'W(y) =1

oraz, gdy y # 0
W (y) — 1] = 2.
(3) CCR(Y) jest prosta.
(4) CCR(Y) jest nieosrodkowa, jesli Y # {0}.

(5) Jesli T € Sp(Y) (T jest symplektomorfizmem), wtedy istnieje jedyny x— automorfizm v taki,
ze

YW (y)) = W(Ty).
!GNS — od nazwisk Gelfand—Najmark—Segal.
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Powyzsze twierdzenie daje algebre wraz ze wszystkimi strukturami potrzebnymi do zdefinio-
wania kwantowej teorii pola. Umozliwia ono prosta, a jednoczesnie matematycznie $cista pro-
cedure definicji przestrzeni stanéw, obserwabli etc., korzystajac z dobrze poznanego formalizmu
C*—algebr.

2.9 Stany na CCR()). Reprezentacje algebry CCR(Y). Grupy unitarne.

Analiza teorii kwantowego pola skalarnego wymaga dodatkowego pojecia stanu na C*—algebrze
CCR(Y) oraz w nastepnej kolejnosci konstrukeji reprezentacji GNS dla danego stanu. Okreglenie
stanu na C*—algebrze nalezy rozumie¢ tu jako podanie ,prézniowych” wartosci oczekiwanych dla
obserwabli zawartych w CCR()).

Definicja 2.16 Funkcjonatem dodatnim na C*—algebrze A nazywamy C—liniowe odwzorowanie
w:A — C,
takie, ze dla dowolnych A € A, mamy
A#0=w(A"A) > 0.
Definicja 2.17 Stanem na C*—algebrze 2 nazywamy funkcjonat dodatni w spetniajacy
w(l) =1.

Uwaga 2.18 Na C*—algebrze CCR(Y) potrzeba i wystarcza okresli¢ stan w na elementach postaci
W (y) dbajac o jego zgodnosé z dziataniem, poniewaz z (2.19) wynika, iz mnozenie elementow tej
postaci nadal jest elementem typu W (y). Doktadniej, okreslmy dla kazdej bazy (y;)icz w Y zbidr

Gen |[(yi)iez] = {W(a i)t a €R 1€ I}.

Dowolne przypisanie

@ : Gen[(y;)icz] 2 W(y) — w(y)

wyznacza jednoznacznie funkcjonat w @ A — C. Innymi stowy, w celu okreslenia stanu
na C*—algebrze CCR(Y) potrzeba 1 wystarcza okresli¢ jego wartosé dla wektoréw nalezgcych do
wybranych kierunkow bazowych.

Pozostate wartosci stanu w dostajemy z liniowosci oraz w wyniku dziatania w C*—algebrze

CCR(Y).

Wiadomo z ogoélnej teorii C*—algebr, ze dla kazdego stanu w : 2 — C istnieje przestrzen
Hilberta H,,, reprezentacja I, : A — B(H,,) oraz wektor cykliczny V,, € H,,, takie ze

w(W(y)) = Vo ll(W (y))Va)-

Procedura ta jest dobrze znana w ogdlnej teorii C*—algebr pod nazwa konstrukcji GNS — [1],[2].
Znany rowniez jest fakt, iz kazda C*—algebra, zatem réowniez CCR()), jest izomorficzna
pewnej podalgebrze w B(H) dla odpowiedniej przestrzeni Hilberta H (twierdzenie o postaci
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C*—algebr nieprzemiennych, [1],[2]). Dyskretna reprezentacja II algebry CCR()) nie posiada jed-
nak wielu pozadanych wtasnosci, co uniemozliwia tatwe jej uzycie do konstruowania kwantowych
teorii. Jedng z takich wad jest brak silnej ciggltosci grupy unitarnej

Us(W(y)) := T(W (ty)),

co, jak dalej opiszemy, oznacza brak samosprzezonego generatora (operatora pola). Konieczne
jest wiec rozwazanie pewnej konkretnej klasy stanéw o dobrych wtasnosciach oraz reprezentacji
zwigzanych z tymi stanami, nie za$ zajmowanie sie ogdlnymi reprezentacjami, znanymi w teorii
C*—algebr.

Przedstawiane tu problemy sa do§¢ dobrze poznane dla C*—algebr i nie beda gléwnym te-
matem niniejszej pracy. W zwigzku z tym przytoczymy tu tylko niektore stwierdzenia i definicje
uznane za najistotniejsze w omawianym temacie.

W celu opisania ograniczen na stany oraz uzyskania pozadanych wtasnosci w reprezentacjach
konieczne jest omowienie kilku faktow i definicji z teorii operatoréw. Szczegoélnie interesujacym
pojeciem jest grupa unitarna, ktoéra bedzie odgrywaé¢ gléwna role w opisie dynamiki uktadu
kwantowego.

Definicja 2.19 I-parametrowq grupg unitarng U nazywamy odwzorowanie
U:R>5t— U; € B(H),

spetniajgce warunk:

(1) Uy =1,

(2) U Uy, = Uy, 11,

Z powyzszych tatwo wynika, zZe zachodzi

Ut =U =Uy,.

Uwaga 2.20 Bedziemy pomijacé przedrostek ,1-parametrowa”, gdyz tylko takie grupy unitarne
bedqg wystepowaé w niniejszej pracy.

Definicja 2.21 Grupe unitarng U nazywamy silnie ciggte jesli dla dowolnego wektora © € H
odwzorowanie

Rot— U(x)eH

jest ciggte w normie.

Silnie ciggte grupy unitarne zajmuja niebywale wazne miejsce w opisie uktadéw kwantowych.
Zachodzi ponizsze

Twierdzenie 2.22 (Stone) Dla dowolnej silnie cigglej grupy unitarnej i istnieje doktadnie jeden
gesto okreslony operator A istotnie samosprzezony taki, Ze
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W zwiazku z tym mozemy poprawnie zdefiniowa¢ e

element A. Bedziemy pisaé

jako grupe unitarng generowanga przez

U(t) = 4.
Pozwala to na okreslenie pewnego typu reprezentacji C*—algebry CCR(Y), dla ktorego bedzie
mozna okresli¢ generatory — operatory pola.

Definicja 2.23 Reprezentacje 11 : CCR(Y) — B(H) nazywamy regqularng jesli dla kazdego
y € Y grupa unitarna Y, okreslona odwzorowaniem

R >t +— TH(W(ty)) =: Uy € B(H)
jest silnie ciggta.

Uwaga 2.24 W przypadku regularnej reprezentacji kazda jednoparametrowa grupa unitarna wy-
znaczona przez element y € Y posiada generator © mozna jg jednoznacznie zapisaé jako

W) =y, [= (W (ty))]

gdzie @ jest odwzorowaniem przypisujgcym wektorowi y samosprzezony generator grupy unitarne)
Uy. @ Jest poprawnie okreslone, gdyz grupy unitarne wyznaczone przez rézne wektory y,y' € Y
sq rozne.

Analiza wszystkich stanow na CCR()) jest zajeciem trudnym, wymagajacym uzycia wie-
lu narzedzi analizy funkcjonalnej. Wprowadziwszy pojecie reprezentacji regularnej mozna dalej
ograniczy¢ przestrzen rozpatrywanych stanéw. Postuzy ku temu

Definicja 2.25 Stan w nazywamy regularnym, wtedy i tylko wtedy, gdy jego reprezentacja GNS
(Hu, Iy, V) jest regularna.

Nadal badanie wszystkich stanéw regularnych na CCR(Y) wydaje sie przerasta¢ mozliwosci
i potrzeby tej pracy. W zwiazku z tym wprowadzimy pojecie stanéw quasi-swobodnych?, ktore,
jak zobaczymy, beda posiadaly wszystkie pozadane wtasnosci fizyczne. Warto nadmieni¢, iz stan
Focka, stany termiczne itp. naleza do tejze klasy.

Definicja 2.26 Reprezentacja GNS stanu w
I, : CCR(Y) > W(y) — (W (y)) = U(y) € B(Hw)

nosi nazwe quasi-swobodnej, witedy 1 tylko wtedy, gdy w H, istnieje cykliczny wektor quasi-
swobodny V.
Wektorem quasi-swobodnym nazywamy wektor ¥ € H,,, dla kitdrego zachodzi

1

([ U(y)¥) = exp (—4yny> ;

gdzie i jest pewnq dodatnio okreslong forma kwadratowq na Y.
Stan w na CCR(Y) nazywamy quasi-swobodnym jesli

w(W(y)) = exp <—iyny> :

*Podejécie do omawianego tematu jest w zgodzie z [3]. Zawarte sa tam rowniez dodatkowe informacje na
temat stanoéw quasi-swobodnych oraz ich reprezentacji GNS.
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Whprost z definicji (2.26) wynika nastepujace proste
Stwierdzenie 2.27 Reprezentacja quasi—swobodna jest regularna.

Mozemy zatem w poprawny sposob zdefiniowaé operatory pola ®(y) jako generatory grup
Uy (y). Dalej zamiast U;(y) bedziemy pisac e'®®).

Dobrze znane dla przestrzeni Focka twierdzenie Wicka zachodzi réowniez dla stanéow quasi-
swobodnych. W zwigzku z tym kazda 2m—punktowa funkcja korelacji policzona dla wektora
quasi-swobodnego ¥, wyraza sie poprzez funkcje dwupunktowe, a kazda taka 2m 4 1—punktowa

funkcja korelacji jest tozsamosciowa réwna zeru. Ponadto zachodzi wzoér

1
(U 2(y1)8(y2) V) = y1(n + w)ye.
Dzieki okresleniu formy kwadratowej 1, na ) mozna wprowadzi¢ dodatkowa strukture normy,
tak by dla dowolnego y € Y byto

1
lyll = | yny |2.

Wtedy prawdziwa jest nieréwnogé

| 1wy [< 2l lllly2]l-

Nier6wno$¢ ta oraz inne ograniczenia na wykorzystywane do konstrukcji stanéw formy odgrywaja
role w opisie reprezentacji oraz w klasyfikacji stanéw na danej algebrze. Niewielka czes$¢ z nich
zostanie uzyta i opisana w tej pracy. Teraz zajmiemy sie opisem wszystkich quasi-swobodnych
reprezentacji dla pola skalarnego.

2.10 Reprezentacje quasi—swobodne dla pola skalarnego Kleina—Gordona

Przypomnijmy, ze na przestrzeni rozwigzan Y,,(M) okreslonej w rozdziale (2.1) dziata grupa
® = O(1,3) x R*. Naturalnym jest zadanie, by stan quasi—swobodny posiadal wtasnosé¢ nie-
zmienniczosci ze wzgledu na dziatanie grupy &. Ponadto stan ten powinien by¢ niezmienniczy ze
wzgledu na dynamike. Pokazemy, iz takich standéw jest niewiele, bowiem zadania niezmienniczosci
wzgledem na dziatania grupy Poincarégo oraz niezmienniczosci wzgledem dynamiki wprowadzaja
silne ograniczenia na posta¢ stanéw.

Twierdzenie 2.28 Waszystkie stany quasi-swobodne dla skalarnego pola Kleina-Gordona nie-
zmiennicze ze wzgledu na O(1,3) x R* oraz dynamike scharakteryzowane sq przez liczbe rzeczy-
wistq po € [1,+o00].

Dowod.
Ogolny stan quasi-swobodny wyraza sie poprzez forme kwadratowa o jako
WJ(W(f)) =
_ 1 — — — — Ull(x’y) 0'12(.%, y) f(OVIi:)
exp (5 /R d””/Rs a7 F0.9) 509 1] Wasom )

U?l(xa y) 022 ($, y)
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Piszac o(z,y) mamy na mysli dystrybucyjne jadro catkowe formy o. Wykorzystamy teraz po-
stulat niezmienniczosci ze wzgledu na grupe Poincarégo zaczynajac od translacyjnej niezmien-
niczogci. Dziatajac elementem (1,a) € O(1,3) x R* na funkcje podcatkowe (dokonujac zamiany
zmiennych) od razu otrzymujemy, iz dla kazdego elementu macierzowego musi by¢ spelnione

O'ab((l? +a,y+ a) = Uab(xay)a

gdzie a,b = 1,2. Stad wynika, iz o4 (z, y) sa w istocie dystrybucjami jednej zmiennej, i oznaczaé
je bedziemy przez ou(z — y). Ograniczyliémy zatem rozwazane stany do postaci

wr(W(f)) = )
exp(—;/RSdf /Re,dﬁ[f(O,ﬁ) af(0,7) 1] T ) ””(I_y)”a{}(()é%”'

oo1(x —y) on(r—y)

Postaé splotu sugeruje uzycie transformaty Fouriera jako narzedzia utatwiajacego dalsza analize.
Po transformacji mamy bowiem

WU(W(f)) =

exv (=5 [ sl A0 A [ T T

Stosujac do powyzszego postulat niezmienniczosci wzgledem dynamiki oraz niezmienniczo$ci
wzgledem transformacji Lorentza, otrzymujemy, ze

&(k) = po a(k),

gdzie
7 £+ m?)z 0
a(k) = [ ( ) 79 2 _1 ]
0 (k% +m*)~z2
a pg € R. Liczba py musi by¢ dodatnia. Z teorii stanéw quasi-swobodnych wiadomo, ze musi by¢
rowniez pg > 1, a ponadto dla py = 1 reprezentacja GNS skonstruowanego stanu jest (jedyna)
reprezentacja Focka. [

Dalsza konstrukcja obejmuje standardowa procedure konstruowania reprezentacji GNS wraz
z komponentami wchodzacymi w jej sktad i nalezy do kanondéw, w zwiazku z czym nie bedzie
dalej opisywana. Doda¢ mozna, iz stany dla pg > 1 sa stanami termicznymi, a ich reprezentacje
sa dobrze poznane. Naleza one do klasy reprezentacji Arakiego-Woodsa i sa szeroko opisane w [3].

2.11 Podsumowanie: pole skalarne. Od teorii klasycznej do kwantowej.

Idea zaprezentowana w pierwszej czesci tej pracy, cho¢ dotyczy pola skalarnego, moze by¢ stoso-
wana z powodzeniem do teorii bardziej skomplikowanych. W kolejuej czesci pracy przedstawimy
jej zastosowanie do kwantyzacji pola wektorowego, gdzie jak zobaczymy, zostanie ona zastoso-
wana bez wiekszych modyfikacji.
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3 Pole wektorowe w przestrzeni Minkowskiego

W poprzedniej czesci zostalo opisane algebraiczne podejscie do kwantowania pola skalarnego.
Wprowadzone symbole i pojecia beda teraz kluczowe w zwiezlym i prostym opisie kwantyzacji
pola wektorowego masywnego. Ciekawym tematem jest opis pola bezmasowego, temat ten jednak
nie zostanie omdéwiony w tej pracy. W pierwszej czesci rozpatrzymy przypadek pola masywnego,
omawiajac rozne teorie wyjsciowe i nie narzucajac na pola zadnych dodatkowych warunkéw przed
kwantyzacja.

3.1 Pole wektorowe. Lagranzjan i sformulowanie klasyczne.

W celu systematycznego opisania r6znic i podobienistw miedzy stosowanymi w fizyce teoretycznej
opisami p6l wektorowych oraz zrozumieniu procedury kwantyzacji takiego pola, przedstawimy
po krotce przeglad lagranzowskiego podejscia do omawianego tematu. Stosowane tu oznaczenia
sa typowe dla podrecznikow fizyki kwantowej i z tego powodu nie sg Scisle definiowane. Braki te
zostang uzupelnione w kolejnych rozdziatach przy systematycznej definicji rozmaitych obiektow
zwiazanych z teoria wektorowa.

WprowadZzmy dwuparametrows rodzing lagranzjanoéw L, ). Teorie, ktére rozpatrujemy, opi-
suje gestos¢ lagranzjanu

1 1 1
Lo = —5(0,4,)(9"A") - §m2AHA“ + S A0, 4,)(9”A).
Dla A = 1 otrzymujemy lagranzjan znany w literaturze pod nazwg lagranzjanu Proca i piszemy
_ 1 uy 1 2A AP
Em,)\zl = _Z}—HVF — Em n .

W przypadku, gdy spelnione jest jednoczesnie A = 1 oraz m = 0 mamy przypadek lagranzjanu
dla elektrodynamiki bez Zrodet,

1
Em:O,A:l = _Z ;w]:'wj-

Roéwnania Eulera-Lagrange’a dla ogélnego lagranzjanu L, » przyjmuja postac
(O —m?)d#, — A*0,]AY = 0. (3.20)
Z rownania (3.20) poprzez rézniczkowanie obu stron, wynika w prosty sposob, ze
[(O—m?) — \O)9, A =0,

co po uporzadkowaniu daje
[(1 =20 —=m?9,A” = 0. (3.21)

W przypadku gdy A = 1, a m > 0 rownanie (3.21) przyjmuje posta¢ tzw. warunku Lorentza.
Mamy
0,A” = 0.
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Oznacza to ze lagranzjan L£y—1 ,,>0 narzuca warunek d,A” = 0 na pola wektorowe w tej teorii.
Interesujacy jest przypadek, gdy m > 0 oraz A € [0, 1], wtedy mozemy napisac dla 0, A* rownanie

2

(D—f%ﬂ&ﬂ?:&

Sugeruje to, ze skalarne pole J,A* spelnia réwnanie Kleina-Gordona ze zmodyfikowang masa

my. Mamy
m

1—X
Umozliwia to stwierdzenie, iz masa komponenty skalarnej masywnego pola wektorowego dazy
do nieskonczonosci, gdy parametr A dazy do jedno$ci. Niejako wymusza to na polu A* warunek
Lorentza, co réwniez wynikalo z réownan ruchu dla lagranzjanu Proca. W rozwazaniach pola
wektorowego z masa w niniejszej pracy najbardziej interesujacy bedzie przypadek A = 0, gdyz,
jak poézniej pokazemy, warunek Lorentza mozna w spos6éb kowariantny narzuci¢ w dowolnym
momencie kwantyzacji (poprzez wprowadzenie pewnych operatorow rzutowych), np. podczas
konstrukeji stanéw kwantowych na algebrze obserwabli.

Nieco inny jest przypadek masy zerowej, w przypadku, gdy parametr A € [0,1[. W tym
przypadku mamy po prostu

my =

0 8,A" = 0.

Oznacza to, ze podtuzna sktadowa pola wektorowego jest bezmasowym polem skalarnym Kleina-
Gordona. W przypadku teorii elektrodynamiki dla £y=1 ,,—¢ réwnanie (3.21) staje si¢ trywialne
i nie daje zadnej dodatkowej informacji na temat wystepujacych pél w teorii. Ré6wnania ruchu
w tym przypadku przyjmuja postaé

O A* = 0.

Zatrzymajmy sie jeszcze chwile by przedyskutowaé jak wyrazaja sie pedy kanoniczne dla
ogolnego lagranzjanu Ly, . Elementarny rachunek daje, ze

PYN
IF = =M — g0 Ak 4 \G*A® = 9y AF + Ay 9, A°.
5(B0A,,) ’ 7

W przypadku gdy A = 0 powyzsze wyrazenie trywializuje sie do
" = gy A*.

Ciekawe jest jednak zachowanie tego pola, gdy parametr A polozymy réowny jeden. Wtedy do-
stajemy dwa rozne wyrazenia,
° = o,

oraz

I = 9o A + 0;A°.

Prowadzi to do rozwazania ukltadu z wiezami. W tej pracy zajmiemy sie gtéwnie sytuacja, gdy
A=01m > 0. Przypadek A = 0 jest niejako szerszy i pozostawia wiecej swobody. Prawda jest
rowniez, ze dla A = 0 pola A* nie sg polami cechowania jak ma to miejsce w przypadku A = 1.
Fakt bycia polami cechowania powoduje, iz poczatkowo uklad nie jest dynamiczny, wtasnie ze
wzgledu na swobode

AF s AP 4+ 0P .
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Aby przeprowadzi¢ kwantyzacje, nalezy najpierw przej$¢ do klas réwnowaznosci wzgledem tego
dzialania. Dopiero wtedy otrzymana przestrzen ilorazowa, potraktowana jako uktad dynamiczny
(bez swobody cechowania) podlega¢ moze kwantyzacji. Z powodu ograniczeri szersze omowienie
tego tematu nie znajdzie sie¢ w niniejszej pracy.

Przytoczymy jeszcze hamiltonian klasyczny dla przypadku z A = 0. Jest to po prostu hamil-
tonian czterech poél skalarnych z odpowiednio dobranymi znakami (zgodnie z wybrana postacia
metryki). Mamy

H= ;/ i (I ()1, (2) + A4(7) (— & +m*) A, (7))
R3
Dodatnia okreslono$é¢ tego wyrazenia, postrzeganego jako hamiltonian kwantowy, bedzie jednym
z tematow dyskusji w niniejszych rozdziatach.

Zastosowany w tej pracy formalizm traktowal bedzie uzywane w fizyce pola A#, czy II* jako
dystrybucje, a po kwantyzacji - jako ,dystrybucje o wartosciach operatorowych”.

Opisanie r6znych wyboréw cechowania, przeanalizowanie granicy zerowej masy i kowariantna
definicja stanu Focka w kwantowej elektrodynamice sa z pewnoscig bardzo ciekawymi temata-
mi badawczymi, niestety nie wszystkie z nich znajda swoje miejsce w tej pracy. W kolejnym
podrozdziale na chwile zatrzymamy sie przy polu masywnym, by doktadniej oméwié¢ wlasnosci
kwantowej algebry Weyla dla pola wektorowego z masa. Jest to zapewne punkt wyjscia do prze-
prowadzenia granicy bezmasowej, co jak wczesniej wspomnieliémy moze by¢ ciekawym tematem
do analizy.

3.2 Klasyczne pole wektorowe z m > 0 przy A = 0.
Przestrzen rozwiazan V,,(M) oraz dzialanie grupy SO(1,3) x R*.

Podobnie jak w przypadku pola skalarnego bedziemy rozwazali przestrzen rozwiazan réwnania
Kleina-Gordona z zastrzezeniem, by parametr m byt dodatni. Przestrzeri rozwigzari dla pola
wektorowego oznaczamy Vp,(M). Nietrudno spostrzec, ze

Vin(M) = C' @ Yn(M).
Podobnie przestrzen rzeczywistych pol wektorowych, mozna zdefiniowaé jako
VE(M) = R* @ YR (M).
Bedziemy mowili, ze f* jest rozwigzaniem i nalezy do V(M) wtedy, i tylko wtedy, gdy
(O—m?)f* = 0.

Istotng réznica miedzy V(M) a V(M) jest dziatanie grupy O(1,3) x R?* przez swoja repre-
zentacje definiujaca. Odroznia ono pole wektorowe od kolekcji czterech pdl skalarnych. Jego rola
w kwantyzacji pola masywnego ujawni sie jednak dopiero podczas konstruowania stanéw fizycz-
nych (niezmienniczych wzgledem dzialania) na algebrze CCR(V). Wezesniejsze ,etapy” kwan-
tyzacji beda analogiczne do przypadku pola skalarnego — uwzgledni¢ nalezy jedynie tensorowsa
strukture kwantowanej przestrzeni rozwigzan klasycznych.
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Grupa O(1,3) x R* dziala przez reprezentacje definiujaca w przestrzeni M. Dla przypomnie-
nia, dzialanie to wyraza si¢ wzorem

(Aya)r = Az + a, (3.22)

gdzie
(A,a) € O(1,3) x RY.,

Jak poprzednio z powodu wybranej orientacji, ogranicza¢ bedziemy sie do wtasciwej i ortochro-
nicznej grupy Lorentza SOg(1,3). Na V(M) grupa O(1,3) x R* dziala przez reprezentacje
definiujaca tak, ze

(R 1) (@) = A%, [ (A7 (@ — a)).

Rownanie Kleina-Gordona jest niezmiennicze wzgledem powyzszego dzialania, co oznacza, ze

dla dowolnych f* € V,,(M) oraz (A, a) € & zachodzi
R, I € Vin(M).

Jak pozniej opiszemy, dziatanie tej reprezentacji dla pola wektorowego bezmasowego jest
kluczowym punktem istotnie réznigcym go od przypadku masywnego.

W przypadku gdy m > 0 mamy dos¢ prosta sytuacje — reprezentacja definiujaca grupy
SOy(1,3) x R* rozklada sie na dwie sktadowe nieprzywiedlne, z ktoérych jedna — skalarna —
ma jeden stopierr swobody, druga — wektorowa — trzy stopnie swobody. Wobec tego przestrzen
V(M) przedstawia sie jako suma prosta przestrzeni niezmienniczych dla obu sktadowych nie-
przywiedlnych. Mamy

Vin(M) = Vi (M) ¢ ® Vi (M)

Rozktad ten oraz analiza obu sktadowych w powyzszym rozkladzie dadza interesujace wyniki
dotyczace procedury kwantyzacji.

3.3 Przestrzen dualna do przestrzeni rozwiazan. Formalizm kanoniczny
oraz przestrzen warunkéw poczatkowych.

Niezbedne jest wprowadzenie $cistej notacji, jednocze$nie zgodnej z konwencjami przyjetymi
w fizyce teoretycznej. W definicji przestrzeni rozwigzan dla pola wektorowego odwotujemy sie do
przypadku pola skalarnego. W rozdziale (2.3) przestrzen rozwigzan dla pola skalarnego zostata
zdefiniowana jako przestrzen liniowa z topologia. Ponadto podane w (2.4) bijektywne utozsamie-
nie przestrzeni rozwigzan z przestrzenia warunkéw poczatkowych jest uzyte do skonstruowania
takiego utozsamienia dla teorii wektorowej. Latwosé stosowania wprowadzonych dla teorii ska-
larnej obiektéw bierze sie z wygodnego wyboru rownan ruchu, ie. wyboru A = 0 w lagranzjanie.
Dzieki temu przestrzen rozwiazan dla pola wektorowego oraz wszelkie obiekty w niej skonstru-
owane beda mialy tensorowa strukture.

Ponizszy diagram przedstawia typowe oznaczenia dla elementéw, przestrzenie do ktoérych one
naleza oraz powigzania miedzy nimi.
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e VEM) R @ YE(M) VEM) @R ~ VE(M) 5 1*

1R4 X1 1R4 X1

(u*, ") € R1 @ (C°(R?) ® C°(R?)) — R ®@ D(R3 @ R3) 5 (A*(@), ITIM(&))

Powyzszy graf jest analogiczny do diagramu podanego w (2.7) dla pola skalarnego. Podobne
jest rowniez znaczenie zamieszczonych w nim obiektéow. Warto przypomniec¢, iz to wtasnie dys-
trybucje staja sie po kwantyzacji operatorami pola, za$ funkcje rozsmarowujace (rozwigzania)
pozostaja wielko$ciami przemiennymi. Bedziemy pisaé¢, w sensie notacji, ze

Af(u) = [ AH(Z)u,(Z),
R3
oraz

T4 () = /R ()0, (7).

Tyczy sie to przestrzeni warunkéw poczatkowych, w przypadku elementow przestrzeni V& (M)
bedziemy pisa¢, w ukladzie wspolrzednych (¢, Z) dla chwili czasu ¢, ze

Y5, (f) = g Aj (Z) fu(to, ) + 1L} (Z) O fu(to, T).
to
Jak uzasadniono w pierwszym rozdziale, dotyczacym pola skalarnego, cata procedura identyfikacji
z warunkiem poczatkowym jest odpowiednio niezmiennicza lorentzowsko.
Jak poprzednio wspomniano, po utworzeniu algebry CCR (V) (rozsmarowane) operatory pola
spelniaja reguty komutacyjne zadane relacja

[A*(u), 11" (v)] = (u, 0)w(0.v) = / U Vg (3.23)
R3
Uzasadnimy, iz standardowa forma regut komutacyjnych, tzn. relacja
[AF(z), T (2")] = n""§(x — o), (3.24)

jest w zgodzie z podang wyzej wersja rozsmarowana. Z definicji (notacji) poél rozsmarowanych,
mamy, ze

(A" (w), TT¥ (v / / dEdE (A& — T (&) A (2) ), ()0 (@),

co po zastosowaniu regul komutacyjnych w formie dystrybucyjnej daje dokladnie wyrazenie
(3.23). W dalszej czesci oba zwiazki komutacyjne beda traktowane w jednakowy sposob i uzywane
wymiennie.

Warto spostrzec, iz reguly komutacyjne w postaci (3.24) prowadza przy niektérych kon-
strukcjach, np. Gupta-Bleuler, do indefinitnych metryk w przestrzeni stanéw i tym podobnych
probleméw. Prezentowany w tej pracy jest poglad odmienny - poprawny wyboér struktury kwan-
towanej przestrzeni i dobry dobor (Scisle dodatnio okreslonego) stanu, umozliwi kwantyzacje
pelnego pola wektorowego (spin 1 + spin 0) z dodatnio okreslona metryka, i co za tym idzie,
poprawnie zdefiniowang przestrzenia standw.
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3.4 Komponenta skalarna i wektorowa w teorii masywnej

W niniejszej sekcji opiszemy w pelny sposéb rzuty na wspomniane pod koniec poprzedniego
rozdzialu podprzestrzenie sktadowych skalarnej i wektorowej. Rozktad

Vm(M) = Vm(M)S @ Vm(M)V

jest kluczowy przy zrozumieniu struktury przestrzeni rozwigzan. W przypadku masywnym, jak
wspomnieliémy w rozdziale (3.1) dazenie parametru A do jednosci, powoduje ,wtaczenie” wa-
runku Lorentza d,f* = 0 dla rozwigzan poprzez wzrost masy komponenty transwersalnej do
nieskonczonosci. Lagranzjan dla A = 1 oraz m > 0 ma forme lagranzjanu Proca.

Teoria klasyczna rozumie pole wektorowe jako funkcje f* € V(M) spehiajaca warunek
Ouf* = 0. Warunek tenze jest wyrazeniem liniowym, w zwigzku z czym wyznacza w Vp (M)
podprzestrzeni wektorowa (domknieta). W przypadku masywnym latwo jest skonstruowac jawnie
niezmiennicze lorentzowsko rzuty na podprzestrzen pél wektorowych.

Definicja 3.1 Okreslmy

1
&:a?
m
oraz 919
Py =1-Ps =", — —".
m

Uwaga 3.2 Podobnie jok w definicji rzutéw, pomijaé bedziemy indeksy lorentzowskie, chyba Ze
powodowatoby to bledy w notacyi.

Stwierdzenie 3.3 Prawdg jest, ze
(1) Operatory Ps oraz Py sq rzutami,

(2) Ps i Py sq jawnie wspotzmiennicze wzgledem dziatania grupy SOp(1,3) x R*.

Dowaéd.
Jasne jest, ze m jest liczba, a 0, transformuje si¢ jak wektor. Nalezy jeszcze sprawdzi¢, ze
zdefiniowane powyzej operatory sa idempotentami.

Mamy
0" 0, 0“0, o*o o*g, O U
2 « v v 14 _
(Ps)” = mh T r T e 712_7"12'15’

jednak na przestrzeni rozwigzan V,,(M) mamy O = m?, zatem
(Ps)® = Ps.

z ogoblnej algebry mamy, ze jesli Pg jest idempotentem to 1 — Pg = Py tez jest idempotentem. [J

Uwaga 3.4 Czesto bardziej poglgdowy dla fizyka jest obraz po transformacie Fouriera, wtedy
zdefiniowane powyzej operatory rzutowe przyjmag postac

. Kk
Pg = ——F
m
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oraz e
Py=1-Ps=6", + "
m

,Daszki” nad operatorami bedziemy czesto pomijaé, gdy nie bedzie budzic to wagtpliwosci. Trans-
formatqg Fouriera zajmiemy sie szczegotowo dopiero w dalszej czeSci pracy oraz wtedy, gdy bedzie
ona utatwientem przy opisie omawianych zagadnieni.

W dalszej czesci okaze sie, ze rzuty te sg ortogonalne w pewnym skonstruowanym dalej iloczy-
nie skalarnym oraz ,dzielg” przestrzen rozwigzan wraz z cala jej struktura na dwie przestrzenie

symplektyczne. Rzuty te odegraja kluczowa role w konstruowaniu dodatnich stanéw na algebrze
CCR(V).

3.5 Struktura symplektyczna przestrzeni V,,(M). Struktura Kihlera.

Tak samo jak w przypadku pola skalarnego (2.2), w przestrzeni Minkowskiego wyrézniamy forme
objetosci E oraz wprowadzamy operator x dziatajacy na formy rézniczkowe.

W przypadku pola wektorowego forme symplektyczng definiujemy bardzo podobnie jak po-
przednio, bowiem

Definicja 3.5 Dwuliniowe odwzorowanie
. R R
w:V, (M) xV, (M) —C
takie, ze dla f*,g" € V(M)
gof = [ (g nxd, 1 nsdg)) = [ apy
Et Et

nazywamy forma symplektyczng na przestrzeni pol wektorowych. 3 jest dowolng powierzchnig
statego czasu w dowolnym uktadzie wspotrzednych.

Zachodzi ponizsze tatwe stwierdzenie, podobne do (2.10) dla pola skalarnego:

Stwierdzenie 3.6 Prawdg jest, ze
(1) Wartosé formy w nie zalezy od wyboru powierzchni statego czasu i,

(2) Forma w jest niezmiennicza pod dziataniem grupy SOg(1,3) x R,

Dowdd powyzszego jest nieznacznie zmienionym dowodem stwierdzenia (2.10), wiec zostanie
pominiety.

W identyczny sposob wprowadzamy w V,, (M) strukture zespolong j oraz symetryczng for-
me « (rzeczywisty iloczyn skalarny). Wyrazenia sg identyczne jak w przypadku pola skalarnego
z uwzglednieniem tensorowej struktury przestrzeni V,,(M), np.

jvec = jsc 029 1(C4-

Kompleksyfikacja przebiega w identyczny sposob, a interpretacja fizyczna podziatu na przestrze-
nie Z oraz Z nie ulega zmianie.
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Jak wspomnieliémy w poprzednim rozdziale, wprowadzone operatory Pg oraz Py rozkladaja
przestrzeni Vp, (M) na sume prosta dwoch przestrzeni symplektycznych. Aby uscisli¢ ten fakt
nalezy zauwazy¢, iz zachodzi

(Py)#wPs =0

oraz
(Ps)*wPy = 0.

Tozsamogci te sprawdza sie w tatwy sposodb bezposrednim rachunkiem. Potézmy
wg = (PS)#WPS

oraz
wy = (Py)*wPy,

wtedy
W = wsg @ wy,

ponadto mozemy napisaé, ze
(Vm(M),UJ) = (Vm(M)SawS) @ (Vm(M)VawV)-

Powyzsza tozsamosé moéwi, ze forma symplektyczna w jest blokowo diagonalna wzgledem
wprowadzonych rzutéow. Inaczej — w formalizmie kanonicznym — mozna powiedzieé, ze polozenie
nalezy do wybranej podprzestrzeni, wtedy i tylko wtedy, gdy sprzezony ped kanoniczny réwniez
do niej nalezy.

Jednak naiwne powtdrzenie procedury dokonanej dla pola skalarnego, doprowadzi do wypo-
sazenia przestrzeni warunkoéw poczatkowych dla pola wektorowego w forme 7, ® (asc + iwse),
ktora nie jest dodatnio okredlona, w zwiazku z czym nie da poprawnego iloczynu skalarnego, ani
nie moze by¢ podstawa konstruowania poprawnie okreslonych stanow.

Rozwigzaniem tej sytuacji jest dokonanie ,zmiany znaku” przy sktadowej transwersalnej pola
wektorowego, ale w sposob kowariantny. Mozliwe jest to bez dokonywania modyfikacji regut ko-
mutacyjnych, jedynie poprzez zmiane struktury zespolonej. Zmiana ta nie moze jednak zmienia¢
wtlasnosci j2,. = —1. Przypomnijmy prosty fakt z algebry.

Stwierdzenie 3.7 Jesli P # 0,1 jest idempotentem, a,b € Ry, to a — bP jest inwolucjg, wtedy
1 tylko wtedy, gdy a=1 1 b=0 lub gdy a=1 1 b=-2.

Dowaéd.

Oczywiscie (a + bP)? = a? + (—2ab + b*)P. Musi by¢ a? = 1 oraz (—2ab + b* = 0), co od razu
implikuje teze stwierdzenia. [

Istnieje zatem tylko jeden sposob zmodyfikowania struktury zespolonej w Vi (M). W naszej
teorii dostepne sa tylko dwa kanonicznie okreslone rzuty - rzut na komponente skalarng i rzut na
komponente wektorowa. Wybor nie jest istotny, gdyz w tym przypadku otrzymamy izomorficzne
struktury - ,zmiana znaku”, moze mie¢ miejsce zaréwno przy komponencie wektorowej, jak i przy
skalarnej, i nie gra to istotnej roli.

Stwierdzenie 3.8 Potdzmy

) o*0 ) )
J = (5HV - 2m7211) ® Jsc = (1R4 - 2Psc) ® Jsc-

Prawdg jest, ze:
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(1) j jest poprawng strukturq zespolong w Vi (M),
(2) (VE(M),w,j,a) tworzy przestrzeri Kihlera z dodatnio okreslonym iloczynem skalarnym

gdzie @ = —wyj jest dodatnio okreslong forma symetryczng.

Dowad.

By j bylo poprawna struktura zespolong wystarczy, by bylo 52 = —1. Zdefiniowana struktura
zespolona j jest iloczynem tensorowym inwolucji i antyinwolucji, w zwiazku z czym jest antyin-
wolucja. Do dowodu drugiego punktu postuzy nastepujacy

Lemat 3.9 Niech a,b € R. Forma

0,0,
2

= anu, —b
Y anpuy m

jest Scisle dodatnio okreslona dla 0 < a < b.

Dowod.

Do dowodu lematu wykorzystamy transformate Fouriera. Wtedy,
kuk,

m2

¥=anu +b
Przypomnijmy, ze
n = diag(—1,1,1,1),
w zwiazku z czym teza wynika w oczywisty sposob po przejsciu do uktadu spoczynkowego dla
wybranego pedu. UJ
Teraz w VX (M) mamy

. ora, } 0,0,
a=-wj= (Nu(d", —2 m2 ) ® (wsedse) = (M — 2 ;;LQ ) ® ase-

z powyzszego lematu i z postaci struktury Kéhlera dla pola skalarnego wynika teza stwierdzenia.
O

Uwaga 3.10 Jak poprzednio wspomniano jest to jedyny wybor dodatnio okreslonej, niezmien-
niczej formy o, przy ktérym j = o ‘w jest antyinwolucjg. Stad wynika, Ze kompleksyfikacja
CV}%(M) jest przestrzeniq Hilberta, a jak doktadniej opiszemy, stan quasi-swobodny zwigzany
z a jest jedynym stanem Focka na CCR(V).

Konkludujac catog¢ dotychczasowych rozwazan, przestrzen CVE (M) jest wyposazona w pol-
toraliniowy iloczyn skalarny dany wzorem, zapisany w uproszczonej notacji macierzowej jako

P 0.0, . 150, %)
(hlfe) = [ U708 0702 (=20 s + inw e ) | 5oy |+ 329

gdzie dla przypomnienia,

— 2)3
o= Agm " (—Afm%—é }
natomiast 01
Wse [ -1 0 ]
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Uwaga 3.11 Powyzszy wzor jest zapisany w wybranym uktadzie wspotrzednych w chwili t = 0.
Oczywiscie mozna, korzystajgc ze wzorow podanych dla pola skalarnego, przeewoluowaé wyrazenie
do dowolnej chwili czasu. Kwestia niezmienniczosci wzgledem dynamiki i grupy SOgp(1,3) x R4
jest przedyskutowana w pierwszym rozdziale poSwicconym polu skalarnemu, tensorowa struktura
czyni dyskusje w przypadku pola wektorowego niemal identyczng.

Uwaga 3.12 Mozna zapisaé ten iloczyn skalarny dla przestrzeni warunkow poczgtkowych,
R @ (C5°(R%) @ CF° (RY)),

pamietajgce, zZe operator Oy nie ma w niej sensu i nalezy go zastqpié odpowiednim wyrazeniem ko-
rzystajgc z réwnan ruchu, co prowadzi do mniej zwartej formuty na iloczyn skalarny, nie istotnej
w tej pracy.

Uwaga 3.13 Czasem wygodnie sie postugiwaé formag powyzszego tloczynu dla przestrzeni trans-
formaty Fouriera. Zaleznie od przyjetych konwencji, iloczyn skalarny dla transformat funkcji
przyjmugje postaé typu

dk 13 (K

(i) = [ Gl THE) 04 (O + 2% e+ i) [ JEL ], 320)

gdzie wse oczywiscie nie ulega zmianie, natomiast,

72 2\ 2
Yse = [ . +0m a (EQ —i-(;nQ)_% ] - [ l?)k E'Zl }

Przez 8#(/2) rozumiemy transformate Fouriera funkcji 0y f (0, Z), natomiast Ex, = V k2 +m?2.

Prawda jest rowniez, ze wprowadzone rzuty Ps i Py sa ortogonalne w zdefiniowanym wyzej
iloczynie skalarnym. Wobec tego skompleksyfikowana przestrzeni Kihlera® V,,(M) rozklada sie
na dwie ortogonalne podprzestrzenie. Kazda z nich moze ulec z osobna kwantyzacji w sposéb
identyczny z opisanym w czesci pierwszej dla pola skalarnego (po obcieciu przestrzeni z caly jej
struktura do podprzestrzeni). Dalej opiszemy nieco inne podejécie. Mozna bowiem korzystajac
ze zdobytej wiedzy na temat niezmienniczych dodatnio okreslonych form na V,, (M), zdefiniowaé
poprawne, niezmiennicze lorentzowsko stany na calej algebrze CCR (V). Kosztem takiego poste-
powania bedzie jednak hamiltonian nie ograniczony z dotu. Podobnie jak dla pola skalarnego
istnial bedzie jedyny stan Focka, jednak nie jest to stan powstaly przez ,dopisanie” wskaznikdw
lorentzowskich do wielkosci zdefiniowanych dla pola skalarnego. W istocie jest to stan ztozony
ze standéw podstawowych osobno dla komponenty skalarnej i wektorowej, z nieco zmodyfikowa-
na struktura zespolona, zamieniajaca miejscami pojecie antyczastki i czastki dla komponenty
skalarne;j.

3Tu przestrzen Kihlera moze by¢ rowniez traktowana jako przestrzen Hilberta.
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3.6 Klasyczne pole wektorowe i jego transformata Fouriera.
Formalizm Kanoniczny.

Podobnie jak w przypadku pola skalarnego pracujemy w wybranym ukladzie wspoétrzednych
w chwili czasu zero. Na tym etapie wszelkie wypisywane formuty nie sg jawnie kowariantne. Ana-
liza tego problemu jest identyczna jak w przypadku pola skalarnego i byla opisana w pierwszym
rozdziale niniejszej pracy. Rozwigzanie rownania Kleina-Gordona najtatwiej zapisa¢ w postaci
transformaty Fouriera, standardowo w fizyce teoretycznej wprowadza sie

d*k ikx . —ikx 7l (T
P1w) = [ Gl )+ e )

dla Ej > 0. Aby zdefiniowana funkcja byta rozwigzaniem réwnan ruchu dla £,, x—o potrzeba, by
spelniony byl warunek powloki masy
k* = —m?.

By, = EQ +m?2.

W powyzszym wyrazeniu f“(l;) to cztery zespolone funkcje, ktorych czesci rzeczywiste i urojone
sy funkcjami znikajacymi w przestrzennej nieskoniczonosci, przestrzen pedéw po ktorej przebiega
catkowanie utozsamiamy z przestrzeniag R®. Suma w powyzszym wyrazeniu wyznacza podzial
na cze$¢ o dodatniej oraz na cze$¢ o ujemnej energii, o czym decyduje znak przy Ej. Gdy
w wybranym uktadzie wspotrzednych potozymy ¢ = 0, przechodzimy do przestrzeni transformaty
Fouriera warunkoéw poczatkowych. Mamy (dla dystrybucji A#(Z) oraz I1#(%))

Stosujemy oznaczenie

Bl g
Ab(z) :/W(ek AR () + e~ * A (B)), (3.27)

oraz

3 . — . — -
I4(z) = i / (%3 \/?(e“”A“(k) — e~k A (E)). (3.28)

Podzial ten jest odpowiedni z podziatem skompleksyfikowanej przestrzeni rozwigzan rzeczy-
wistych na przestrzenie: holomorficzng Z oraz antyholomorficzng Z, ale dla struktury zespolonej
wybranej ,naiwnie”. Mamy (w uproszczonej notacji macierzowe;)

. 0 (— A 4+m?)~2
— 1@ | 3.29
Jo R4 —(—A—i—mZ)% 0 ( )
Wtedy rzuty
1—1y
Ps = 5 Jo
oraz
po— 1+1j0
2

w naturalny sposéb wybieraja cze$¢ o odpowiednio dodatniej lub ujemnej energii. Prosty rachu-
nek, dos¢ tatwy do przeprowadzenia w postaci odwrotnej transformaty Fouriera daje dla czesci
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holomorficznej, ze

Pz[ A¥(x) ] _ (1 —2z'j0>[ AH(x)

i analogicznie dla czesci antyholomorficznej
3k —ikz A M T
[ AH () } B <1+z‘jo)[ AP () ] B [ [ Grsmm e AN (K))
H“(x) N 2 H“(:L‘) o _'if (dSk [ B} (e—ika“(E))

23\ 2

P

}. (3.31)

Jest to standardowo w fizyce stosowana procedura opisana tu nieco doktadniej z naciskiem na
struktury zespolone wystepujace w omawianym problemie. Poprzednio jednak wykazaliémy, ze
yhaiwny” wybor struktury zespolonej prowadzi do niepoprawnie okreslonego iloczynu skalarnego,
w zwiazku z czym dokonali§my modyfikacji struktury zespolonej, tak by

. 0 (— A +m?)~2
= (lgea — 2Ps) ® )
Jo ( R4 S) [ —(—A+m2)% 0
gdzie
oo,
S = me

Nalezy zatem zmodyfikowac¢ transformaty Fouriera pol A*(z) oraz IT#(x), tak, by byly w zgodzie
ze zmodyfikowang struktura zespolona, prowadzi to do wyrazen

Ar(e) = [ Gl ([ (1= Py, + e e (), A (R) +
e (1= Po)", + €™ (Do), JA" ()

oraz

~

e~ (1= Py)", — ™ (D)t A" (R))),
gdzie dodatkowe wyrazy pochodza z rozktadu rzutowego wzgledem

. p
sz—k ky

m2

Zauwazmy, ze modyfikacja ktérej dokonano, to zamiana miejscami czastki i antyczastki dla skta-
dowej transwersalnej, nie zmieniajac przy tym sktadowej czysto wektorowej. Nieco wyprzedzajac
fakty, zauwazmy, ze rezultatem tego rozumowania beda poprawnie okreslone reguty komutacji
dla operatoréw kreacji i anihilacji w reprezentacji pedowej. Kanoniczne reguty komutacji dla
AH¥(x) oraz TI*(z) przybieraja postac¢ (w chwili ¢ = 0)

[A*(0, ), 117 (0,2")] = in*6(Z — 1), (3.32)
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i beda one niebawem zdefiniowane formalnie dla generatoréw grup unitarnych dla reprezentacji
algebry CCR(V), co pozwoli nada¢ matematyczny sens tozsamosci (3.32). Nie mniej jednak, moz-
na odwroéci¢ transformaty Fouriera i korzystajac z kanonicznych regut komutacyjnych w postaci
(3.32) dosta¢ reguly komutacyjne w reprezentacji pedowej. Mamy wtedy

LA (R), A2 (FY) = (2m)38(F — ) (e, + 2725

2 ), (3.33)
a pozostate komutatory znikaja. Rachunek ten jest doé¢ dtugi, ale elementarny, w zwigzku z czym
zostal pominiety. Bardzo korzystnym rezultatem jest, ze reguty komutacji w postaci (3.33) zadane
sa przez forme dodatnio okreslona, w zwigzku z tym przestrzen standéw jest okreglona poprawnie
i posiada dobry iloczyn skalarny, jak niebawem sie okaze, dla jedynego stanu Focka, jest to ten
iloczyn skalarny, ktory skonstruowali$my juz wezesniej w przestrzeni rozwiazan CVX (M). Nalezy
tu nadmienic, iz przedstawiony w rozdziale (3.1) hamiltonian

i [ (e, - @b 4,@),

po kwantyzacji przybierze postac

i —/d?""E A% (R AR (R)
— ) (@) Thm .
Uzasadnimy, ze powyzszy kwantowy hamiltonian nie ma spektrum ograniczonego od dotu ani
od gory. Latwo widac, iz jest on réznicg hamiltonianu dla trzech oscylatoréw i hamiltonianu dla
jednego oscylatora harmonicznego. Spostrzezenie to implikuje, ze omawiany hamiltonian nie jest
ograniczony od dotu, a ponadto ma wiele standéw o zerowej energii. Stanem podstawowym dla
reprezentacji Focka bedzie stan, ktory jest podstawowy jednoczesnie dla hamiltonianu kompo-
nenty skalarnej i hamiltonianu komponenty wektorowej. Dodatkowo w teorii oddziatujacej, do
7rodet sprzegad sie bedzie jedynie czesé wektorowa tego hamiltonianu, i energia ,nie bedzie mogta
ucieka¢” do komponenty skalarnej. Wydaje sie to by¢ pozadang sytuacja fizyczng, ponadto taka
prezentacja pola masywnego moze umozliwi¢ poprawne przeprowadzenie granicy zerowej masy.
Przypadki te nie beda opisane w niniejszej pracy, ale z pewnosciag moga stanowié¢ kolejny temat
do analizy.

3.7 Kwantyzacja pola wektorowego dla m > 0 oraz A =0

W rozdziale (3.4) skonstruowano dodatni iloczyn skalarny w przestrzeni rozwigzan CVE (M),
zadany formg pottora liniowa

9,0, .
(77/w - 2#)0550 + 1N W,
jak we wzorze (3.25). Konstruujemy algebre CCR(V) zlozona z symboli W (f#), w sposob opisany

w czesci poswieconej polu skalarnemu. Na tak okreslonej C*—algebrze zadajemy, w wybranym
uktadzie wspolrzednych stan quasi-swobodny wzorem

aal @) o) ((em 020, ) [ S|,

ansW () = e (— 3 [ e

3t
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dla )
(— A +m?)2 0 ]

(0% =
* 0 (= & +m?)73

Stan ten jest poprawnie zdefiniowany, jesli forma, ktéra go zadaje jest scisle dodatnio okreslona.
Jest to rownowazne z warunkiem, by parametry a, b spelialy nieréwnoéci 0 < a < b. Ponadto,
dla ¢ = 11ib = 2 mamy stan Focka i jest on jedyny co potwierdzaja rozwazania analogiczne
jak w przypadku skalarnym. Dla pola wektorowego z masa mamy zatem dwuparametrowa ro-
dzine stanéw quasi-swobodnych niezmienniczych ze wzgledu na dynamike oraz dzialanie grupy
SO(1,3) x R Dowod tego faktu korzysta z przypadku skalarnego oraz wiedzy na temat lorent-
zowsko niezmienniczych dwuform w przestrzeni Minkowskiego. Z uwagi na spore podobienistwo
do przypadku skalarnego zostanie on pominiety.

Rodzina takich stanéw dla zmiennej, dazacej do zera masy, moze by¢ podstawa do przeprowa-
dzenia granicy bezmasowej, interpretowanej jako granicy (prozniowych) wartosci oczekiwanych
operatorow Weyla.
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4 Podsumowanie

Przedstawiona tu idee wprowadzenia struktury Hilberta w przestrzeni rozwigzan klasycznych,
by nastepnie korzystajac z niej zdefiniowa¢ poprawnie okreslone stany na algebrze kanonicznych
regut komutacyjnych CCR(V), mozna stosowac rowniez w szerszym aspekcie. Znaczna czesé ro-
zumowania jest poprawna w przypadku zakrzywionej (globalnie hiperbolicznej) czasoprzestrzeni.
Ponadto opisywane podejscie pozwala na przeprowadzenie granicy bezmasowej, jako granicy war-
tosci oczekiwanych operatorow Weyla. Z uwagi na szeroki charakter zagadnienia te nie zostaly
umieszczone w niniejszej pracy, ale z pewnoscig sa kolejnym ciekawym tematem do badania
i ,polem” do stosowania opisanego tu formalizmu.
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