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1 Sªowo wst¦pu

Chciaªbym serdecznie podzi¦kowa¢ za ogromn¡ pomoc przy tworzeniu niniejszej pracy swoje-
mu opiekunowi i promotorowi, profesorowi Janowi Derezi«skiemu. Dzi¦ki swojemu zaanga»owa-
niu wzbogaciª mnie o wiedz¦ niezb¦dn¡ do otrzymania opisanych wyników. Swoj¡ wdzi¦czno±¢
chciaªbym w tym miejscu okaza¢ te» pracownikom naukowym wydziaªu Fizyki oraz wydziaªu
Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego. Dzi¦ki swojej wiedzy odsªaniali oni przede mn¡ ta-
jemnice nauki. Dzi¦kuj¦ kadrze KMMF (prof. J. Derezi«ski, dr M. Ko±cielecki, prof. W. Pusz,
prof. S. L. Woronowicz) za wiele ciekawych wykªadów i wskazówek z �zyki matematycznej i ma-
tematyki. Dzi¦kuj¦ naukowcom z IFT za przygotowanie mnie w dziedzinach kwantowej teorii
pola (prof. K. Meissner, prof. K. Pachucki) oraz ogólnej teorii wzgl¦dno±ci (prof. J. Lewandow-
ski, dr hab. P. Nurowski). Dzi¦kuj¦ równie» kolegom-studentom, z którymi wspólnie mogªem
rozwi¡zywa¢ swoje problemy naukowe. Dzi¦kuj¦ wszystkim innym, by¢ mo»e nie wymienionym
w tym miejscu, za wszelk¡ okazan¡ mi pomoc.

Celem pracy b¦dzie przedstawienie caªkowicie lorentzowsko wspóªzmienniczej, algebraicznej
kwantyzacji masywnego pola wektorowego korzystaj¡c z metod C��algebry Weyla dla kanonicz-
nych reguª komutacyjnych. Prezentowana metoda jest dobrze poznana z matematycznego punktu
widzenia i oferuje zarówno prost¡, jak i precyzyjn¡ mo»liwo±¢ zde�niowania kwantowych opera-
torów pola. W pierwszym rozdziale zostanie przedstawione jej zastosowanie w przypadku pola
skalarnego i zostanie dokªadnie omówiona kwestia wspóªzmienniczo±ci lorentzowskiej. Wprowa-
dzone tam narz¦dzia posªu»¡ do opisania procedury kwantyzacji w przypadku pola wektorowego,
co b¦dzie gªównym tematem rozdziaªu drugiego. Cz¦±¢ przytoczonych twierdze« pochodzi z teorii
operatorów, a ich zastosowanie jest kluczowe w opisywanym podej±ciu do tworzenia teorii pola
kwantowego.

Gªównym celem i niejako ideaªem przy±wiecaj¡cym pomysªodawcom tej pracy jest lepsze
zrozumienie matematycznych podstaw kwantowej teorii pola, dziedziny, która w dzisiejszej �zyce
odgrywa z pewno±ci¡ rol¦ pierwszoplanow¡. Niniejsza praca dotyka oczywi±cie tylko male«kiego
fragmentu wielkiej dziedziny ludzkiej wiedzy.

Przemysªaw Majewski
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2 Pole skalarne w przestrzeni Minkowskiego

W niniejszym rozdziale przedstawimy kwantyzacj¦ pola skalarnego speªniaj¡cego równanie Klei-
na-Gordona w przestrzeni Minkowskiego. Ten prosty i klasyczny przykªad pozwoli na przybli»enie
omawianej metody oraz stosowanej dalej notacji. Podane tu informacje b¦d¡ w dalszej cz¦±ci
wykorzystywane do opisania kwantyzacji pól wektorowych.

2.1 Teoria klasyczna: Przestrze« rozwi¡za« Ym(M) i pole skalarne.

Niech M = R4 b¦dzie pªask¡ czasoprzestrzeni¡ z metryk¡ Minkowskiego � tak¡, »e

� =

2
664
�1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3
775 : (2.1)

Przyj¦cie takiej konwencji wyboru sygnatury jest uzasadnione wieloma praktycznymi wzgl¦-
dami, m.in. ªatwym uogólnieniem na wi¦cej wymiarów oraz dodatni¡ okre±lono±ci¡ na cz¦±ci
przestrzennej.

Przeprowadzone w dalszej cz¦±ci rozdziaªu rozumowanie mo»na ªatwo uogólni¢ na przypadek,
gdyM jest globalnie hiperboliczn¡ czasoprzestrzeni¡ wymiaru n+1. Rozumowanie to nie b¦dzie
zawarte w niniejszej pracy, jednak jest ono równie» interesuj¡cym przypadkiem zastosowania
opisywanych pó¹niej metod.

Przestrze« Minkowskiego b¦dziemy uto»samia¢ z przestrzeni¡ b¦d¡c¡ produktem przestrzeni
euklidesowej (staªego czasu) i jednowymiarowej (osi czasu) stosuj¡c poni»sze oznaczenia:

M = R� R3 3 x = (t; ~x):

Wszystkie przeprowadzone konstrukcje b¦d¡ niezmiennicze ze wzgl¦du na to uto»samienie.
Wybierzmy ukªad wspóªrz¦dnych (t; ~x), wtedy mo»emy wprowadzi¢ poj¦cie funkcji prze-

strzennie zwartej.

De�nicja 2.1 Przestrzeni¡ funkcji przestrzennie zwartych na rozmaito±ci M nazywamy zbiór

A(M) =
n
f 2 C1(M) : supp (f) � CK; K � zwarty

o
;

gdzie przez CK rozumiemy sto»ek ±wietlny zbioru K.
Uwaga 2.2 Nietrudno spostrzec, »e zbiór A(M) jest niezmienniczy ze wzgl¦du na wybór ukªadu

wspóªrz¦dnych, zatem w szczególno±ci wzgl¦dem wyboru powierzchni staªego czasu.

W kwantyzacji interesuje nas tzw. przestrze« rozwi¡za« klasycznych, czyli podzbiór zbioru
A(M), speªniaj¡cy równanie Kleina�Gordona, które w przestrzeni M przyjmuje posta¢

(@�@
� �m2)f(x) = 0 (2.2)

lub w skróconym zapisie
(��m2)f(x) = 0: (2.3)

Klasycznym polem skalarnym Kleina-Gordona nazywamy funkcj¦ klasy A(M) speªniaj¡c¡
równanie (2.3). Zbiór wszystkich takich funkcji oznaczamy symbolem Ym(M).
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De�nicja 2.3 Zbiór

Ym(M) = ff 2 A(M) : (��m2)f = 0g
nazywamy przestrzeni¡ kon�guracyjn¡ kwantowego pola skalarnego.

Z faktu, i» funkcja f 2 Ym(M) przy ustalonej chwili czasu, jest jako funkcja zmiennej prze-
strzennej, funkcj¡ gªadk¡ o zwartym no±niku, wynika w szczególno±ci, i»

f(0; ~x) =: f0(~x) 2 C10 (R3)

oraz
@f

@t
(0; ~x) =: _f0(~x) 2 C10 (R3):

Wiadomo z teorii równa« cz¡stkowych, »e w przestrzeni Minkowskiego dla równania Kleina-Gor-
dona sªuszne jest nast¦puj¡ce

Twierdzenie 2.4 Dla dowolnych dwóch funkcji u; v 2 C10 (R3) istnieje dokªadnie jedna funkcja

f nale»¡ca do przestrzeni rozwi¡za« Ym(M) taka, »e

u(~x) = f0(~x) = f(0; ~x)

oraz

v(~x) = _f0(~x) =
@f

@t
(0; ~x):

Ponadto f(x) = 0, gdy x le»y poza sto»kiem przyszªo±ci (lub przeszªo±ci) funkcji warunku pocz¡t-

kowego u(~x) oraz v(~x).

Uwaga 2.5 Sto»kiem przyszªo±ci zbioru U �M nazywamy zbiór

CU =
[
x2U

Cx;

gdzie Cx jest sto»kiem przyszªo±ci punktu x. W przypadku sto»ka przyszªo±ci funkcji warunku

pocz¡tkowego mamy na my±li sto»ek przyszªo±ci jej no±nika przestrzennego w chwili t = 0.

Dokªadne zale»no±ci mi¦dzy przestrzeni¡ warunków pocz¡tkowych, a przestrzeni¡ rozwi¡za«
Ym(M) b¦d¡ tematem kolejnych rozdziaªów po±wi¦conych przestrzeniom symplektycznym z dy-
namikami.

Przestrze« Ym(M) ma struktur¦ przestrzeni wektorowej nad C. Przez YR(M) oznaczamy
rzeczywist¡ podprzestrze« przestrzeni rozwi¡za« lub, innymi sªowy, przestrze« rzeczywistych
funkcji speªniaj¡cych równanie Kleina-Gordona.

Istotnym elementem klasycznej teorii jest symetria wzgl¦dem dziaªania na Ym(M) grupy
Poincarégo

G = O(1; 3)nR4:
W omawianym w tym rozdziale przypadku czasoprzestrze« jest przestrzeni¡ wektorow¡ izomor-
�czn¡ z R4, zatem grupa G dziaªa na« liniowo poprzez swoj¡ reprezentacj¦ de�niuj¡c¡. Dziaªanie
to wyra»a si¦ wzorem

(�; a)x = �x+ a; (2.4)
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gdzie
(�; a) 2 O(1; 3)nR4:

Cz¦sto ogranicza¢ b¦dziemy si¦ do wªa±ciwej i ortochronicznej grupy Lorentza SO0(1; 3), któ-
ra jest spójn¡ skªadow¡ jedno±ci grupy O(1; 3). Równanie Kleina-Gordona jest niezmiennicze
wzgl¦dem transformacji z grupy O(1; 3)nR4 = G:

Oznaczmy przez
(R(�;a)f)(x) := f(��1(x� a));

wtedy dla dowolnych f 2 Ym(M) oraz (�; a) 2 G prawd¡ jest, »e R(�;a)f 2 Ym(M); co oznacza,
i» przestrze« rozwi¡za« jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na to dziaªanie.

2.2 Wªasno±ci przestrzeni Ym(M). Struktura symplektyczna.

Jak wspomniano w rozdziale (2.1) przestrze« Ym(M) ma struktur¦ przestrzeni liniowej nad C,
cz¦sto jednak b¦dziemy ogranicza¢ si¦ do przestrzeni rzeczywistych rozwi¡za« równania Kleina-
Gordona YRm(M). Ym(M) posiada jeszcze dodatkow¡ naturaln¡ struktur¦ - wyró»nion¡ form¦
symplektyczn¡. W celu jej zde�niowania musimy w przestrzeniM wprowadzi¢ orientacj¦. Doko-
nujemy tego postuluj¡c posta¢ formy obj¦to±ci �, tak by w wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych
zachodziªo

� = dt ^ dx ^ dy ^ dz:

Wtedy mo»na zde�niowa¢ operator

? : �kT �M �! �n�kT �M;

gdzie n = dim M = 4, tak by dla � 2 �kT �M oraz dowolnych pól wektorowych Xk+1; :::; Xn 2
�(TM) zachodziªo

(?�)(Xk+1; :::; Xn) � � = � ^ �(Xk+1) ^ ::: ^ �(Xn);

gdzie � jak poprzednio oznacza metryk¦ lorentzowsk¡ na M.

Uwaga 2.6 Tak zde�niowany operator ? jest C1(M)�liniowy i wystarczy okre±la¢ go na for-

mach dualnych do pewnego repera ortonormalnego.

Uwaga 2.7 Ta de�nicja bez zmian stosuje si¦ do przypadku zorientowanej rozmaito±ci pseudo-

riemanowskiej dowolnego wymiaru.

Uwaga 2.8 Przy tej de�nicji w wybranej przez nas sygnaturze mamy nast¦puj¡ce, u»ywane dalej,

zwi¡zki:

(1) ?� = 1 oraz ?1 = ��;
(2) ?dt = dx ^ dy ^ dz;

(3) ?d ? d = ��:
Peªna grupa O(1; 3)nR4 obejmuje wszelkie symetrie wraz ze zmian¡ orientacji w M. �a-

two zauwa»y¢, »e najwi¦ksz¡ spójn¡ podgrup¡ grupy O(1; 3)nR4 (zachowuj¡c¡ orientacj¦) jest
SO0(1; 3)nR

4. W tak wyposa»onej czasoprzestrzeni wprowadzimy kolejn¡ niezmiennicza lorent-
zowsko struktur¦ - form¦ symplektyczn¡.
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De�nicja 2.9 Dwuliniowe odwzorowanie

! : YRm(M)� YRm(M) �! C
takie, »e dla f; g 2 YRm(M)

g!f =

Z
�t

(g ^ ?df � f ^ ?dg)) =:
Z
�t

!g;f ;

nazywamy form¡ symplektyczn¡ na przestrzeni rozwi¡za« równania Kleina-Gordona. �t jest do-

woln¡ powierzchni¡ staªego czasu w dowolnym ukªadzie wspóªrz¦dnych.

Aby sprawdzi¢ poprawno±¢ de�nicji formy symplektycznej oraz jej niezmienniczo±¢ lorent-
zowsk¡ potrzebne jest nast¦puj¡ce

Stwierdzenie 2.10 Prawdziwe s¡ poni»sze ªatwe stwierdzenia:

(1) Warto±¢ formy ! nie zale»y od wyboru powierzchni staªego czasu �t.

(2) Forma ! jest niezmiennicza pod dziaªaniem grupy SO0(1; 3)nR
4.

Dowód.

Aby udowodni¢ (1) zauwa»my, »e forma !g;f jest zamkni¦ta dla dowolnych dwóch f; g 2 Ym(M).
�atwy rachunek daje, »e

d!g;f = dg ^ ?df � df ^ ?dg + g ^ d ? df + f ^ d ? dg = 0:

Korzystamy z tego, »e dla tak wybranej sygnatury ? Hodge'a, ma wªasno±¢

?d ? d = ��
oraz z faktu, i» funkcje f oraz g speªniaj¡ równanie Kleina-Gordona.

Rozwa»my teraz zwarty podzbiór czasoprzestrzeni V, w którego brzegu zawarte s¡ dwie po-
wierzchnie staªego czasu �t oraz �t0 , tak¡ by supp(f) � Int(V ) oraz supp(g) � Int(V ), wtedy
z twierdzenia Stokesa mamy

0 =

Z
V

d!g;f =

Z
�t

!g;f �
Z
�
t0

!g;f ;

co dowodzi (1) daj¡c rezultat Z
�t

!g;f =

Z
�
t0

!g;f

dla dowolnych f; g 2 Ym(M) oraz t; t0 2 R. W celu udowodnienia (2) zauwa»my, i» powoªuj¡c
si¦ na (1) wystarczy rozwa»a¢ ! dla czasu t = 0 oznaczaj¡c przy tym � := �t=0. Przy wybranej
przez nas de�nicji operatora ? korzystaj¡c z (2.8) wyra»enie na !g;f przyjmuje prosta form¦Z

�
!g;f =

Z
R3

(g @tf � f @tg):

Niezmienniczo±¢ wzgl¦dem dziaªania grupy O(3) dziaªaj¡cej w przestrzeni staªego czasu jest
w tej postaci oczywista. W poª¡czeniu z (1) daje to peªn¡ niezmienniczo±¢ wzgl¦dem dowolnego
wyboru powierzchni staªego czasu oraz caªej grupy SO0(1; 3)nR

4. �
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2.3 Przestrzenie A(M) i A0(M) jako przestrzenie wektorowe z topologi¡

Przestrze« funkcji gªadkich o zwartych no±nikach ze standardow¡ topologi¡ to cz¦sto u»ywana
klasa funkcji, na których okre±la si¦ zazwyczaj dystrybucje � ci¡gªe liniowe funkcjonaªy. Dla nas
jest to klasa niewystarczaj¡ca, gdy» nasze rozwi¡zania maj¡ by¢ okre±lone dla wszystkich chwil
czasu. Dlatego w rozdziale (2.1) wprowadzili±my de�nicj¦ funkcji gªadkich przestrzennie zwartych
(o zwartym no±niku przestrzennym) A(M). Z de�nicji tej jednak nie wynika w »aden sposób jaka
topologia miaªaby by¢ wprowadzona na A(M). W tym celu przedstawimy A(M) jako granic¦
induktywn¡ przestrzeni topologicznych.

De�nicja 2.11 W wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych zbiorem funkcji o zwartym no±niku prze-

strzennym zawartym w zwartej kostce K � I nazywamy zbiór

AK;I(M) =
n
f 2 C1(M); f

���
�t

2 C1K (�t); t 2 I
o
;

gdzie przez C1K oznaczamy funkcje gªadkie o no±niku zwartym zawartym w K. Topologi¦ w zbiorach

AK;I(M) zadaje rodzina póªnorm k kK;I;� takich, »e

k kK;I;� = sup
x2K�I

��� @j�j

@x�1 � ::: � @x�n f(x)
���;

gdzie wielowska¹nik � 2 Nn oraz n = dimM = 4.

Nietrudno zauwa»y¢, »e dla K1 � K2 oraz I1 � I2 mamy naturalne wªo»enie

AK1;I1(M) ,! AK2;I2(M):

Teraz okre±lamy A(M) jako granic¦ induktywn¡ przestrzeni topologicznych AK;I(M). Mamy
zatem

A(M) =
[
K;I
AK;I(M):

Jak wspomnieli±my wcze±niej przestrze« A(M) ma struktur¦ przestrzeni wektorowej. Mo-
»emy zatem wprowadzi¢ do naszych rozwa»a« przestrze« A0(M) � przestrze« ci¡gªych funkcjo-
naªów liniowych na A(M). B¦dziemy j¡ równie» nazywa¢ przestrzeni¡ dystrybucji dla funkcji
przestrzennie zwartych. Przestrze« rozwi¡za« Ym(M) jest w topologii indukowanej domkni¦t¡
podprzestrzeni¡ wektorow¡ w A(M). Mo»emy zatem okre±li¢ Y 0(M) jako obci¦cie funkcjonaªów
z przestrzeni A0(M). Istnieje bowiem kanoniczna surjekcja jY taka, »e

A0(M) 3 � �! �
���
Y
2 Y 0(M):

Wprowadzona przez nas przestrze« dualna do przestrzeni rozwi¡za« jest obiektem kanonicz-
nym z poprawnie okre±lonym dziaªaniem grupy O(1; 3)nR4. Dla nas szczególnie interesuj¡ce
b¦d¡ dwie rodziny dystrybucji, rozumiane jako klasyczny p¦d i poªo»enie. Okre±lmy w dowol-
nym ukªadzie wspóªrz¦dnych (t; ~x) dystrubycje 	t(~x) oraz �t(~x) tak, by

	t(~x)(f) = f(t; ~x)
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oraz

�t(~x)(f) = (@tf)(t; ~x):

W kolejnym rozdziale zajmiemy si¦ dynamik¡ i struktur¡ przestrzeni rozwi¡za« analizuj¡c
przestrze« warunków pocz¡tkowych dla chwili t = 0, co jak pokazali±my dotychczas, nie umniej-
sza ogólno±ci rozumowania. Po bardziej pogl¡dowym rozumowaniu dla ustalonej chwili czasu
opiszemy równie» rozumowanie ogólne, niezale»ne od tego wyboru.

2.4 Dynamika w przestrzeni Ym(M). Nawiasy Poissona.

Jak napisane w rozdziale (2.2) oraz (2.3) przestrze« rozwi¡za« Ym(M) mo»e by¢ parametryzo-
wana przez podanie danych Cauchy'ego na powierzchni staªego czasu �t0 w pewnym ukªadzie
wspóªrz¦dnych (t; ~x). W ten sposób powstaje bijektywne uto»samienie {t0 , takie »e

{t0 : Ym(M) 3 f(x) �!
�
f(t0; ~x); @tf(t0; ~x)

�
2 C10 (�t0)� C10 (�t0)

Ze stwierdzenia (2.10) wynika, i» przestrze« rozwi¡za« Ym(M) mo»e by¢ parametryzowana
przez podanie danych Cauchy'ego na powierzchni zerowego czasu � bez utraty po»¡danych wªa-
sno±ci inwariantno±ci wzgl¦dem dziaªania grupy SO0(1; 3)nR

4. W tym szczególnym wyborze
bijektywne uto»samienie {t0 b¦dziemy oznacza¢ zwyczajnie jako {. W dalszej cz¦±ci rozdziaªu
b¦d¦ oznaczaª par¦ warunków pocz¡tkowych (f(0; ~x); @tf(0; ~x)) jako (u; v), gdzie u; v 2 C10 (R3).
Ponadto w przypadku czasoprzestrzeni Minkowskiego naturalnym jest, jak zostaªo to uczynione,
uto»samianie powierzchni zerowego czasu � z przestrzeni¡ euklidesow¡ R3. Dzi¦ki tej identy�ka-
cji mo»liwe jest proste i naturalne wprowadzenie dystrybucji poªo»enia i p¦du, w sposób zgodny
z de�nicj¡ kanoniczn¡ podan¡ w rozdziale (2.3). Obiekty te jednak ju» nie b¦d¡ jawnie nie-
zmiennicze wzgl¦dem SO0(1; 3)nR

4. Rozwa»ania w tym rozdziale prowadzimy mi¦dzy innymi
w celu unaocznienia niezmienniczo±ci standardowej konstrukcji wzgl¦dem przesuni¦¢ w czasie
oraz pchni¦¢ lorentzowskich.

De�nicja 2.12 Dla dowolnego ~x 2 � ' R3 okre±lmy dystrybucje �(~x) 2 D0(R3) � D0(R3) oraz
	(~x) 2 D0(R3)�D0(R3) dziaªaj¡ce na przestrzeni funkcji C10 (R3)� C10 (R3), tak by

	(~x)(u; v) = u(~x)

oraz

�(~x)(u; v) = v(~x):

Dystrybucje 	(~x) oraz �(~x) nazywamy odpowiednio poªo»eniem i p¦dem w punkcie ~x 2 R3.

Dziaªanie dystrybucji 	 oraz � ogranicza si¦ odpowiednio do przestrzeni poªo»e« albo p¦dów.
Korzystne jest wprowadzenie oznacze«

	(u) =

Z
R3

	(~x)u(~x)d~x

oraz
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�(v) =

Z
R3

�(~x)v(~x)d~x:

O parze (u; v) mówimy, i» s¡ one funkcjami rozsmarowuj¡cymi lub � krótko � ksztaªtami,
odpowiednio w przestrzeni p¦dów albo poªo»e«.

W tak przyj¦tych oznaczeniach Hamiltonian H omawianego tu pola skalarnego Kleina-Gor-
dona przyjmuje posta¢

H =
1

2

Z
�

�
�(~x)2 +	(~x)(�4+m2)	(~x)

�
d~x :

Uwaga 2.13 Forma symplektyczna ! cofni¦ta na � w przyj¦tych oznaczeniach wyra»a sie wzo-

rem

(u1; v1)!(u2; v2) =

Z
R3

(u1v2 � u2v1)d~x :

W przestrzeni fazowej okre±lone s¡ równie» nawiasy Poissona

f�; �g : (D0(R3)�D0(R3))� (D0(R3)�D0(R3)) �! D0(R3)�D0(R3):
Nawiasy Poissona to odwzorowanie dwuliniowe, dla którego zachodz¡ :

(1) reguªa Leibniza

fA(~x); B(~x)C(~x)g = B(~x)fA(~x); C(~x)g � fA(~x); B(~x)gC(~x)g; (2.5)

(2) to»samo±¢ Jacobiego

fA(~x); fB(~x); C(~x)gg+ fB(~x); fC(~x); A(~x)gg+ fC(~x); fA(~x)g; B(~x)gyg: (2.6)

Ponadto dla zmiennych kanonicznie sprz¦»onych mamy

f	(~x);�(~x 0)g = �(~x� ~x 0): (2.7)

Równania ruchu okre±laj¡ce dynamik¦ ukªadu mo»na teraz zapisa¢ w dwóch dualnych posta-
ciach dla funkcji (u; v) (1) lub dystrybucji (	;�) (2):

(1)
@tu = v (2.8)

oraz
@tv = �(�4+m2)u (2.9)

(2)
@t	(~x) = �(~x) (2.10)

oraz
@t�(~x) = �(�4+m2)	(~x) (2.11)

Stwierdzenie 2.14 Równania ruchu mo»na zapisa¢ równowa»nie posªuguj¡c si¦ nawiasem Po-

issona dla dystrybucji w nast¦puj¡cy sposób:

@t	(~x) = f	(~x); Hg (2.12)

@t�(~x) = f�(~x); Hg (2.13)
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Dowód.

W celu udowodnienia równowa»no±ci (2.10) z (2.12) skorzystamy z de�nicji nawiasów Poissona
(2.7). Mamy

@t	(~x) = f	(~x); Hg = 1

2

Z
�
f	(~x) ; �(~x 0)2 +	(~x 0)(�4+m2)	( ~x 0)gd~x 0 =

=

Z
�
�(~x)f	(~x);�(~x 0)gd~x 0 = �(~x)

Podobnie dla drugiej pary równa« mamy

@t�(~x) = f�(~x); Hg = 1

2

Z
�
f�(~x) ; �(~x 0)2 +	(~x 0)(�4+m2)	( ~x 0)gd~x 0 =

=

Z
�
f�(~x);	(~x 0)g(�4+m2)�(~x 0)d~x 0 = �(4+m2)	(~x)

�

Pisz¡c
f	(~x); Hg(u; v)

oraz
f	(~x); Hg(u; v)

korzystaj¡c przy tym z de�nicji dystrybucji 	 i � otrzymujemy równania ruchu dualne do dys-

trybucyjnych.

Warto zauwa»y¢, »e caªa przedstawiona procedura jest kowariantna wzgl¦dem dziaªania grupy
O(1; 3)nR4, w zwi¡zku z czym nie tracimy »adnych wªasno±ci teorii wzgl¦dem grupy Poinca-
régo. Jawne pokazanie tego faktu wymaga jednak po±wi¦cenia nieco wi¦kszej uwagi strukturze
przestrzeni rozwi¡za«. Po±wi¦cony temu b¦dzie kolejny rozdziaª, bezpo±rednio poprzedzaj¡cy
procedur¦ kwantowania.

2.5 Dodatkowa struktura w przestrzeni YRm(M). Struktura Kählera.

Standardowo pisz¡c Ym(M) rozumiemy, »e funkcje do« nale»¡ce przyjmuj¡ warto±ci zespolone,
za± symbolem YRm(M) oznaczamy przestrze« rozwi¡za« zawieraj¡c¡ wyª¡cznie funkcje o rzeczy-
wistych warto±ciach. W tym rozdziale b¦dziemy stosowa¢ notacj¦ uproszczon¡, o ile nie b¦dzie
to budzi¢ w¡tpliwo±ci.

Celem niniejszego rozdziaªu jest dokªadniejsze przeanalizowanie u»yteczno±ci uto»samienia { i
przyjrzeniu si¦ strukturze zbioru Y = (C10 (R3)�C10 (R3))R. Przestrze« wektorow¡ Y traktujemy
jako rzeczywist¡ przestrze« symplektyczn¡ z form¡ symplektyczn¡ ! dan¡ wzorem

(u1; v1)!(u2; v2) =

Z
R3

(u1v2 � u2v1)d~x ;
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gdzie (ui; vi) 2 Y. W notacji macierzowej piszemy

! =
h 0 1
�1 0

i
;

traktuj¡c ! jako macierz blokow¡ oraz pami¦taj¡c o tym, »e Y jest sum¡ prost¡ dwóch izomor-
�cznych podprzestrzeni. Elementy przestrzeni Y dalej b¦dziemy zapisywali jako

h
u

v

i
t
2 Y ;

gdzie indeks t oznacza chwil¦ czasu w ewolucji wektora
h
u

v

i
. Nie b¦dziemy pisa¢ indeksów, gdy

wybran¡ chwil¡ czasu b¦dzie t = 0, o ile nie b¦dzie powodowa¢ to niejasno±ci.
W przestrzeni symplektycznej (Y; !) mamy okre±lon¡ dynamik¦, dan¡ za pomoc¡ równa«

@tu = v (2.14)

oraz
@tv = �(�4+m2)u: (2.15)

W niniejszym rozdziale b¦dziemy stosowa¢ zapis

@t

h
u

v

i
=
h 0 1
�(�4+m2) 0

ih
u

v

i
= b

h
u

v

i
;

co de�niuje operator

b =
h 0 1
�(�4+m2) 0

i
:

Wtedy z teorii równa« liniowych pierwszego rz¦du wiadomo, »e

h
u

v

i
t
= e(t�t0)b

h
u

v

i
t0
:

Mo»emy zatem b traktowa¢ jako generator translacji w czasie lub mówi¡c �zycznie - ewolucj¦
ukªadu. Zauwa»my, »e hamiltonian ukªadu mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ formy symplektycznej
i generatora translacji czasowych wzorem

� = �1

2
!b = �1

2

h 0 1
�1 0

ih 0 1
�(�4+m2) 0

i
=

1

2

h �4+m2 0
0 1

i
:

Co w inny sposób mo»na zapisa¢ jako

�
u v

�
�
h
u

v

i
=

1

2

Z
R3

�
v(~x)2 + u(~x)(�4+m2)u(~x)

�
d~x :

Jako dodatnio okre±lona forma kwadratowa � de�niuje poprawny iloczyn skalarny, czyni¡c
z przestrzeni Y rzeczywist¡ przestrze« z iloczynem skalarnym oraz form¡ symplektyczn¡. Warto
zauwa»y¢, »e b jest elementem algebry symplektycznej i in�nitezymalnie zachowuje form¦ !,
zachodzi bowiem

b#! + !b = 0:
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Skoro b 2 sp(Y), prawd¡ jest, »e etb 2 Sp(Y), tzn. etb jest elementem grupy zachowuj¡cej form¦
symplektyczn¡ ! � symplektomor�zmem, dokªadniej

etb
#

!etb = !:

Dodatkowo zauwa»my, »e w iloczynie skalarnym � operator b jest antysymetryczny. Oznaczmy
przez b� operator sprz¦»ony do b w iloczynie skalarnym �, mamy wtedy

jbj = (b�b)
1
2 = (�b2) 12 :

Z formuªy polaryzacyjnej wiemy, i» zachodzi

b = jbjj = (�b2) 12 j:

z wªasno±ci antysymetrii operatora b wynika, i» j jest antyinwolucj¡, tzn. j 2 = �1. Proste
obliczenia daj¡

j =
h 0 (�4+m2)�

1
2

�(�4+m2)
1
2 0

i
:

Prosty rachunek pokazuje, »e
[b; j] = 0 (2.16)

z czego w ªatwy sposób wynika zale»no±¢

e�tbj etb = j; (2.17)

co oznacza, i» struktura zespolona j jest zachowywana przez ewolucj¦ ukªadu (translacj¦ w cza-
sie) oraz w rezultacie przez dowolne transformacje z grupy Lorentza. Wprowadzone dotychczas
obiekty posªu»¡ do skonstruowania odwzorowania odwrotnego do bijekcji {, która uto»samia roz-
wi¡zanie z jego warunkiem pocz¡tkowym w pewnej chwili czasu.

{�1t0 = [ 1 0 ]e(t�t0)b
h
u

v

i
t0
:

Rachunek pokazuje, »e

etb = cos(t(�4+m2)
1
2 )
h 1 0
0 1

i
+ sin(t(�4+m2)

1
2 )
h 0 (�4+m2)�

1
2

�(�4+m2)
1
2 0

i
:

Zatem

{�1t0
�h

u

v

i
t0

�
= [ cos((t� t0)(�4+m2)

1
2 ) (�4+m2)�

1
2 sin((t� t0)(�4+m2)

1
2 ) ]

h
u

v

i
t0
:

Mo»na napisa¢, i»

{�1t0
�h

u

v

i
t0

�
= f(t; ~x):

Odwzorowanie { wraz z przeksztaªceniem odwrotnym zadaj¡ jawne uto»samienie przestrzeni roz-
wi¡za« klasycznych Ym(M) z przestrzeni¡ warunków pocz¡tkowych. Ponadto umo»liwia ono
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transport obiektów skonstruowanych w przestrzeni warunków pocz¡tkowych do przestrzeni roz-
wi¡za« klasycznych Ym(M), np. zapisanie struktury zespolonej w Ym(M). Jawne wzory na struk-
tur¦ zespolon¡ w przestrzeni rozwi¡za« nie b¦d¡ istotnie potrzebne w niniejszej pracy w zwi¡zku
z czym zostan¡ pomini¦te. Aby w przestrzeni Y wprowadzi¢ struktur¦ Kählera nale»y zde�niowa¢
symetryczn¡ form¦ dodatnio okre±lon¡

� = �!j =
h (�4+m2)

1
2 0

0 (�4+m2)�
1
2

i
:

Teraz mo»na zada¢ hermitowski iloczyn skalarny wektorów y1; y2 2 Y wzorem

(y1jy2) = y1�y2 + iy1!y2:

Taka przestrze« traktowana jako zespolona przestrze« liniowa wzgl¦dem j, jest w istocie prze-
strzeni¡ Hilberta z iloczynem skalarnym (�j�). Tak wyposa»on¡ przestrze« za [6] nazywa¢ b¦-
dziemy przestrzeni¡ Kählera. Jest to rzeczywista przestrze« wektorowa wyposa»ona w form¦
symplektyczn¡, struktur¦ zespolon¡ oraz dodatnio okre±lon¡ form¦ symetryczn¡, które jak opi-
sane wy»ej, tworzy¢ maj¡ hermitowski iloczyn skalarny. Nazwa ta stosowana jest w niniejszej
pracy celem poªo»enia nacisku na znaczenie poszczególnych skªadników konstruowanego iloczy-
nu skalarnego.

Kolejnym aspektem jest stworzenie zespolonej przestrzeni z dynamik¡ oraz hermitowskim ilo-
czynem skalarnym - tzw. skompleksy�kowanej przestrzeni Kählera. Jak wcze±niej wspomniano,
taka przestrze« w istocie jest przestrzeni¡ Hilberta (je±li jest zupeªna) i mo»e sªu»y¢ do skonstru-
owania przestrzeni Focka, czy reprezentacji Focka algebry kanonicznych reguª komutacyjnych.
Poj¦cia te b¦d¡ rozwini¦te w kolejnym rozdziale, znacznie dokªadniejsze omówienie tematu mo»-
na znale¹¢ w [6].

2.6 Kompleksy�kacja przestrzeni YRm(M).
Skompleksy�kowana struktura Kählera.

Wa»nym krokiem jest zidenty�kowanie w naszej przestrzeni rozwi¡za« konceptów takich jak
przestrze« dodatnio-energetycznych rozwi¡za«, przestrze« pól rzeczywistych oraz zespolonych.
Zajmuj¡ one wa»ne miejsce w interpretacji mechaniki kwantowej, daje si¦ je jednak wyró»ni¢ ju»
na poziomie rozwi¡za« klasycznych. Dla przypomnienia, w poprzednim rozdziale wyposa»yli±my
przestrze« symplektyczn¡ (YRm(M); !) w dodatkow¡ struktur¦, wykorzystuj¡c do tego dynamik¦.
W efekcie wyposa»yli±my YRm(M) w struktur¦ Kählera (lub Hilberta), na któr¡ skªadaj¡ si¦
struktura zespolona j, forma symplektyczna !, symetryczna forma dodatnio okre±lona � = �!j
i hermitowski iloczyn skalarny (�j�) = �+ i!.

Kompleksy�kacja przestrzeni liniowych z rozmait¡ struktur¡ jest szerzej opisana w [6], na
potrzeby tej pracy przytaczam skrócone, lecz peªne rozumowanie. Chc¡c pracowa¢ z funkcjami
(polami) o warto±ciach zespolonych w pierwszej kolejno±ci kompleksy�kujemy przestrze« YRm(M)
w sposób standardowy. Niech Ym(M) = CYRm(M), formy � oraz ! rozszerzamy do form póªtora-
liniowych, natomiast struktur¦ zespolon¡ j rozszerzamy przez C�liniowo±¢. W naturalny sposób
pojawiaj¡ si¦ dwa operatory rzutowe

PZ =
1� ij

2
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oraz

PZ =
1 + ij

2
:

W iloczynie skalarnym �+ i! s¡ one ortogonalne i w zwi¡zku z tym mamy rozkªad

CYRm(M) ' Z �Z:
Podprzestrzenie Z i Z nazywamy odpowiednio holomor�czn¡ i antyholomor�czn¡. Mo»na powie-
dzie¢, i» w teoriach kwantowych rozró»niaj¡ one mi¦dzy kreatorami a anihilatorami. Przestrze«
rozwi¡za« rzeczywistych YRm(M) mo»emy identy�kowa¢ z przestrzeni¡

Re(Z � Z) =
n
(z; z) 2 Z � Z

o
:

Wybór tej identy�kacji nie jest jednak kanoniczny i zale»y od przyj¦tych konwencji, które w ni-
niejszej pracy nie b¦d¡ odgrywa¢ szczególnej roli.

Tak skompleksy�kowana przestrze« Kählera, je±li jest zupeªna, staje si¦ przestrzeni¡ Hilberta
i mo»e posªu»y¢ do skonstruowania przestrzeni Focka �(Ym(M)) lub ±ci±lej mówi¡c - reprezentacji
Focka na algebrze CCR(Y).

2.7 Podsumowanie: Przestrzeni rozwi¡za« YRm(M) i sposoby jej opisu.

Zde�niowane wcze±niej przestrzenie, wyposa»one w ró»norodne struktury posªu»¡ do dokonania
procesu kwantyzacji. By dokona¢ podsumowania roli wprowadzonych obiektów w zrozumieniu
teorii kwantowych zamieszczam diagram, przedstawiaj¡cy ich wzajemn¡ hierarchi¦ oraz ukazu-
j¡cy pogl¡dowo standardowo przeze mnie stosowan¡ notacj¦.

f 2 YRm(M) - YRm(M)
0 3 �

(u; v) 2 C10 (R3)� C10 (R3)

{

?

- D(R3 � R3) 3 (	(~x);�(~x))

~{

?

Powy»ej poziome strzaªki pochodz¡ od kanonicznych wªo»e« przestrzeni funkcji próbnych
w odpowiednie przestrzenie dystrybucji, natomiast strzaªki pionowe pochodz¡ od zde�niowane-
go wcze±niej bijektywnego uto»samienia rozwi¡zania z jego warunkiem pocz¡tkowym. Wszystkie
przestrzenie wyposa»one s¡ w struktur¦ Kählera, na któr¡ skªada sie forma symplektyczna !,
forma symetryczna � i struktura zespolona j, ª¡cznie daj¡ce hermitowski iloczyn skalarny �+i!.
Korzystaj¡c z bijekcji { dostajemy izomor�czne struktury we wszystkich przestrzeniach wyst¦-
puj¡cych w diagramie.

W przypadku dystrybucji oznacza¢ b¦dziemy ich dziaªanie na funkcjach próbnych jako

�t0(f) =

Z
�t0

	t0(~x)f(t0; ~x) + �t0(~x)@tf(t0; ~x):

Podczas procedury kwantyzacji opisane powy»ej dystrybucje staj¡ si¦ dobrze znanymi w �zyce
teoretycznej operatorami pól kwantowych.



Kwantyzacja pól wektorowych w uj¦ciu algebraicznym 19

2.8 Kwantowa algebra Weyla dla pola skalarnego Kleina�Gordona

Przypomnijmy, i» przestrze« rozwi¡za« równania Kleina-Gordona oznaczana poprzednio przez
Ym(M) posiada struktur¦ zespolonej przestrzeni liniowej z form¡ symplektyczn¡ !. W niniejszym
rozdziale interesowa¢ nas b¦dzie przestrze« rzeczywistych funkcji speªniaj¡cych równanie Klei-
na-Gordona YR(M), wyposa»ona w t¦ sam¡ form¦ symplektyczn¡ oznaczan¡, tak samo jak
poprzednio, !.

Kolejnym krokiem w kierunku kwantyzacji teorii pola skalarnego b¦dzie zde�niowanie pewnej
algebry kwantowych obserwabli, oznaczanej jako CCR(Y). Niektóre elementy tej algebry b¦d¡
jednoznacznie zwi¡zane z odpowiednimi funkcjami ze zbioru YRm(M). Mno»enie elementów we-
wn¡trz tej algebry ma w naturalny sposób odzwierciedla¢ reguªy komutacyjne w postaci Weyla.
Szersza wiedz¦ na temat algebr tego rodzaju znale¹¢ mo»na w [1],[2], sk¡d s¡ równie» zaczerpni¦te
przytoczone dalej stwierdzenia i fakty na temat C��algebr.

Poni»sze twierdzenie zawiera w sobie obszerny opis wªasno±ci C��algebry CCR(Y). Jego
dowód wraz z dodatkowymi, obszernymi informacjami o tego typu C��algebrach zawarty jest
w [1],[2]. Twierdzenie poni»sze umo»liwia wykorzystanie metody GNS 1 do konstrukcji reprezen-
tacji stanów na CCR(Y), co prowadzi do poprawnej i ±cisªej matematycznie de�nicji kwantowych
operatorów pola.

Twierdzenie 2.15 Niech (Y; !) b¦dzie rzeczywist¡ przestrzeni¡ wektorow¡ z form¡ symplektycz-

n¡ !. Rozwa»my algebr¦ generowan¡ przez niezerowe elementy W (y) przypisane ka»demu y 2 Y,
tak by dla dowolnych y; y1; y2 2 Y zachodziªo

W (y)� =W (�y) (2.18)

oraz

W (y1)W (y2) = e�
i

2
y1!y2W (y1 + y2): (2.19)

Zachodz¡ wówczas nast¦puj¡ce stwierdzenia:

(1) CCR(Y) istnieje i jest C��algebr¡ wyznaczon¡ z dokªadno±ci¡ do ?�automor�zmów.

(2) CCR(Y) posiada jedynk¦ i jest ni¡ W (0), ponadto dla dowolnego y 2 Y mamy

W (y)�W (y) = 1

oraz, gdy y 6= 0
kW (y)� 1k = 2:

(3) CCR(Y) jest prosta.
(4) CCR(Y) jest nieo±rodkowa, je±li Y 6= f0g.
(5) Je±li T 2 Sp(Y) (T jest symplektomor�zmem), wtedy istnieje jedyny ?�automor�zm 
 taki,

»e


(W (y)) =W (Ty):

1GNS � od nazwisk Gelfand�Najmark�Segal.
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Powy»sze twierdzenie daje algebr¦ wraz ze wszystkimi strukturami potrzebnymi do zde�nio-
wania kwantowej teorii pola. Umo»liwia ono prost¡, a jednocze±nie matematycznie ±cisª¡ pro-
cedur¦ de�nicji przestrzeni stanów, obserwabli etc., korzystaj¡c z dobrze poznanego formalizmu
C��algebr.

2.9 Stany na CCR(Y). Reprezentacje algebry CCR(Y). Grupy unitarne.

Analiza teorii kwantowego pola skalarnego wymaga dodatkowego poj¦cia stanu na C��algebrze
CCR(Y) oraz w nast¦pnej kolejno±ci konstrukcji reprezentacji GNS dla danego stanu. Okre±lenie
stanu na C��algebrze nale»y rozumie¢ tu jako podanie �pró»niowych� warto±ci oczekiwanych dla
obserwabli zawartych w CCR(Y).

De�nicja 2.16 Funkcjonaªem dodatnim na C��algebrze A nazywamy C�liniowe odwzorowanie

! : A �! C;

takie, »e dla dowolnych A 2 A, mamy

A 6= 0) !(A�A) > 0:

De�nicja 2.17 Stanem na C��algebrze A nazywamy funkcjonaª dodatni ! speªniaj¡cy

!(1) = 1:

Uwaga 2.18 Na C��algebrze CCR(Y) potrzeba i wystarcza okre±li¢ stan ! na elementach postaci

W (y) dbaj¡c o jego zgodno±¢ z dziaªaniem, poniewa» z (2.19) wynika, i» mno»enie elementów tej

postaci nadal jest elementem typu W (y). Dokªadniej, okre±lmy dla ka»dej bazy (yi)i2I w Y zbiór

Gen [(yi)i2I ] =
n
W (� yi) : � 2 R; i 2 I

o
:

Dowolne przypisanie

!̂ : Gen [(yi)i2I ] 3W (y) �! !̂(y)

wyznacza jednoznacznie funkcjonaª ! : A �! C. Innymi sªowy, w celu okre±lenia stanu

na C��algebrze CCR(Y) potrzeba i wystarcza okre±li¢ jego warto±¢ dla wektorów nale»¡cych do

wybranych kierunków bazowych.

Pozostaªe warto±ci stanu ! dostajemy z liniowo±ci oraz w wyniku dziaªania w C��algebrze
CCR(Y).

Wiadomo z ogólnej teorii C��algebr, »e dla ka»dego stanu ! : A �! C istnieje przestrze«
Hilberta H!, reprezentacja �! : A �! B(H!) oraz wektor cykliczny V! 2 H!, takie »e

!(W (y)) = (V!j�!(W (y))V!):

Procedura ta jest dobrze znana w ogólnej teorii C��algebr pod nazw¡ konstrukcji GNS � [1],[2].
Znany równie» jest fakt, i» ka»da C��algebra, zatem równie» CCR(Y), jest izomor�czna

pewnej podalgebrze w B(H) dla odpowiedniej przestrzeni Hilberta H (twierdzenie o postaci
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C��algebr nieprzemiennych, [1],[2]). Dyskretna reprezentacja � algebry CCR(Y) nie posiada jed-
nak wielu po»¡danych wªasno±ci, co uniemo»liwia ªatwe jej u»ycie do konstruowania kwantowych
teorii. Jedn¡ z takich wad jest brak silnej ci¡gªo±ci grupy unitarnej

Ut(W (y)) := �(W (ty));

co, jak dalej opiszemy, oznacza brak samosprz¦»onego generatora (operatora pola). Konieczne
jest wi¦c rozwa»anie pewnej konkretnej klasy stanów o dobrych wªasno±ciach oraz reprezentacji
zwi¡zanych z tymi stanami, nie za± zajmowanie si¦ ogólnymi reprezentacjami, znanymi w teorii
C��algebr.

Przedstawiane tu problemy s¡ do±¢ dobrze poznane dla C��algebr i nie b¦d¡ gªównym te-
matem niniejszej pracy. W zwi¡zku z tym przytoczymy tu tylko niektóre stwierdzenia i de�nicje
uznane za najistotniejsze w omawianym temacie.

W celu opisania ogranicze« na stany oraz uzyskania po»¡danych wªasno±ci w reprezentacjach
konieczne jest omówienie kilku faktów i de�nicji z teorii operatorów. Szczególnie interesuj¡cym
poj¦ciem jest grupa unitarna, która b¦dzie odgrywa¢ gªówn¡ rol¦ w opisie dynamiki ukªadu
kwantowego.

De�nicja 2.19 1-parametrow¡ grup¡ unitarn¡ U nazywamy odwzorowanie

U : R 3 t �! Ut 2 B(H);

speªniaj¡ce warunki

(1) U0 = 1,

(2) Ut1Ut2 = Ut1+t2 :
Z powy»szych ªatwo wynika, »e zachodzi

U�1t1
= U�t1 = U�t1 :

Uwaga 2.20 B¦dziemy pomija¢ przedrostek �1-parametrowa�, gdy» tylko takie grupy unitarne

b¦d¡ wyst¦powa¢ w niniejszej pracy.

De�nicja 2.21 Grup¦ unitarn¡ U nazywamy silnie ci¡gª¡ je±li dla dowolnego wektora x 2 H
odwzorowanie

R 3 t �! Ut(x) 2 H
jest ci¡gªe w normie.

Silnie ci¡gªe grupy unitarne zajmuj¡ niebywale wa»ne miejsce w opisie ukªadów kwantowych.
Zachodzi poni»sze

Twierdzenie 2.22 (Stone) Dla dowolnej silnie ci¡gªej grupy unitarnej U istnieje dokªadnie jeden

g¦sto okre±lony operator A istotnie samosprz¦»ony taki, »e

s� lim
t!0

Ut � U0
it

= A:
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W zwi¡zku z tym mo»emy poprawnie zde�niowa¢ eitA jako grup¦ unitarn¡ generowan¡ przez
element A. B¦dziemy pisa¢

U(t) = eitA:

Pozwala to na okre±lenie pewnego typu reprezentacji C��algebry CCR(Y), dla którego b¦dzie
mo»na okre±li¢ generatory � operatory pola.

De�nicja 2.23 Reprezentacj¦ � : CCR(Y) �! B(H) nazywamy regularn¡ je±li dla ka»dego

y 2 Y grupa unitarna Uy okre±lona odwzorowaniem

R 3 t 7�! �(W (ty)) =: U(t;y) 2 B(H)

jest silnie ci¡gªa.

Uwaga 2.24 W przypadku regularnej reprezentacji ka»da jednoparametrowa grupa unitarna wy-

znaczona przez element y 2 Y posiada generator i mo»na j¡ jednoznacznie zapisa¢ jako

eit�(y) = U(t;y) [= �(W (ty))] ;

gdzie � jest odwzorowaniem przypisuj¡cym wektorowi y samosprz¦»ony generator grupy unitarnej

Uy. � Jest poprawnie okre±lone, gdy» grupy unitarne wyznaczone przez ró»ne wektory y; y0 2 Y
s¡ ró»ne.

Analiza wszystkich stanów na CCR(Y) jest zaj¦ciem trudnym, wymagaj¡cym u»ycia wie-
lu narz¦dzi analizy funkcjonalnej. Wprowadziwszy poj¦cie reprezentacji regularnej mo»na dalej
ograniczy¢ przestrze« rozpatrywanych stanów. Posªu»y ku temu

De�nicja 2.25 Stan ! nazywamy regularnym, wtedy i tylko wtedy, gdy jego reprezentacja GNS

(H!;�!;V!) jest regularna.
Nadal badanie wszystkich stanów regularnych na CCR(Y) wydaj¦ si¦ przerasta¢ mo»liwo±ci

i potrzeby tej pracy. W zwi¡zku z tym wprowadzimy poj¦cie stanów quasi-swobodnych2, które,
jak zobaczymy, b¦d¡ posiadaªy wszystkie po»¡dane wªasno±ci �zyczne. Warto nadmieni¢, i» stan
Focka, stany termiczne itp. nale»¡ do tej»e klasy.

De�nicja 2.26 Reprezentacja GNS stanu !

�! : CCR(Y) 3W (y) 7�! �!(W (y)) =: U(y) 2 B(H!)

nosi nazw¦ quasi-swobodnej, wtedy i tylko wtedy, gdy w H! istnieje cykliczny wektor quasi-

swobodny 	.
Wektorem quasi-swobodnym nazywamy wektor 	 2 H!, dla którego zachodzi

h	 j U(y)	i = exp

�
�1

4
y�y

�
;

gdzie � jest pewn¡ dodatnio okre±lon¡ form¡ kwadratow¡ na Y.
Stan ! na CCR(Y) nazywamy quasi-swobodnym je±li

!(W (y)) = exp

�
�1

4
y�y

�
:

2Podej±cie do omawianego tematu jest w zgodzie z [3]. Zawarte s¡ tam równie» dodatkowe informacje na
temat stanów quasi-swobodnych oraz ich reprezentacji GNS.
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Wprost z de�nicji (2.26) wynika nast¦puj¡ce proste

Stwierdzenie 2.27 Reprezentacja quasi�swobodna jest regularna.

Mo»emy zatem w poprawny sposób zde�niowa¢ operatory pola �(y) jako generatory grup
Ut(y). Dalej zamiast Ut(y) b¦dziemy pisa¢ ei�(y).

Dobrze znane dla przestrzeni Focka twierdzenie Wicka zachodzi równie» dla stanów quasi-
swobodnych. W zwi¡zku z tym ka»da 2m�punktowa funkcja korelacji policzona dla wektora
quasi-swobodnego 	, wyra»a sie poprzez funkcje dwupunktowe, a ka»da taka 2m+1�punktowa
funkcja korelacji jest to»samo±ciowa równa zeru. Ponadto zachodzi wzór

h	 j �(y1)�(y2)	i = y1(� +
i

2
!)y2:

Dzi¦ki okre±leniu formy kwadratowej �, na Y mo»na wprowadzi¢ dodatkow¡ struktur¦ normy,
tak by dla dowolnego y 2 Y byªo

kyk = j y�y j 12 :
Wtedy prawdziwa jest nierówno±¢

j y1!y2 j� 2ky1kky2k:

Nierówno±¢ ta oraz inne ograniczenia na wykorzystywane do konstrukcji stanów formy odgrywaj¡
rol¦ w opisie reprezentacji oraz w klasy�kacji stanów na danej algebrze. Niewielka cz¦±¢ z nich
zostanie u»yta i opisana w tej pracy. Teraz zajmiemy sie opisem wszystkich quasi-swobodnych
reprezentacji dla pola skalarnego.

2.10 Reprezentacje quasi�swobodne dla pola skalarnego Kleina�Gordona

Przypomnijmy, »e na przestrzeni rozwi¡za« Ym(M) okre±lonej w rozdziale (2.1) dziaªa grupa
G = O(1; 3)nR4. Naturalnym jest »¡danie, by stan quasi�swobodny posiadaª wªasno±¢ nie-
zmienniczo±ci ze wzgl¦du na dziaªanie grupy G. Ponadto stan ten powinien by¢ niezmienniczy ze
wzgl¦du na dynamik¦. Poka»emy, i» takich stanów jest niewiele, bowiem »¡dania niezmienniczo±ci
wzgl¦dem na dziaªania grupy Poincarégo oraz niezmienniczo±ci wzgl¦dem dynamiki wprowadzaj¡
silne ograniczenia na posta¢ stanów.

Twierdzenie 2.28 Wszystkie stany quasi-swobodne dla skalarnego pola Kleina-Gordona nie-

zmiennicze ze wzgl¦du na O(1; 3)nR4 oraz dynamik¦ scharakteryzowane s¡ przez liczb¦ rzeczy-

wist¡ �0 2 [1;+1[:

Dowód.

Ogólny stan quasi-swobodny wyra»a si¦ poprzez form¦ kwadratow¡ � jako

!�(W (f)) =

exp
�
� 1

2

Z
R3

d~x

Z
R3

d~y [ f(0; ~y) @tf(0; ~y) ]
h
�11(x; y) �12(x; y)
�21(x; y) �22(x; y)

ih
f(0; ~x)
@tf(0; ~x)

i�
:
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Pisz¡c �(x; y) mamy na my±li dystrybucyjne j¡dro caªkowe formy �. Wykorzystamy teraz po-
stulat niezmienniczo±ci ze wzgl¦du na grup¦ Poincarégo zaczynaj¡c od translacyjnej niezmien-
niczo±ci. Dziaªaj¡c elementem (1; a) 2 O(1; 3)nR4 na funkcje podcaªkowe (dokonuj¡c zamiany
zmiennych) od razu otrzymujemy, i» dla ka»dego elementu macierzowego musi by¢ speªnione

�ab(x+ a; y + a) = �ab(x; y);

gdzie a; b = 1; 2. St¡d wynika, i» �ab(x; y) s¡ w istocie dystrybucjami jednej zmiennej, i oznacza¢
je b¦dziemy przez �ab(x� y). Ograniczyli±my zatem rozwa»ane stany do postaci

!�(W (f)) =

exp
�
� 1

2

Z
R3

d~x

Z
R3

d~y [ f(0; ~y) @tf(0; ~y) ]
h
�11(x� y) �12(x� y)
�21(x� y) �22(x� y)

ih
f(0; ~x)
@tf(0; ~x)

i�
:

Posta¢ splotu sugeruje u»ycie transformaty Fouriera jako narz¦dzia uªatwiaj¡cego dalsz¡ analiz¦.
Po transformacji mamy bowiem

!�(W (f)) =

exp
�
� 1

2

Z
R3

d~k

(2�)3
[ f̂(~k) d@tf(~k) ]

h
�̂11(~k) �̂12(~k)

�̂21(~k) �̂22(~k)

ih
f̂(~k) d@tf(~k) i�:

Stosuj¡c do powy»szego postulat niezmienniczo±ci wzgl¦dem dynamiki oraz niezmienniczo±ci
wzgl¦dem transformacji Lorentza, otrzymujemy, »e

�̂(~k) = �0 �̂(k);

gdzie

�̂(~k) =
h (~k2 +m2)

1
2 0

0 (~k2 +m2)�
1
2

i
;

a �0 2 R. Liczba �0 musi by¢ dodatnia. Z teorii stanów quasi-swobodnych wiadomo, »e musi by¢
równie» �0 � 1, a ponadto dla �0 = 1 reprezentacja GNS skonstruowanego stanu jest (jedyn¡)
reprezentacj¡ Focka. �

Dalsza konstrukcja obejmuje standardow¡ procedur¦ konstruowania reprezentacji GNS wraz
z komponentami wchodz¡cymi w jej skªad i nale»y do kanonów, w zwi¡zku z czym nie b¦dzie
dalej opisywana. Doda¢ mo»na, i» stany dla �0 > 1 s¡ stanami termicznymi, a ich reprezentacje
s¡ dobrze poznane. Nale»¡ one do klasy reprezentacji Arakiego-Woodsa i s¡ szeroko opisane w [3].

2.11 Podsumowanie: pole skalarne. Od teorii klasycznej do kwantowej.

Idea zaprezentowana w pierwszej cz¦±ci tej pracy, cho¢ dotyczy pola skalarnego, mo»e by¢ stoso-
wana z powodzeniem do teorii bardziej skomplikowanych. W kolejnej cz¦±ci pracy przedstawimy
jej zastosowanie do kwantyzacji pola wektorowego, gdzie jak zobaczymy, zostanie ona zastoso-
wana bez wi¦kszych mody�kacji.
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3 Pole wektorowe w przestrzeni Minkowskiego

W poprzedniej cz¦±ci zostaªo opisane algebraiczne podej±cie do kwantowania pola skalarnego.
Wprowadzone symbole i poj¦cia b¦d¡ teraz kluczowe w zwi¦zªym i prostym opisie kwantyzacji
pola wektorowego masywnego. Ciekawym tematem jest opis pola bezmasowego, temat ten jednak
nie zostanie omówiony w tej pracy. W pierwszej cz¦±ci rozpatrzymy przypadek pola masywnego,
omawiaj¡c ró»ne teorie wyj±ciowe i nie narzucaj¡c na pola »adnych dodatkowych warunków przed
kwantyzacj¡.

3.1 Pole wektorowe. Lagran»jan i sformuªowanie klasyczne.

W celu systematycznego opisania ró»nic i podobie«stw miedzy stosowanymi w �zyce teoretycznej
opisami pól wektorowych oraz zrozumieniu procedury kwantyzacji takiego pola, przedstawimy
po krótce przegl¡d lagran»owskiego podej±cia do omawianego tematu. Stosowane tu oznaczenia
s¡ typowe dla podr¦czników �zyki kwantowej i z tego powodu nie s¡ ±ci±le de�niowane. Braki te
zostan¡ uzupeªnione w kolejnych rozdziaªach przy systematycznej de�nicji rozmaitych obiektów
zwi¡zanych z teori¡ wektorow¡.

Wprowad¹my dwuparametrow¡ rodzin¦ lagran»janów Lm;�. Teorie, które rozpatrujemy, opi-
suje g¦sto±¢ lagran»janu

Lm;� = �1

2
(@�A�)(@

�A�)� 1

2
m2A�A

� +
1

2
�(@�A�)(@

�A�):

Dla � = 1 otrzymujemy lagran»jan znany w literaturze pod nazw¡ lagran»janu Proca i piszemy

Lm;�=1 = �1

4
F��F�� � 1

2
m2A�A

�:

W przypadku, gdy speªnione jest jednocze±nie � = 1 oraz m = 0 mamy przypadek lagran»janu
dla elektrodynamiki bez ¹ródeª,

Lm=0;�=1 = �1

4
F��F�� :

Równania Eulera-Lagrange'a dla ogólnego lagran»janu Lm;� przyjmuj¡ posta¢

[(��m2)��� � �@�@� ]A
� = 0: (3.20)

Z równania (3.20) poprzez ró»niczkowanie obu stron, wynika w prosty sposób, »e

[(��m2)� ��]@�A
� = 0;

co po uporz¡dkowaniu daje
[(1� �)��m2]@�A

� = 0: (3.21)

W przypadku gdy � = 1, a m > 0 równanie (3.21) przyjmuje posta¢ tzw. warunku Lorentza.
Mamy

@�A
� = 0:
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Oznacza to »e lagran»jan L�=1;m>0 narzuca warunek @�A
� = 0 na pola wektorowe w tej teorii.

Interesuj¡cy jest przypadek, gdym > 0 oraz � 2 [0; 1[, wtedy mo»emy napisa¢ dla @�A� równanie

�
�� m2

1� �

�
@�A

� = 0:

Sugeruje to, »e skalarne pole @�A
� speªnia równanie Kleina-Gordona ze zmody�kowan¡ mas¡

m�. Mamy

m� =
mp
1� �

:

Umo»liwia to stwierdzenie, i» masa komponenty skalarnej masywnego pola wektorowego d¡»y
do niesko«czono±ci, gdy parametr � d¡»y do jedno±ci. Niejako wymusza to na polu A� warunek
Lorentza, co równie» wynikaªo z równa« ruchu dla lagran»janu Proca. W rozwa»aniach pola
wektorowego z mas¡ w niniejszej pracy najbardziej interesuj¡cy b¦dzie przypadek � = 0, gdy»,
jak pó¹niej poka»emy, warunek Lorentza mo»na w sposób kowariantny narzuci¢ w dowolnym
momencie kwantyzacji (poprzez wprowadzenie pewnych operatorów rzutowych), np. podczas
konstrukcji stanów kwantowych na algebrze obserwabli.

Nieco inny jest przypadek masy zerowej, w przypadku, gdy parametr � 2 [0; 1[. W tym
przypadku mamy po prostu

� @�A
� = 0:

Oznacza to, »e podªu»na skªadowa pola wektorowego jest bezmasowym polem skalarnym Kleina-
Gordona. W przypadku teorii elektrodynamiki dla L�=1;m=0 równanie (3.21) staje si¦ trywialne
i nie daje »adnej dodatkowej informacji na temat wyst¦puj¡cych pól w teorii. Równania ruchu
w tym przypadku przyjmuj¡ posta¢

� A� = 0:

Zatrzymajmy sie jeszcze chwil¦ by przedyskutowa¢ jak wyra»aj¡ si¦ p¦dy kanoniczne dla
ogólnego lagran»janu Lm;�. Elementarny rachunek daje, »e

�� =
�Lm;�

�(@0A�)
= �@0A� + �@�A0 = @0A

� + ����@�A
0:

W przypadku gdy � = 0 powy»sze wyra»enie trywializuje si¦ do

�� = @0A
�:

Ciekawe jest jednak zachowanie tego pola, gdy parametr � poªo»ymy równy jeden. Wtedy do-
stajemy dwa ró»ne wyra»enia,

�0 = 0;

oraz
�i = @0A

i + @iA
0:

Prowadzi to do rozwa»ania ukªadu z wi¦zami. W tej pracy zajmiemy si¦ gªównie sytuacj¡, gdy
� = 0 i m > 0. Przypadek � = 0 jest niejako szerszy i pozostawia wi¦cej swobody. Prawd¡ jest
równie», »e dla � = 0 pola A� nie s¡ polami cechowania jak ma to miejsce w przypadku � = 1.
Fakt bycia polami cechowania powoduje, i» pocz¡tkowo ukªad nie jest dynamiczny, wªa±nie ze
wzgl¦du na swobod¦

A�
 A� + @�f:
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Aby przeprowadzi¢ kwantyzacj¦, nale»y najpierw przej±¢ do klas równowa»no±ci wzgl¦dem tego
dziaªania. Dopiero wtedy otrzymana przestrze« ilorazowa, potraktowana jako ukªad dynamiczny
(bez swobody cechowania) podlega¢ mo»e kwantyzacji. Z powodu ogranicze« szersze omówienie
tego tematu nie znajdzie si¦ w niniejszej pracy.

Przytoczymy jeszcze hamiltonian klasyczny dla przypadku z � = 0. Jest to po prostu hamil-
tonian czterech pól skalarnych z odpowiednio dobranymi znakami (zgodnie z wybran¡ postaci¡
metryki). Mamy

H =
1

2

Z
R3

d~x
�
��(~x)��(~x) +A�(~x)(�4+m2)A�(~x)

�
Dodatnia okre±lono±¢ tego wyra»enia, postrzeganego jako hamiltonian kwantowy, b¦dzie jednym
z tematów dyskusji w niniejszych rozdziaªach.

Zastosowany w tej pracy formalizm traktowaª b¦dzie u»ywane w �zyce pola A�, czy �� jako
dystrybucje, a po kwantyzacji - jako �dystrybucje o warto±ciach operatorowych�.

Opisanie ró»nych wyborów cechowania, przeanalizowanie granicy zerowej masy i kowariantna
de�nicja stanu Focka w kwantowej elektrodynamice s¡ z pewno±ci¡ bardzo ciekawymi temata-
mi badawczymi, niestety nie wszystkie z nich znajd¡ swoje miejsce w tej pracy. W kolejnym
podrozdziale na chwil¦ zatrzymamy si¦ przy polu masywnym, by dokªadniej omówi¢ wªasno±ci
kwantowej algebry Weyla dla pola wektorowego z mas¡. Jest to zapewne punkt wyj±cia do prze-
prowadzenia granicy bezmasowej, co jak wcze±niej wspomnieli±my mo»e by¢ ciekawym tematem
do analizy.

3.2 Klasyczne pole wektorowe z m > 0 przy � = 0.
Przestrze« rozwi¡za« Vm(M) oraz dziaªanie grupy SO0(1; 3)nR

4.

Podobnie jak w przypadku pola skalarnego b¦dziemy rozwa»ali przestrze« rozwi¡za« równania
Kleina-Gordona z zastrze»eniem, by parametr m byª dodatni. Przestrze« rozwi¡za« dla pola
wektorowego oznaczamy Vm(M). Nietrudno spostrzec, »e

Vm(M) = C4 
 Ym(M):

Podobnie przestrze« rzeczywistych pól wektorowych, mo»na zde�niowa¢ jako

VRm(M) = R4 
 YRm(M):

B¦dziemy mówili, »e f� jest rozwi¡zaniem i nale»y do Vm(M) wtedy, i tylko wtedy, gdy

(��m2)f� = 0:

Istotn¡ ró»nic¡ mi¦dzy Vm(M) a Ym(M) jest dziaªanie grupy O(1; 3)nR4 przez swoj¡ repre-
zentacj¦ de�niuj¡c¡. Odró»nia ono pole wektorowe od kolekcji czterech pól skalarnych. Jego rola
w kwantyzacji pola masywnego ujawni si¦ jednak dopiero podczas konstruowania stanów �zycz-
nych (niezmienniczych wzgl¦dem dziaªania) na algebrze CCR(V). Wcze±niejsze �etapy� kwan-
tyzacji b¦d¡ analogiczne do przypadku pola skalarnego � uwzgl¦dni¢ nale»y jedynie tensorow¡
struktur¦ kwantowanej przestrzeni rozwi¡za« klasycznych.



28 Kwantyzacja pól wektorowych w uj¦ciu algebraicznym

Grupa O(1; 3)nR4 dziaªa przez reprezentacj¦ de�niuj¡c¡ w przestrzeniM. Dla przypomnie-
nia, dziaªanie to wyra»a si¦ wzorem

(�; a)x = �x+ a; (3.22)

gdzie

(�; a) 2 O(1; 3)nR4:
Jak poprzednio z powodu wybranej orientacji, ogranicza¢ b¦dziemy si¦ do wªa±ciwej i ortochro-
nicznej grupy Lorentza SO0(1; 3). Na Vm(M) grupa O(1; 3)nR4 dziaªa przez reprezentacj¦
de�niuj¡ca tak, »e

(R(�;a)
�

�
f�)(x) = ��

�f
�(��1(x� a)):

Równanie Kleina-Gordona jest niezmiennicze wzgl¦dem powy»szego dziaªania, co oznacza, »e
dla dowolnych f� 2 Vm(M) oraz (�; a) 2 G zachodzi

R(�;a)
�

�
f� 2 Vm(M):

Jak pó¹niej opiszemy, dziaªanie tej reprezentacji dla pola wektorowego bezmasowego jest
kluczowym punktem istotnie ró»ni¡cym go od przypadku masywnego.

W przypadku gdy m > 0 mamy do±¢ prost¡ sytuacj¦ � reprezentacja de�niuj¡ca grupy
SO0(1; 3)nR

4 rozkªada si¦ na dwie skªadowe nieprzywiedlne, z których jedna � skalarna �
ma jeden stopie« swobody, druga � wektorowa � trzy stopnie swobody. Wobec tego przestrze«
Vm(M) przedstawia si¦ jako suma prosta przestrzeni niezmienniczych dla obu skªadowych nie-
przywiedlnych. Mamy

Vm(M) = Vm(M)S � Vm(M)V :

Rozkªad ten oraz analiza obu skªadowych w powy»szym rozkªadzie dadz¡ interesuj¡ce wyniki
dotycz¡ce procedury kwantyzacji.

3.3 Przestrze« dualna do przestrzeni rozwi¡za«. Formalizm kanoniczny
oraz przestrze« warunków pocz¡tkowych.

Niezb¦dne jest wprowadzenie ±cisªej notacji, jednocze±nie zgodnej z konwencjami przyj¦tymi
w �zyce teoretycznej. W de�nicji przestrzeni rozwi¡za« dla pola wektorowego odwoªujemy si¦ do
przypadku pola skalarnego. W rozdziale (2.3) przestrze« rozwi¡za« dla pola skalarnego zostaªa
zde�niowana jako przestrze« liniowa z topologi¡. Ponadto podane w (2.4) bijektywne uto»samie-
nie przestrzeni rozwi¡za« z przestrzeni¡ warunków pocz¡tkowych jest u»yte do skonstruowania
takiego uto»samienia dla teorii wektorowej. �atwo±¢ stosowania wprowadzonych dla teorii ska-
larnej obiektów bierze si¦ z wygodnego wyboru równa« ruchu, ie. wyboru � = 0 w lagran»janie.
Dzi¦ki temu przestrze« rozwi¡za« dla pola wektorowego oraz wszelkie obiekty w niej skonstru-
owane b¦d¡ miaªy tensorow¡ struktur¦.

Poni»szy diagram przedstawia typowe oznaczenia dla elementów, przestrzenie do których one
nale»¡ oraz powi¡zania mi¦dzy nimi.
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f� 2 VRm(M) ' R4 
 YRm(M) - YRm(M)
0 
 R4 ' VRm(M)

0 3 ��

(u�; v�) 2 R4 
 (C10 (R3)� C10 (R3))

1R4 
 {

?

- R4 
D(R3 � R3) 3 (A�(~x);��(~x))

1̂R4 
 {

?

Powy»szy graf jest analogiczny do diagramu podanego w (2.7) dla pola skalarnego. Podobne
jest równie» znaczenie zamieszczonych w nim obiektów. Warto przypomnie¢, i» to wªa±nie dys-
trybucje staj¡ si¦ po kwantyzacji operatorami pola, za± funkcje rozsmarowuj¡ce (rozwi¡zania)
pozostaj¡ wielko±ciami przemiennymi. B¦dziemy pisa¢, w sensie notacji, »e

A�(u) =

Z
R3

A�(~x)u�(~x);

oraz

��(v) =

Z
R3

��(~x)v�(~x):

Tyczy si¦ to przestrzeni warunków pocz¡tkowych, w przypadku elementów przestrzeni VRm(M)
b¦dziemy pisa¢, w ukªadzie wspóªrz¦dnych (t; ~x) dla chwili czasu t0, »e

��
t0
(f) =

Z
�t0

A
�
t0
(~x)f�(t0; ~x) + ��

t0
(~x)@tf�(t0; ~x):

Jak uzasadniono w pierwszym rozdziale, dotycz¡cym pola skalarnego, caªa procedura identy�kacji
z warunkiem pocz¡tkowym jest odpowiednio niezmiennicza lorentzowsko.

Jak poprzednio wspomniano, po utworzeniu algebry CCR(V) (rozsmarowane) operatory pola
speªniaj¡ reguªy komutacyjne zadane relacj¡

[A�(u);��(v)] = (u; 0)!(0:v) =

Z
R3

u�v�: (3.23)

Uzasadnimy, i» standardowa forma reguª komutacyjnych, tzn. relacja

[A�(x);��(x0)] = ����(x� x0); (3.24)

jest w zgodzie z podan¡ wy»ej wersj¡ rozsmarowan¡. Z de�nicji (notacji) pól rozsmarowanych,
mamy, »e

[A�(u);��(v)] =

Z Z
d~xd~x0(A�(~x)��(~x0)���(~x0)A�(~x))u�(~x)v�(~x

0);

co po zastosowaniu reguª komutacyjnych w formie dystrybucyjnej daje dokªadnie wyra»enie
(3.23). W dalszej cz¦±ci oba zwi¡zki komutacyjne b¦d¡ traktowane w jednakowy sposób i u»ywane
wymiennie.

Warto spostrzec, i» reguªy komutacyjne w postaci (3.24) prowadz¡ przy niektórych kon-
strukcjach, np. Gupta-Bleuler, do inde�nitnych metryk w przestrzeni stanów i tym podobnych
problemów. Prezentowany w tej pracy jest pogl¡d odmienny - poprawny wybór struktury kwan-
towanej przestrzeni i dobry dobór (±ci±le dodatnio okre±lonego) stanu, umo»liwi kwantyzacj¦
peªnego pola wektorowego (spin 1 + spin 0) z dodatnio okre±lon¡ metryk¡, i co za tym idzie,
poprawnie zde�niowan¡ przestrzeni¡ stanów.
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3.4 Komponenta skalarna i wektorowa w teorii masywnej

W niniejszej sekcji opiszemy w peªny sposób rzuty na wspomniane pod koniec poprzedniego
rozdziaªu podprzestrzenie skªadowych skalarnej i wektorowej. Rozkªad

Vm(M) = Vm(M)S � Vm(M)V

jest kluczowy przy zrozumieniu struktury przestrzeni rozwi¡za«. W przypadku masywnym, jak
wspomnieli±my w rozdziale (3.1) d¡»enie parametru � do jedno±ci, powoduje �wª¡czenie� wa-
runku Lorentza @�f

� = 0 dla rozwi¡za« poprzez wzrost masy komponenty transwersalnej do
niesko«czono±ci. Lagran»jan dla � = 1 oraz m > 0 ma form¦ lagran»janu Proca.

Teoria klasyczna rozumie pole wektorowe jako funkcj¦ f� 2 Vm(M) speªniaj¡c¡ warunek
@�f

� = 0: Warunek ten»e jest wyra»eniem liniowym, w zwi¡zku z czym wyznacza w Vm(M)
podprzestrze« wektorow¡ (domkni¦t¡). W przypadku masywnym ªatwo jest skonstruowa¢ jawnie
niezmiennicze lorentzowsko rzuty na podprzestrze« pól wektorowych.

De�nicja 3.1 Okre±lmy

PS =
@�@�

m2

oraz

PV = 1� PS = ��� � @�@�

m2
:

Uwaga 3.2 Podobnie jak w de�nicji rzutów, pomija¢ b¦dziemy indeksy lorentzowskie, chyba »e

powodowaªoby to bª¦dy w notacji.

Stwierdzenie 3.3 Prawd¡ jest, »e

(1) Operatory PS oraz PV s¡ rzutami,

(2) PS i PV s¡ jawnie wspóªzmiennicze wzgl¦dem dziaªania grupy SO0(1; 3)nR
4.

Dowód.

Jasne jest, »e m jest liczb¡, a @� transformuje si¦ jak wektor. Nale»y jeszcze sprawdzi¢, »e
zde�niowane powy»ej operatory s¡ idempotentami.

Mamy

(PS)
2 =

@�@�@
�@�

m4
=

@��@�

m4
=

@�@�

m2

�

m2
=
�

m2
� PS ;

jednak na przestrzeni rozwi¡za« Vm(M) mamy � = m2, zatem

(PS)
2 = PS :

z ogólnej algebry mamy, »e je±li PS jest idempotentem to 1�PS = PV te» jest idempotentem. �

Uwaga 3.4 Cz¦sto bardziej pogl¡dowy dla �zyka jest obraz po transformacie Fouriera, wtedy

zde�niowane powy»ej operatory rzutowe przyjm¡ posta¢

P̂S = �k
�k�

m2
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oraz

P̂V = 1� PS = ��� +
k�k�

m2
:

�Daszki� nad operatorami b¦dziemy cz¦sto pomija¢, gdy nie b¦dzie budzi¢ to w¡tpliwo±ci. Trans-

format¡ Fouriera zajmiemy si¦ szczegóªowo dopiero w dalszej cz¦±ci pracy oraz wtedy, gdy b¦dzie

ona uªatwieniem przy opisie omawianych zagadnie«.

W dalszej cz¦±ci oka»e si¦, »e rzuty te s¡ ortogonalne w pewnym skonstruowanym dalej iloczy-
nie skalarnym oraz �dziel¡� przestrze« rozwi¡za« wraz z caªa jej struktur¡ na dwie przestrzenie
symplektyczne. Rzuty te odegraj¡ kluczow¡ rol¦ w konstruowaniu dodatnich stanów na algebrze
CCR(V).

3.5 Struktura symplektyczna przestrzeni Vm(M). Struktura Kählera.

Tak samo jak w przypadku pola skalarnego (2.2), w przestrzeni Minkowskiego wyró»niamy form¦
obj¦to±ci � oraz wprowadzamy operator ? dziaªaj¡cy na formy ró»niczkowe.

W przypadku pola wektorowego form¦ symplektyczn¡ de�niujemy bardzo podobnie jak po-
przednio, bowiem

De�nicja 3.5 Dwuliniowe odwzorowanie

! : VRm(M)� VRm(M) �! C

takie, »e dla f�; g� 2 VRm(M)

g!f =

Z
�t

(g� ^ ?df� � f� ^ ?dg�)) =:
Z
�t

!g;f ;

nazywamy form¡ symplektyczn¡ na przestrzeni pól wektorowych. �t jest dowoln¡ powierzchni¡

staªego czasu w dowolnym ukªadzie wspóªrz¦dnych.

Zachodzi poni»sze ªatwe stwierdzenie, podobne do (2.10) dla pola skalarnego:

Stwierdzenie 3.6 Prawd¡ jest, »e

(1) Warto±¢ formy ! nie zale»y od wyboru powierzchni staªego czasu �t,

(2) Forma ! jest niezmiennicza pod dziaªaniem grupy SO0(1; 3)nR
4.

Dowód powy»szego jest nieznacznie zmienionym dowodem stwierdzenia (2.10), wi¦c zostanie
pomini¦ty.

W identyczny sposób wprowadzamy w Vm(M) struktur¦ zespolon¡ j oraz symetryczn¡ for-
m¦ � (rzeczywisty iloczyn skalarny). Wyra»enia s¡ identyczne jak w przypadku pola skalarnego
z uwzgl¦dnieniem tensorowej struktury przestrzeni Vm(M), np.

jvec = jsc 
 1C4 :

Kompleksy�kacja przebiega w identyczny sposób, a interpretacja �zyczna podziaªu na przestrze-
nie Z oraz Z nie ulega zmianie.
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Jak wspomnieli±my w poprzednim rozdziale, wprowadzone operatory PS oraz PV rozkªadaj¡
przestrze« Vm(M) na sum¦ prost¡ dwóch przestrzeni symplektycznych. Aby u±ci±li¢ ten fakt
nale»y zauwa»y¢, i» zachodzi

(PV )
#!PS = 0

oraz
(PS)

#!PV = 0:

To»samo±ci te sprawdza si¦ w ªatwy sposób bezpo±rednim rachunkiem. Poªó»my

!S := (PS)
#!PS

oraz
!V := (PV )

#!PV ;

wtedy
! = !S � !V ;

ponadto mo»emy napisa¢, »e

(Vm(M); !) = (Vm(M)S ; !S)� (Vm(M)V ; !V ):

Powy»sza to»samo±¢ mówi, »e forma symplektyczna ! jest blokowo diagonalna wzgl¦dem
wprowadzonych rzutów. Inaczej � w formalizmie kanonicznym � mo»na powiedzie¢, »e poªo»enie
nale»y do wybranej podprzestrzeni, wtedy i tylko wtedy, gdy sprz¦»ony p¦d kanoniczny równie»
do niej nale»y.

Jednak naiwne powtórzenie procedury dokonanej dla pola skalarnego, doprowadzi do wypo-
sa»enia przestrzeni warunków pocz¡tkowych dla pola wektorowego w form¦ ��� 
 (�sc + i!sc),
która nie jest dodatnio okre±lona, w zwi¡zku z czym nie da poprawnego iloczynu skalarnego, ani
nie mo»e by¢ podstaw¡ konstruowania poprawnie okre±lonych stanów.

Rozwi¡zaniem tej sytuacji jest dokonanie �zmiany znaku� przy skªadowej transwersalnej pola
wektorowego, ale w sposób kowariantny. Mo»liwe jest to bez dokonywania mody�kacji reguª ko-
mutacyjnych, jedynie poprzez zmian¦ struktury zespolonej. Zmiana ta nie mo»e jednak zmienia¢
wªasno±ci j2vec = �1. Przypomnijmy prosty fakt z algebry.

Stwierdzenie 3.7 Je±li P 6= 0; 1 jest idempotentem, a; b 2 R+, to a� bP jest inwolucj¡, wtedy

i tylko wtedy, gdy a=1 i b=0 lub gdy a=1 i b=-2.

Dowód.

Oczywi±cie (a + bP )2 = a2 + (�2ab + b2)P . Musi by¢ a2 = 1 oraz (�2ab + b2 = 0), co od razu
implikuje tez¦ stwierdzenia. �

Istnieje zatem tylko jeden sposób zmody�kowania struktury zespolonej w VRm(M). W naszej
teorii dost¦pne s¡ tylko dwa kanonicznie okre±lone rzuty - rzut na komponent¦ skalarn¡ i rzut na
komponent¦ wektorow¡. Wybór nie jest istotny, gdy» w tym przypadku otrzymamy izomor�czne
struktury - �zmiana znaku�, mo»e mie¢ miejsce zarówno przy komponencie wektorowej, jak i przy
skalarnej, i nie gra to istotnej roli.

Stwierdzenie 3.8 Poªó»my

j = (��� � 2
@�@�

m2
)
 jsc = (1R4 � 2Psc)
 jsc:

Prawd¡ jest, »e:



Kwantyzacja pól wektorowych w uj¦ciu algebraicznym 33

(1) j jest poprawn¡ struktur¡ zespolon¡ w VRm(M),

(2) (VRm(M); !; j; �) tworzy przestrze« Kählera z dodatnio okre±lonym iloczynem skalarnym

gdzie � = �!j jest dodatnio okre±lon¡ form¡ symetryczn¡.

Dowód.

By j byªo poprawn¡ struktur¡ zespolon¡ wystarczy, by byªo j2 = �1. Zde�niowana struktura
zespolona j jest iloczynem tensorowym inwolucji i antyinwolucji, w zwi¡zku z czym jest antyin-
wolucj¡. Do dowodu drugiego punktu posªu»y nast¦puj¡cy

Lemat 3.9 Niech a; b 2 R. Forma


 = a��� � b
@�@�

m2

jest ±cisle dodatnio okre±lona dla 0 < a < b.

Dowód.

Do dowodu lematu wykorzystamy transformat¦ Fouriera. Wtedy,


̂ = a��� + b
k�k�

m2
:

Przypomnijmy, »e
� = diag(�1; 1; 1; 1);

w zwi¡zku z czym teza wynika w oczywisty sposób po przej±ciu do ukªadu spoczynkowego dla
wybranego p¦du. �

Teraz w VRm(M) mamy

� = �!j = (���(�
�
� � 2

@�@�

m2
))
 (!scjsc) = (��� � 2

@�@�

m2
)
 �sc:

z powy»szego lematu i z postaci struktury Kählera dla pola skalarnego wynika teza stwierdzenia.
�

Uwaga 3.10 Jak poprzednio wspomniano jest to jedyny wybór dodatnio okre±lonej, niezmien-

niczej formy �, przy którym j = ��1! jest antyinwolucj¡. St¡d wynika, »e kompleksy�kacja

CVRm(M) jest przestrzeni¡ Hilberta, a jak dokªadniej opiszemy, stan quasi-swobodny zwi¡zany

z � jest jedynym stanem Focka na CCR(V).
Konkluduj¡c caªo±¢ dotychczasowych rozwa»a«, przestrze« CVRm(M) jest wyposa»ona w póª-

toraliniowy iloczyn skalarny dany wzorem, zapisany w uproszczonej notacji macierzowej jako

(f1jf2) =
Z
�0

[ f
�

1 (0; ~x) @tf
�

1 (0; ~x) ]
�
(��� � 2

@�@�

m2
)�sc + i��� !sc

�h
f�2 (0; ~x)
@tf

�
2 (0; ~x)

i
; (3.25)

gdzie dla przypomnienia,

�sc =
h (�4+m2)

1
2 0

0 (�4+m2)�
1
2

i
;

natomiast

!sc =
h 0 1
�1 0

i
:
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Uwaga 3.11 Powy»szy wzór jest zapisany w wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych w chwili t = 0.
Oczywi±cie mo»na, korzystaj¡c ze wzorów podanych dla pola skalarnego, przeewoluowa¢ wyra»enie

do dowolnej chwili czasu. Kwestia niezmienniczo±ci wzgl¦dem dynamiki i grupy SO0(1; 3)nR
4

jest przedyskutowana w pierwszym rozdziale po±wi¦conym polu skalarnemu, tensorowa struktura

czyni dyskusj¦ w przypadku pola wektorowego niemal identyczn¡.

Uwaga 3.12 Mo»na zapisa¢ ten iloczyn skalarny dla przestrzeni warunków pocz¡tkowych,

R4 
 (C10 (R3)� C10 (R3));

pami¦taj¡c, »e operator @t nie ma w niej sensu i nale»y go zast¡pi¢ odpowiednim wyra»eniem ko-

rzystaj¡c z równa« ruchu, co prowadzi do mniej zwartej formuªy na iloczyn skalarny, nie istotnej

w tej pracy.

Uwaga 3.13 Czasem wygodnie si¦ posªugiwa¢ form¡ powy»szego iloczynu dla przestrzeni trans-

formaty Fouriera. Zale»nie od przyj¦tych konwencji, iloczyn skalarny dla transformat funkcji

przyjmuje posta¢ typu

(f1jf2) =
Z

d~k

(2�)3
[ f

�

1 (
~k) @tf

�

1 (
~k) ]

�
(��� + 2

k�k�

m2
)�sc + ���!sc

�h
f�2 (

~k)

@tf
�
2 (
~k)

i
; (3.26)

gdzie !sc oczywi±cie nie ulega zmianie, natomiast,

�sc =
h (~k2 +m2)

1
2 0

0 (~k2 +m2)�
1
2

i
=
h
Ek 0

0 E�1k

i
:

Przez @tf(~k) rozumiemy transformat¦ Fouriera funkcji @tf(0; ~x), natomiast Ek =
p
~k2 +m2.

Prawd¡ jest równie», »e wprowadzone rzuty PS i PV s¡ ortogonalne w zde�niowanym wy»ej
iloczynie skalarnym. Wobec tego skompleksy�kowana przestrze« Kählera3 Vm(M) rozkªada si¦
na dwie ortogonalne podprzestrzenie. Ka»da z nich mo»e ulec z osobna kwantyzacji w sposób
identyczny z opisanym w cz¦±ci pierwszej dla pola skalarnego (po obci¦ciu przestrzeni z caª¡ jej
struktur¡ do podprzestrzeni). Dalej opiszemy nieco inne podej±cie. Mo»na bowiem korzystaj¡c
ze zdobytej wiedzy na temat niezmienniczych dodatnio okre±lonych form na Vm(M), zde�niowa¢
poprawne, niezmiennicze lorentzowsko stany na caªej algebrze CCR(V). Kosztem takiego post¦-
powania b¦dzie jednak hamiltonian nie ograniczony z doªu. Podobnie jak dla pola skalarnego
istniaª b¦dzie jedyny stan Focka, jednak nie jest to stan powstaªy przez �dopisanie� wska¹ników
lorentzowskich do wielko±ci zde�niowanych dla pola skalarnego. W istocie jest to stan zªo»ony
ze stanów podstawowych osobno dla komponenty skalarnej i wektorowej, z nieco zmody�kowa-
n¡ struktur¡ zespolon¡, zamieniaj¡c¡ miejscami poj¦cie antycz¡stki i cz¡stki dla komponenty
skalarnej.

3Tu przestrze« Kählera mo»e by¢ równie» traktowana jako przestrze« Hilberta.
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3.6 Klasyczne pole wektorowe i jego transformata Fouriera.
Formalizm Kanoniczny.

Podobnie jak w przypadku pola skalarnego pracujemy w wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych
w chwili czasu zero. Na tym etapie wszelkie wypisywane formuªy nie s¡ jawnie kowariantne. Ana-
liza tego problemu jest identyczna jak w przypadku pola skalarnego i byªa opisana w pierwszym
rozdziale niniejszej pracy. Rozwi¡zanie równania Kleina-Gordona najªatwiej zapisa¢ w postaci
transformaty Fouriera, standardowo w �zyce teoretycznej wprowadza si¦

f�(x) =

Z
d3k

(2�)3
p
2Ek

[eikxf�(~k) + e�ikxf�(~k)];

dla Ek > 0. Aby zde�niowana funkcja byªa rozwi¡zaniem równa« ruchu dla Lm;�=0 potrzeba, by
speªniony byª warunek powªoki masy

k2 = �m2:

Stosujemy oznaczenie

Ek =

q
~k2 +m2:

W powy»szym wyra»eniu f�(~k) to cztery zespolone funkcje, których cz¦±ci rzeczywiste i urojone
s¡ funkcjami znikaj¡cymi w przestrzennej niesko«czono±ci, przestrze« p¦dów po której przebiega
caªkowanie uto»samiamy z przestrzeni¡ R3. Suma w powy»szym wyra»eniu wyznacza podziaª
na cz¦±¢ o dodatniej oraz na cze±¢ o ujemnej energii, o czym decyduje znak przy Ek. Gdy
w wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych poªo»ymy t = 0, przechodzimy do przestrzeni transformaty
Fouriera warunków pocz¡tkowych. Mamy (dla dystrybucji A�(~x) oraz ��(~x))

A�(x) =

Z
d3k

(2�)3
p
2Ek

(eikxA�(~k) + e�ikxA�
(~k)); (3.27)

oraz

��(x) = i

Z
d3k

(2�)3

r
Ek

2
(eikxA�(~k)� e�ikxA�

(~k)): (3.28)

Podziaª ten jest odpowiedni z podziaªem skompleksy�kowanej przestrzeni rozwi¡za« rzeczy-
wistych na przestrzenie: holomor�czn¡ Z oraz antyholomor�czn¡ Z, ale dla struktury zespolonej
wybranej �naiwnie�. Mamy (w uproszczonej notacji macierzowej)

j0 = 1R4 

h 0 (�4+m2)�

1
2

�(�4+m2)
1
2 0

i
: (3.29)

Wtedy rzuty

PZ =
1� ij0

2
oraz

PZ =
1 + ij0

2

w naturalny sposób wybieraj¡ cz¦±¢ o odpowiednio dodatniej lub ujemnej energii. Prosty rachu-
nek, do±¢ ªatwy do przeprowadzenia w postaci odwrotnej transformaty Fouriera daje dla cz¦±ci
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holomor�cznej, »e

PZ
h
A�(x)
��(x)

i
=
�1� ij0

2

�h
A�(x)
��(x)

i
=
h R

d3k
(2�)3

p
2Ek

(eikxA�(~k))

i
R

d3k
(2�)3

q
Ek

2 (eikxA�(~k))

i
; (3.30)

i analogicznie dla cz¦±ci antyholomor�cznej

PZ
h
A�(x)
��(x)

i
=
�1 + ij0

2

�h
A�(x)
��(x)

i
=
h R

d3k
(2�)3

p
2Ek

(e�ikxA�
(~k))

�i R d3k
(2�)3

q
Ek

2 (e�ikxA�
(~k))

i
: (3.31)

Jest to standardowo w �zyce stosowana procedura opisana tu nieco dokªadniej z naciskiem na
struktury zespolone wyst¦puj¡ce w omawianym problemie. Poprzednio jednak wykazali±my, »e
�naiwny� wybór struktury zespolonej prowadzi do niepoprawnie okre±lonego iloczynu skalarnego,
w zwi¡zku z czym dokonali±my mody�kacji struktury zespolonej, tak by

j0 = (1R4 � 2PS)

h 0 (�4+m2)�

1
2

�(�4+m2)
1
2 0

i
;

gdzie

PS =
@�@�

m2
:

Nale»y zatem zmody�kowa¢ transformaty Fouriera pól A�(x) oraz ��(x), tak, by byªy w zgodzie
ze zmody�kowan¡ struktur¡ zespolon¡, prowadzi to do wyra»e«

A�(x) =
R

d3k
(2�)3

p
2Ek

�
[eikx (1� P̂S)

�
� + e�ikx (P̂S)�� ]A

�(~k) +

[e�ikx (1� P̂S)
�
� + eikx (P̂S)

�
� ]A

�
(~k)
�

oraz

��(x) = i
R

d3k
(2�)3

q
Ek

2

�
[eikx (1� P̂S)

�
� � e�ikx (P̂S)�� ]A

�(~k)�

[e�ikx (1� P̂S)
�
� � eikx (P̂S)

�
� ]A

�
(~k)
�
;

gdzie dodatkowe wyrazy pochodz¡ z rozkªadu rzutowego wzgl¦dem

P̂S = �k
�k�

m2
:

Zauwa»my, »e mody�kacja której dokonano, to zamiana miejscami cz¡stki i antycz¡stki dla skªa-
dowej transwersalnej, nie zmieniaj¡c przy tym skªadowej czysto wektorowej. Nieco wyprzedzaj¡c
fakty, zauwa»my, »e rezultatem tego rozumowania b¦d¡ poprawnie okre±lone reguªy komutacji
dla operatorów kreacji i anihilacji w reprezentacji p¦dowej. Kanoniczne reguªy komutacji dla
A�(x) oraz ��(x) przybieraj¡ posta¢ (w chwili t = 0)

[A�(0; ~x);��(0; ~x0)] = i����(~x� ~x0); (3.32)
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i b¦d¡ one niebawem zde�niowane formalnie dla generatorów grup unitarnych dla reprezentacji
algebry CCR(V), co pozwoli nada¢ matematyczny sens to»samo±ci (3.32). Nie mniej jednak, mo»-
na odwróci¢ transformaty Fouriera i korzystaj¡c z kanonicznych reguª komutacyjnych w postaci
(3.32) dosta¢ reguªy komutacyjne w reprezentacji p¦dowej. Mamy wtedy

[A�(~k); A
�
�(
~k0)] = (2�)3�(~k � ~k0)(��� + 2

k�k�

m2
); (3.33)

a pozostaªe komutatory znikaj¡. Rachunek ten jest do±¢ dªugi, ale elementarny, w zwi¡zku z czym
zostaª pomini¦ty. Bardzo korzystnym rezultatem jest, »e reguªy komutacji w postaci (3.33) zadane
s¡ przez form¦ dodatnio okre±lon¡, w zwi¡zku z tym przestrze« stanów jest okre±lona poprawnie
i posiada dobry iloczyn skalarny, jak niebawem si¦ oka»e, dla jedynego stanu Focka, jest to ten
iloczyn skalarny, który skonstruowali±my ju» wcze±niej w przestrzeni rozwi¡za« CVRm(M). Nale»y
tu nadmieni¢, i» przedstawiony w rozdziale (3.1) hamiltonian

H =
1

2

Z
R3

d~x
�
��(~x)��(~x) +A�(~x)(�4+m2)A�(~x)

�
;

po kwantyzacji przybierze posta¢

Ĥ =

Z
d3k

(2�)3
EkA

�
�(
~k)A�(~k):

Uzasadnimy, »e powy»szy kwantowy hamiltonian nie ma spektrum ograniczonego od doªu ani
od góry. �atwo wida¢, i» jest on ró»nic¡ hamiltonianu dla trzech oscylatorów i hamiltonianu dla
jednego oscylatora harmonicznego. Spostrze»enie to implikuje, »e omawiany hamiltonian nie jest
ograniczony od doªu, a ponadto ma wiele stanów o zerowej energii. Stanem podstawowym dla
reprezentacji Focka b¦dzie stan, który jest podstawowy jednocze±nie dla hamiltonianu kompo-
nenty skalarnej i hamiltonianu komponenty wektorowej. Dodatkowo w teorii oddziaªuj¡cej, do
¹ródeª sprz¦ga¢ si¦ b¦dzie jedynie cz¦±¢ wektorowa tego hamiltonianu, i energia �nie b¦dzie mogªa
ucieka¢� do komponenty skalarnej. Wydaje si¦ to by¢ po»¡dan¡ sytuacj¡ �zyczn¡, ponadto taka
prezentacja pola masywnego mo»e umo»liwi¢ poprawne przeprowadzenie granicy zerowej masy.
Przypadki te nie b¦d¡ opisane w niniejszej pracy, ale z pewno±ci¡ mog¡ stanowi¢ kolejny temat
do analizy.

3.7 Kwantyzacja pola wektorowego dla m > 0 oraz � = 0

W rozdziale (3.4) skonstruowano dodatni iloczyn skalarny w przestrzeni rozwi¡za« CVRm(M),
zadany form¡ póªtora liniow¡

(��� � 2
@�@�

m2
)�sc + i��� !;

jak we wzorze (3.25). Konstruujemy algebr¦ CCR(V) zªo»on¡ z symboliW (f�), w sposób opisany
w cz¦±ci po±wieconej polu skalarnemu. Na tak okre±lonej C��algebrze zadajemy, w wybranym
ukªadzie wspóªrz¦dnych stan quasi-swobodny wzorem

!a;b(W (f�)) = exp
�
� 1

2

Z
�t0

d~x[ f�(x) @tf
�(x) ]

�
(a��� � b

@�@�

m2
)�sc

�h
f�(x)
@tf

�(x)

i���
t=t0

�
;
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dla

�sc =
h (�4+m2)

1
2 0

0 (�4+m2)�
1
2

i
:

Stan ten jest poprawnie zde�niowany, je±li forma, która go zadaje jest ±ci±le dodatnio okre±lona.
Jest to równowa»ne z warunkiem, by parametry a; b speªniaªy nierówno±ci 0 < a < b. Ponadto,
dla a = 1 i b = 2 mamy stan Focka i jest on jedyny co potwierdzaj¡ rozwa»ania analogiczne
jak w przypadku skalarnym. Dla pola wektorowego z mas¡ mamy zatem dwuparametrow¡ ro-
dzin¦ stanów quasi-swobodnych niezmienniczych ze wzgl¦du na dynamik¦ oraz dziaªanie grupy
SO0(1; 3)nR

4. Dowód tego faktu korzysta z przypadku skalarnego oraz wiedzy na temat lorent-
zowsko niezmienniczych dwuform w przestrzeni Minkowskiego. Z uwagi na spore podobie«stwo
do przypadku skalarnego zostanie on pomini¦ty.

Rodzina takich stanów dla zmiennej, d¡»¡cej do zera masy, mo»e by¢ podstaw¡ do przeprowa-
dzenia granicy bezmasowej, interpretowanej jako granicy (pró»niowych) warto±ci oczekiwanych
operatorów Weyla.
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4 Podsumowanie

Przedstawion¡ tu ide¦ wprowadzenia struktury Hilberta w przestrzeni rozwi¡za« klasycznych,
by nast¦pnie korzystaj¡c z niej zde�niowa¢ poprawnie okre±lone stany na algebrze kanonicznych
reguª komutacyjnych CCR(V), mo»na stosowa¢ równie» w szerszym aspekcie. Znaczna cz¦±¢ ro-
zumowania jest poprawna w przypadku zakrzywionej (globalnie hiperbolicznej) czasoprzestrzeni.
Ponadto opisywane podej±cie pozwala na przeprowadzenie granicy bezmasowej, jako granicy war-
to±ci oczekiwanych operatorów Weyla. Z uwagi na szeroki charakter zagadnienia te nie zostaªy
umieszczone w niniejszej pracy, ale z pewno±ci¡ s¡ kolejnym ciekawym tematem do badania
i �polem� do stosowania opisanego tu formalizmu.
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