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1 Drgania

Drgania (oscylacje) to ruchy lub zmiany stanu, ktére powtarzaja sie w czasie wok6t pew-
nego potozenia réwnowagi lub wartosci sredniej.

Szczegdlnym przypadkiem drgan sg drgania harmoniczne, czyli zachodzace pod wplywem
sity zawracajacej, proporcjonalnej do wychylenia z potozenia rownowagi. Wtedy dla ru-
chu jednowymiarowego zaleznos¢ wychylenia ciata z potozenia rownowagi od czasu jest
krzywa harmoniczna (czyli sinusoida). Najprostszym modelem, w ktérym wystepuje ruch
harmoniczny, jest ciezarek potaczony ze sprezyna.

1.1 Ciezarek na sprezynie — oscylator harmoniczny prosty

Ciezarek o masie m jest przymocowany do konca niewazkiej sprezyny o wspoétczynniku
sprezystosci k. Drugi koniec sprezyny jest unieruchomiony. Ciezarek moze poruszaé sig
bez tarcia, po prostej X bedacej osig sprezyny — ruch jest jednowymiarowy. Polozenie
rownowagi ciezarka przyjmujemy jako x = 0. Wychylenie jest wiec rowne x. Symbole v,
a i F' oznaczaja wspotrzedne wzdtuz osi X odpowiednio predkosci, przyspieszenia i sity
(nie sa to wartosci tych wektoréw).

1.1.1 Roéwnanie ruchu

Gdy ciezarek zostanie wychylony z poltozenia réwnowagi na odlegto$¢ z, sprezyna dziata
na niego sita sprezystosci o wspétrzednej FF = —kx (prawo Hooke’a). Silta jest zawsze
zwrécona przeciwnie do wychylenia, czyli w strone potozenia réwnowagi (znak minus). Z
drugiej zasady dynamiki:

ma = F
d%x
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Po oznaczeniu w %, gdzie w nazywamy czestoscia:

&’z
G

Ogoélnym rozwigzaniem tego rownania jest funkcja:
x(t) = Asin(wt + ¢)
gdzie wystepuja nastepujace state:
o A — amplituda drgan (maksymalne wychylenie z polozenia réwnowagi),
« w= \/% — czestodé, wyrazana w rad/s, czyli 1/s,
o ¢ — faza poczatkowa (kat dla t = 0).

State A oraz ¢ sg zalezne od warunkéw poczatkowych, np. potozenia i predkosci w chwili
t=0.



Oczywiscie ogdlne rozwiazanie mozna zapisa¢ w innej postaci, np.
z(t) = Acos(wt + ¢)

i dobra¢ odpowiednie state. Przy przej$ciu od sin() do cos() zmieni si¢ tylko ¢.

1.1.2 Czestosé, okres i czestotliwosé
o Czestosé w = % Okresla, jak szybko zmienia sie faza drgan (kat, argument
sinusa).

o Okres T: Czas potrzebny na wykonanie jednego pelnego drgania (cyklu). Poniewaz
funkcja sinus ma okres 27, to w1 = 2w, skad:

2 m
T = =21/ —
w T k

o Czestotliwo$é f: Liczba pelnych drgan (cykli) wykonanych w jednostce czasu.
Jest odwrotnoscia okresu:

1 w 1 |k

Jednostka czestotliwodci jest herc (Hz), gdzie 1 Hz = 1571

1.1.3 Emnergia w ruchu harmonicznym i zasada zachowania energii

dx

Predkosé ciezarka v(t) = T

d2
Przys$pieszenie a(t) =

d
Réwnanie ruchu: md—: —kx.
Wyprowadzenie zasady zachowania energii — sposéb 1 (catkowanie po dx)

dv
Caltkujemy obie strony réwnania mE = —kx po x od stanu poczatkowego (1) do korico-

/ m—da:— /mkxdx

x
Poniewaz v = TR to dr = v dt, wiec:

wego (2):

t2 d
m 2—Uvdt —k/ xdx

t1
Otrzymujemy:
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1 1 1 1
imvg - imvf = —§kx§ + ikxf
Przenoszac wyrazy z danym indeksem na jedng strone:
1 1 1 1
Emvg + ik‘azg = imz}f + ikxf

Czyli wielkosé obliczona w stanie 1 (prawa strona) jest réwna tej wielkosci w dowolnej
chwili 2 (lewa strona). Wobec tego mamy stalta ruchu:

1 1
imv2 + 5]53:2 = const.

Definiujac energie kinetyczna Ej =
otrzymujemy:

1

2m1)2 oraz energie potencjalng sprezystosci £, = %kxg,

Eyo + Epy = B + Ep

Oznacza to, ze catkowita energia mechaniczna E' = Ej + E), jest zachowana:

E = imvz + §kx2 = const.
Wyprowadzenie zasady zachowania energii — sposéb 2 (mnozenie przez v)
Mnozymy obie strony rownania ruchu miztf = —kx przez v = if:
m@dix = —k‘xd—x
dt dt? dt
dz d®z dr 0

Mmwae Ty T
dfr (a1 de dr dedi
a\2" V) ) T2t aer T "M ar 4

d /1 1 dx dx
Ry 2):k~2 R
dt (2 )T T M

Podstawiajac te zaleznosci do przeksztatconego réwnania ruchu:

d (1 [dz\*\ d /1, ,
dt(2m<dt>)+dt<2kx)_o

d/1 5, 1
~(z Zk 2) =0
dt (2”“’ Tt

Pochodna sumy energii kinetycznej i potencjalnej po czasie jest réwna zero. Oznacza to,

ze ta suma jest stata w czasie:

Zauwazmy, ze

oraz

1
E = imv2 + §kx2 = const.

Jesli z(t) = Asin(wt + ¢) 1 v(t) = Aw cos(wt + ¢), to:
E(t) = ;m(Aw cos(wt + ¢))* = ;mAQwQ cos®(wt + ¢) = ;kAQ cos?(wt + )
E,(t) = ;k(Asin(wt 4 @) = ;k:AZ sin?(wt + o)
E = Ei(t) + E,(t) = ;kA2(COS2(wt + @) + sin®*(wt + ¢)) = ;kA2
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1.1.4 Wykresy potozenia, predkosci i przyspieszenia
Zat6zmy dla przyktadu, ze A =1 m, w =27 rad/s (czyli T =1 s), ¢ = 0. Wtedy:
z(t) = (1 m)sin(27t/(15s))
v(t) = (1 m/s)2m cos(2mt /(1))
B d2x

a(t) = i —Aw? sin(wt + ¢) = —w?x(t) = —(1 m/s?*)(27)*sin(27t /(1))

Wykresy potozenia, predkosci i przyspieszenia dla tego przypadku:
/\ [\
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1.1.5 Przyklad: Ciezarek na sprezynie

Ciezarek o masie m = 0,5 kg przymocowano do niewazkiej sprezyny o wspoétczynniku
sprezystosci £ = 200 N/m. Drugi koniec sprezyny jest unieruchomiony. Ciezarek moze
poruszacé si¢ bez tarcia, po prostej X bedacej osia sprezyny — ruch jest jednowymiarowy.
Potozenie réwnowagi ciezarka przyjmujemy jako x = 0. W chwili ¢ = 0 ciezarek znajduje
sie w potozeniu 2o = 0,1 m i ma predko$¢ vy = 1 m/s. Oblicz: a) Czestosé w, okres T
i czestotliwos¢ f drgan. b) Amplitude A i faze poczatkowa ¢. ¢) Zapisz réwnanie ruchu

x(t).
Rozwiazanie: a) Czestosé: w = \/g = ,/2%051\1{/; = V400 s72 = 20 rad/s. Okres:

T =2 = 2037;(1/5 = % s~ 0,314 s. Czestotliwosé: f = 7 =2 Hz~ 3,18 Haz.




b) Réwnanie ruchu: z(t) = Asin(wt + ¢). Predkosé: v(t) = Awcos(wt + ¢). Warunki
poczatkowe:
z(0) = z9 = Asin(¢) = 0,1 m

v(0) = vy = Awcos(¢) =1 m/s

Czyli: sin(¢) = % oraz cos(¢) = 2.

Podnoszac oba réwnania do kwadratu i dodajac stronami (cos? ¢ + sin? ¢ = 1):
2 2 22 2
b= (%) + () =%+ e

2
A2 =22+ 5%

w2

A= o3+ % = \/(0,1 m)2 + R — /0,01 m2 + 225 = /0,01 m? + 0,0025 m? =
V/0,0125 m? ~ 0,1118 m.

Amplituda A ~ 0,112 m.

Faza poczatkowa:

sin(¢) = 2 = LI~ (,8944

0,1118 m

_ v __ lm/s _ 1
COS(@ ~ Aw ~ 0,1118 m20 rad/s ~ 2,236 0,4472

Poniewaz sin(¢) > 0 i cos(¢) > 0, kat ¢ lezy w I éwiartce.
¢ = atan2(0,8944; 0,4472) ~ 1,107 rad ~ 63,43°.
¢) Réwnanie ruchu:

z(t) ~ (0,112 m) cos((20/s)t — 1,107)

1.1.6 Liczby zespolone w opisie drgan

Opis drgan mozna uprosci¢, stosujac liczby zespolone. Kluczowa jest tu tozsamosé
Eulera:
e'* = cos(a) + isin(a)

gdzie i = \/—1 jest jednostka urojona. Drganie harmoniczne x(t) = A cos(wt + ¢) mozna,
przedstawic¢ jako czes¢ rzeczywista liczby zespolone;j:

(t) = Re(Z(t))

gdzie #(t) = Ae™t, a A = Ae' jest amplituda zespolong. i(t) = Ae®e™t = Aeiwtted) —
A(cos(wt + ¢) + isin(wt + ¢)). Wtedy Re(Z(t)) = Acos(wt + ¢), co zgadza si¢ z naszym
rozwigzaniem.
Zaleta tego podejscia jest tatwosé rézniczkowania funkcji wyktadniczej:

dz -~
o(t) = di; = iwAet = iwF(t)

a(t) = th; = (iw)?Ae™t = —W2i(t)

Czesci rzeczywiste tych wyrazen daja odpowiednio v(t) i a(t).



1.1.7 Skladanie drgain harmonicznych

Rozwazmy sume pigciu drgan harmonicznych o tej samej czestosci wy, ale réznych ampli-
tudach A, i fazach poczatkowych ¢,:

y(t) = Z A,, cos(wot + o)

n=1
Wynikowe drganie y(t) réwniez bedzie drganiem harmonicznym o czestosci wy.

Jesli czestosci sktadowe sg rézne, np. w, = n-wy (harmoniczne), wynikowe drganie bedzie
okresowe, ale niekoniecznie harmoniczne.

Ponizej przyktad sktadania pieciu drgan harmonicznych o czestosciach bedacych kolejnymi
wielokrotnosciami czestosci podstawowej wy = 1 rad/s, amplitudach A, = 1/n i fazach
on = 0.

1
y(t) = > = cos(nt)
n=1"
2
1
0
» W . W
0 3.1 6,3 9.4 12,6
t, s
_ 51

Sktadanie pigciu drgan harmonicznych: y(t) = 3= _; - cos(nt). Cienkie linie to sktadowe,

gruba czerwona linia to suma.



2 Fale

Fala to zaburzenie rozchodzace si¢ w osrodku lub przestrzeni, przenoszace energic bez
przenoszenia materii na duze odlegtosci.

2.1 Roéwnanie falowe 1D dla struny

Rozwazmy drgania poprzeczne cienkiej, napietej struny. Niech y(z,t) oznacza wychylenie
pionowe struny w punkcie z w chwili ¢. Zaktadamy mate wychylenia. Rownanie falowe

dla takiej struny ma postac:
Py _ 0%

—_— =" —
ot? Ox?

gdzie v jest predkoscig rozchodzenia sie fali w strunie. Predkosé ta zalezy od naprezenia

struny Fly i jej gestosci liniowej p (masa na jednostke dtugosei):

Fy
v=4/—
L

2.1.1 Ogodblne rozwigzanie ré6wnania falowego

Ogdlne rozwigzanie réwnania falowego 1D (rozwiazanie d’Alemberta) mozna zapisaé jako:
y(o,t) = f(z —ovt) + g(z + vt)

gdzie f i g sa dowolnymi dwukrotnie rézniczkowalnymi funkcjami.

o Sktadnik f(z — vt) opisuje fale biegnaca w dodatnim kierunku osi x (w prawo) z
predkoscia v. Ksztalt tej fali, okreslony przez funkcje f, nie zmienia sie, a jedynie
przesuwa.

o Sktadnik g(z + vt) opisuje fale biegnaca w ujemnym kierunku osi = (w lewo) z
predkoscia v.

Szczegblnym przypadkiem sa fale harmoniczne, np. y(z,t) = Asin(kx — wt + ¢), gdzie
k=2m/A

to liczba falowa (wektor falowy — tutaj 1D, wiec jest to jedna wspétrzedna), a A to dtugosé

fali. Predkosé fali v = w/k.

2.1.2 Przyktad: Sprawdzenie funkcji

Sprawdz, czy funkcja y(z,t) = Asin(k(x — vt)) spelia réwnanie falowe.

Rozwigzanie: Obliczamy pochodne czastkowe:

Jdy

i Acos(k(x —vt)) - (—kv) = —Akv cos(k(xz — vt))

((‘9);2/ = —Akv(—sin(k(x —vt))) - (=kv) = —A(kv)?sin(k(z — vt)) = —Ak*v? sin(k(z — vt))
gz = Acos(k(z —vt)) - k = Ak cos(k(x — vt))



872y = Ak(—sin(k(z — vt))) - k = —AE*sin(k(z — vt))

0x?

Podstawiamy do réwnania falowego
Py _ 0y

oz Ox?’

—Ak?v? sin(k(z — vt)) = v*(—Ak? sin(k(z — vt)))
—Ak?v?sin(k(z — vt)) = —Ak*v? sin(k(z — vt))
Tozsamos¢ jest spetniona, wiec funkcja jest rozwigzaniem réwnania falowego.

Zréb to samo, korzystajac z zapisu: y(x,t) = Ae*@=v),

2.2 Struna unieruchomiona na obu koncach — fale stojace

Rozwazmy strune o dtugosci L unieruchomiong na obu koncach, tj.
y(0,t) =0 y(L,t) =0

dla kazdego t.

W wyniku interferencji (dodawania si¢) fal biegnacych w przeciwnych kierunkach (fali
padajacej i odbitej od koncéw struny) moga powstaé fale stojace. Rozwiazania réwna-
nia falowego spetniajace te warunki brzegowe maja postaé¢ (wyprowadzenie w nastepnym
podrozdziale):
Yn(z,t) = A, sin(k,x) cos(w,t + ¢p)

Warunek y(0,t) = 0 jest automatycznie spelniony przez sin(k, -0) = 0. Warunek y(L,t) =
0 wymaga, aby sin(k,L) = 0. To jest spetnione, gdy k,L = nm, gdzie n = 1,2,3,... jest
liczba catkowita dodatnia. Stad dozwolone wartosci liczby falowej (mody wtasne):

nm
kn=—
L
Odpowiadajace im dtugosci fal: A\, = i—: = % Czestosci: w, = vk, = v"F. Czestotliwosci
drgan wlasnych (harmoniczne): f, = §* = 37 = nf1, gdzie fi = 57 jest czestotliwoécia

podstawowa (pierwsza harmoniczna, n = 1). Funkcje sin(k,z) tworza baze rozwiazan.
Oznacza to, ze dowolny ksztalt drgajacej struny (spelniajacy warunki brzegowe) mozna
przedstawi¢ jako superpozycje (sume) tych modéw wiasnych:

y(z,t) =) A,sin <n77La;> cos(wpt + ¢n)
n=1
Amplitudy A, i fazy ¢, zaleza od sposobu pobudzenia struny.

2.2.1 Wyprowadzenie postaci fal stojacych z warunkéw brzegowych

Rozpoczniemy od propozycji rozwigzania roéwnania falowego, bedacego superpozycja fal
harmonicznych o czestosci w i liczbie falowej k& = w/v, biegnacych w lewo i w prawo.
Aby zapewnié, ze ostateczne rozwigzanie bedzie rzeczywiste, uwzglednimy od razu cztery
sktadniki zespolone:

gj(x,t) — Aei(km—i-wt) + Be—i(km+wt) + Cei(ka:—wt) + De—i(kx—wt)

9



gdzie A, B,C, D to state zespolone. Fizyczne wychylenie y(z,t) musi by¢ funkcja rzeczy-
wista, co narzuca warunek y(z,t) = y*(z,t), gdzie y* to sprzezenie zespolone.

y*(x,t) — A*efi(km%»wt) + B*ei(kx+wt) + C*efi(kacfwt) + D*ei(kxfwt)
Poréwnujac wspotezynniki przy tych samych funkcjach wyktadniczych w y i y*, otrzymu-
jemy relacje miedzy statymi:
B=A" oraz D=cC"
Nasze ogdlne rozwigzanie mozna zatem zapisa¢, grupujac wyrazy ze wzgledu na czesé
przestrzenng e
y([E,t) — eik:c(Aeiwt + Ce—iwt) + e—ik:c(A*e—iwt + C*eiwt)

Teraz natozymy warunki brzegowe.

Warunek 1: y(0,t) =0 Podstawiajac z = 0, wychylenie musi by¢ réwne zeru dla kazdej
chwili ¢: ' ' ' '
y(O,t) — (Aezwt + Cve—zwt) + (A*e—zwt + C«*ezwt) =0

Grupujemy wyrazy ze wzgledu na czesé czasowy e

(A+C*)e™ +(C + A*)e ™ =0
sg liniowo niezalezne, powyzsza rownos¢ moze by¢ spetniona
dla wszystkich t tylko wtedy, gdy oba wspoétczynniki w nawiasach sg réwne zero:
A+C" =0 = A=-C"
Druga réwnosé, C'+ A* = 0, jest po prostu sprzezeniem zespolonym pierwszej i nie wnosi

nowej informacji. OtrzymaliSmy kluczowa relacje miedzy amplitudami fal biegnacych w
lewo (A,C*) i w prawo (C, A*).

Poniewaz funkcje et i e=™!

Podstawmy A = —C* do wyrazenia na y(z,t):
y(x,t) = eFP(— et 1 Cemt) 4 e~ho(_Cemit | CFeit)
Wytaczajac wspolny czynnik przed nawias, zauwazamy, ze:
y(x,t) = (—Cret 4 Cem™t)eike _ (_Creivt 4 (emivt) ke
y(z,t) = (Ce ™t — O et)(eike _ o=ike)
Korzystajac z tozsamoéci Eulera e’ — e~ = 2isin(a), otrzymujemy:
y(x,t) = (Ce™™" — C*e™") - 2isin(kx)
Warunek 2: y(L,t) =0 Drugi warunek brzegowy wymaga, aby wychylenie w punkcie
x = L byto zerowe:
y(Lt) = (Ce ™" — C*e™") - 2isin(kL) = 0
Aby rozwiazanie bylo nietrywialne (tzn. C' # 0, co implikuje, ze cze$¢ czasowa nie jest
tozsamosciowo zerem), musi by¢ spelmiony warunek na czesé przestrzenna:
sin(kL) =0
Jest to mozliwe tylko dla dyskretnego zbioru wartosci liczby falowej k,,, ktore spetniaja:
knL=nm, dla n=123, ...

Stad dozwolone liczby falowe (mody wtasne) to k, = %*. Kazdej z nich odpowiada

L
czestose drgan w,, = vk,.

10



Ostateczna postaé rozwigzania Dla danego modu n, nasze rozwigzanie ma postac:
Yn(2,t) = (Cre™ ™t — Cte™r?) . 2isin(k, 1)

Aby pokazaé, ze jest tozsama z forma A, sin(k,x) cos(w,t+ ¢, ), zapiszmy stala zespolong
C,, w postaci wyktadniczej C, = |C,|e?". Czeéé czasowa staje sie wtedy:

Crent — Creiont — O €O =wn) | O e~ n=nt) — 24|C,,| sin(f, — wt)
Podstawiajac to z powrotem do wyrazenia na y, (z,t):
Yn(2,t) = 2i|Cy| sin(b, — wyt) - 2isin(k,z) = —4|C,| sin(k,x) sin(6, — w,t)
Uzywajac tozsamosci sin(—z) = — sin(z), mozemy zapisa¢:
yn(z,t) = 4|C,,| sin(k,x) sin(w,t — 6,,)

Na koniec, korzystajac z relacji sin(z) = cos(z — 7/2), mozemy przeksztatcié to do doce-
lowej postaci:
yn(z,t) = 4|Cy| sin(k,z) cos(w,t — 6, — 7/2)

Definiujac nowa amplitude rzeczywista A, = 4|C,| oraz nowa faze poczatkowa ¢, =
—0, — m/2, otrzymujemy ostatecznie:

yn(x,t) = A, sin(kpx) cos(wnt + ¢y,)

co jest doktadnie postacig fali stojacej, ktora chcieliSmy uzyskaé¢. Wyprowadzenie poka-
zato, ze fala stojaca na strunie unieruchomionej na obu koncach jest naturalng konsekwen-
cja interferencji (dodawania sie) fal biegnacych w przeciwnych kierunkach z amplitudami
i fazami dobranymi tak, aby spetni¢ warunki brzegowe.

2.2.2 Baza modéw wlasnych i zasada superpozycji

Funkcje przestrzenne 1, (x) = sin(k,z) = sin (%), opisujace ksztalty poszczegdlnych
modéw wiasnych, tworza baze funkcyjna dla funkeji okreslonych na przedziale [0, L] i

zerujacych sie na jego koncach. Oznacza to dwie kluczowe rzeczy:

1. Ortogonalno$é: Dowolne dwa rézne mody sa do siebie ortogonalne (,prostopa-
dle”). Matematycznie wyraza si¢ to warunkiem:

/OL U () () de = /OL sin (nzx) sin (m;rx) dz = génm

gdzie d,,,, to delta Kroneckera (wynosi 1, gdy n = m, i 0, gdy n # m). Ta wladciwosé
jest niezwykle uzyteczna przy wyznaczaniu wspotczynnikéw rozwiniecia.

2. Kompletno$é (zupelno$é): Dowolny, ,dobrze zachowujacy sie” ksztalt poczat-
kowy struny y(z,0) = f(x), ktéry spelia warunki brzegowe f(0) = f(L) = 0,
mozna jednoznacznie przedstawi¢ jako nieskoniczona sume (superpozycje) modow
wlasnych. Jest to istota szeregéw Fouriera.
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Dzigki tym wtasciwosciom, a takze liniowosci réwnania falowego, ogélne rozwiazanie dla
drgajacej struny unieruchomionej na obu konicach mozna zapisaé jako sume (superpozycje)
wszystkich mozliwych fal stojacych:

y(xt) = i Yn(z,t) = i A, sin (nzz) cos(wpt + ¢p)
n=1 n=1

Stale A, (amplitudy) i ¢,, (fazy poczatkowe) dla kazdego modu sa wyznaczane przez wa-
dy
. T o
ortogonalnosci bazy, wspotczynniki te mozna obliczy¢ za pomoca catek z funkeji opisuja-
cych warunki poczatkowe.

runki poczatkowe, czyli ksztatt y(z,0) i predkosé —=(z,0) struny w chwili ¢ = 0. Dzieki

2.2.3 Sktadanie harmonicznych na strunie

Ponizej przedstawiono ksztalt struny w chwili ¢y (przyjmijmy cos(wpto + ¢,) = 1 dla
uproszczenia) bedacy superpozycja pierwszych pieciu harmonicznych. Amplitudy A, wy-
brano tak, aby A, = # Dla p = 1 uzyskujemy przyblizenie fali pitoksztattnej, dla p = 2
bardziej gtadka krzywa. Wybierzmy p = 1,5 dla ciekawszego ksztaltu.

1 . /nmx
y('x7t0):;n175 Sll’l( L >

1,1

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

y(l‘,to)

—0,1
—0,2
—0,3

1 I 1 I 1 I 1
0 0,79 1,57 2,36 3,14
T, m

Ksztalt struny unieruchomionej na kornicach (0 1 L = 7 m) jako superpozycja pierwszych
pieciu harmonicznych: y(z,to) = 3.)_; 5 sin(nmz/L). Cienkie linie to skladowe
harmoniczne, gruba czerwona linia to ich suma.
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