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Energia potencjalnaoddziatugcych tadunkéw wyrza st zaleznoscia:
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Analogia pomiedzy polem elektrostatycznym a grawitacyjnym
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Wprowadzenie — r&ne uklady wspotrzdnych.
Materiat do samodzielnego opracowania przez staddent

1. Wspbtrzedne biegunowe

Na ptaszczgnie wybieramy uktad kartezjgki X,Y. Wspotrzdne biegunowe punktu
(p,¢) to odpowiednio diug® jego wektora wodicego p oraz kgt migdzy dodatnia
pétosih X a wektorem wodzcym ¢, tzw. kgt azymutalny ¢ = Odla punktu na tej potosi).
Zwigzek pomé¢dzy wspoétrzdnymi biegunowymi a kartezjakimi:

X =plcosg

y =p$ing
Na poniszym rysunku zaznaczono nowe wspgdree oraz zmiany pofenia przy
niezalenych przyrostach zmiennych biegunowych.
Uwaga! Symbol pmoze oznacza gestas¢, wspohrzdng w uktadzie biegunowym oraz

walcowym.
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2. Wspotrzedne cylindryczne (walcowe)

W przestrzeni 3-wymiarowej wybieramy kartemgli ukiad X,Y,Z. Wspoirzdne
cylindryczne punktL(p,(p,z) to odpowiednio:

p —odlegta¢ od osi Z,

¢ — kat migdzy dodatnia pétogiX a rzutem wektora wodzego na ptaszczpie z=0, ¢,
tzw. kat azymutalny (¢ = Odla punktu na dodatniej pétosi X),

Z —zwykta wspotrzdna kartezjaska.
Zwigzek pomé¢dzy wspotrzdnymi cylindrycznymi a kartezfeskimi:

X =plcosg
y =p[S$ing
z=2

Uwaga! Dla ustalonego uktad cylindryczny jest uktadem hisgwvym.

Wersory jednostkowe w uktadzie cylindrycznym



Kazdej wspotrzdnej mana przypisé wersor. Geometrycznie, wers@, w punkcie A

jest prostopadly do zbioru punktow tak samo odiglyod pocatku uktadu
wspotrzdnych co punkt A i ma zwrot od mniejszych dakezych wartéci p. Podobnie

wersor e,w punkcie A jest prostopadty do zbioru punktow &ina samym kacie

azymutalnym co punkt A i ma zwrot od mniejszych daickszych wartéci ¢.
Analogicznie sytuacja wygtla z ,,z” ktéra jest podobna jak wspaidna kartezjaska.

Przyktad :
Wyraz wektor wodzcy punktu za pomacwersoréw w ukladzie cylindrycznym.

W malym przesugciu Al = Ax (&, +Ay e, +Az[&,w ukiadzie kartezigskim.
Wyrazmy zatem x i y w uktadzie cylindrycznym.

Al =Ax (B, +Ay (B, +Az[B, =
A(p osp) B, +A(p Bing) @, +Az[®, =
(Ap [osp+p (A cosy) (B, +(Ap Bing+p Asing)®, +Az[E, =
(Ap Eosp-p Bin@Asing) &, +(Ap Bing+p EospAg) (&, +Az[®, =
Ap(cosrp@X +sincp@y)+Acpp(—sincp@X +cosrp@y)+Az (@, =
Aple, +Agpp e, +Az[e,
czyli

€, =cosgle, +single,
€, = —SinQ[&, +Ccosple,

!

; =€,

wektor wodzacy F =x [, +yle, =ple,

3. Wspotrzedne sferyczne (kuliste)

W przestrzeni 3-wymiarowej wybieramy kartemi uktad X,)Y,Z. Wspohzdne
sferyczne punktL(r,G,(p) to odpowiednio:

I —odlegta¢ od pocatku uktadu wspotrzdnych,

0 —kat miedzy wektorem wodzym punktu a dodatpipoétosh Z. 6 =0dla punktow
lezacych na tej potosi, tzw.gk biegunowy (polarny).

¢ —identycznie jak w ukiladzie cylindrycznymg —kat mi¢dzy dodatnia potosi X a
rzutem wektora wodgego na ptaszczpie z=0, tzw. kt azymutalny.

Zwigzek pomé¢dzy wspoétrzdnymi cylindrycznymi a kartezfskimi:

X =rlsinBlcosq
y =r[$inB[$ing
z=rlco<O



Na poniszym rysunku zaznaczono nowe wspgdree oraz zmiany po#enia przy
niezalenych przyrostach zmiennych sferycznych.
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Przyktad :
Wyraz wektor wodzacy punktu za pomacwersoréw w ukitadzie sferycznym.

W matym przesurtiu Al = Ax (&, +Ay[e, +Az[&,w uktadzie karteziaskim.
Wyrazmy zatem X i y w ukfadzie sferycznym.

Al =Ax[B, +Ay[B, +Az[E, =
A(r Bin6 tosp) (&, +A(r 3in6Bing) &, +A(r [Eosd) &, =
Ar(sine [cospl@, +sinBSingle, +cosd @Z)+
Aer(cose [Cosp(®, +cosBISinele, —sind @Z)+
Acprsine(—sin(p@X + coscp@y) =Ar (&, +ABr &, +Agrsin0(&,
czyli

€ =sinblcosgle, +sinBlsing(é, +cosblE,
€, = cosbltosple, +cosBsinple, —sinO[&,

—

€, = —sinele, +cosple,

wektor wodzcy T =x[e, +yle, +zle, =rle

r



Zadania do rozwigzania naéwiczeniach

Zadanie 1
Udowodnij,ze na punkt materialny o masie m umieszczony vagwnpednorodnej powtoki
sferycznej o dowolnych rozmiarach nie dzizdana sita.

Zadanie 2 (wprowadzenie pagjcia strumienia)
kg

m?h

Przez czas T=10 h padat pionowo deszcz ezeatu j = 01 . Oblicz, ile wody zebrata
stojsca pionowo beczka, ktérej poziomy otwér ma powibrig S=1m?. lle wody bytoby

w beczce po tym samym deszczu, gdyby beczka bylecpylona takze jej & tworzytaby

kat a z pionem ?

Wprowadzenie do zadania 3 (uktad sferyczny)

Zadanie 3
Oblicz strumi@ natzenia pola grawitacyjnego przechady przez sfey o promieniu R
(orientacja ,na zewatrz”), w srodku ktérej znajduje sipunkt materialny o masie M.

Jak wyznaczy natezenie pola grawitacyjnego lub elektrycznego, w przyadku, gdy
rozktad tadunkéw wytwarzajacych to pole jest symetryczny oraz gdy tadunki znauja
sie na powierzchniach ?

1. Damy powierzchng, na ktérej znajduje si masa lub tadunek nalg otoczy
powierzchny o symetrii kulistej, cylindrycznej lub wzglem ptaszczyzny. M@ ni
by¢ powierzchnia kuli, walca lub prostopaéiteanu.

2. Otoczenia natadowanej powierzchni dokonujemy &y przewidywany wektor pola
byt w kazdym punkcie prostopadty do powierzchni z punktPizy takim wyborze

kat pomkdzy SaE bedzie rowny zero.
3. Stosujemy prawo Gaussa

dla pola grawitacyjneg® = -4nGM dla pola elektrycznedb = g
8O‘C'r
4. Obliczamy wart& strumienia za poma@aovartcci natzenia pola i powierzchni
® =EIS

5. Poréwnujemy 4 oraz 5
Wyjasnijmy doktadniej punkt 1 rozwgrzujac ponizsze zadanie.

Zadanie 4

. : e . L= r . .
W pustej przestrzeni znajduje¢spunktowe zrodio o nagzeniu E(r)=a—3,gd2|e a jest
r

pewna stal, a T wektorem potaenia o pocgtku w zrédle pola. Poka ze strumié natzenia
pola przez zamkaeia, otaczajca zrédto powierzchrd nie zaley od jej ksztattu.
Wskazowka: Podziel przestrfzaa ostrostupy o wierzchotkachirodle pola.



Zadanie 5 (gstos¢ objetosciowa tadunku)
Przedstaw zaios¢ natzenia pola elektrycznego od odlegtood srodka kuli o promieniu
R, réwnomiernie natadowanej dodatnim tadunkiem @@sicici objetosciowej p.

Zadanie 6 (gstos¢ powierzchniowa tadunku)
Przedstaw zalo$¢ natzenia pola elektrycznego od odleggood srodka kuli rbwnomiernie
natadowanej powierzchniowo, tadunkiem dodatningst@ci O .

Zadanie 7

Dwie dwe ptaszczyzny umieszczono réwnolegle do siebigetliaej z nich znajduje si
tadunek dodatni, a na drugiej ujemnyestgsci powierzchniowep. Oblicz nag¢zenie pola
elektrycznego wewgirz i na zewntrz ptaszczyzn.

Wprowadzenie do zadania 7 (uktad cylindryczny)

Zadanie 8
Znajdz natzenie pola E w walcowym wydkeniu w jednorodnie natadowanym walcu.
Gestas¢ tadunkowa wynosp. Promienie walcow to odpowiednio (duzy- patzr rysunek)

oraz p.(maty) Odlegtéc migdzy srodkami R(r, > R +T,)



