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Wprowadzenie — rézne uklady wspotrzednych.
Materiat do samodzielnego opracowania przez studentow.

1. Wspolrzedne biegunowe

Na plaszczyznie wybieramy uklad kartezjanski X,Y. Wspélrzedne biegunowe punktu
(p,(l)) to odpowiednio dlugo$¢ jego wektora wodzacego p oraz kat mi¢dzy dodatnia
potosig X a wektorem wodzacym ¢, tzw. kat azymutalny (¢ = 0 dla punktu na tej pétosi).
Zwiagzek pomiedzy wspdtrzednymi biegunowymi a kartezjanskimi:

X=p-cosd

y=p-sind
Na ponizszym rysunku zaznaczono nowe wspélrzgdne oraz zmiany polozenia przy
niezaleznych przyrostach zmiennych biegunowych.
Uwaga! Symbol pmoze oznacza¢ ggstos¢, wspoétrzedna w uktadzie biegunowym oraz
walcowym.
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2. Wspélrzedne cylindryczne (walcowe)

W przestrzeni 3-wymiarowej wybieramy Kkartezjanski uklad X,Y,Z. Wspétrzedne
cylindryczne punktu (p,d),z) to odpowiednio:

p —odlegtos¢ od osi Z,

0 —kat migdzy dodatnia pétosiag X a rzutem wektora wodzacego na ptaszczyznie z=0, ¢,
tzw. kat azymutalny (¢ = O dla punktu na dodatniej pétosi X),

z —zwykla wspotrzedna kartezjanska.

Zwigzek pomigdzy wspdtrzednymi cylindrycznymi a kartezjanskimi:



X=p-cosd
y=p-sin¢

Z2=127
Uwaga! Dla ustalonego uktad cylindryczny jest uktadem biegunowym.

Wersory jednostkowe w ukladzie cylindrycznym
Kazdej wspotrzednej mozna przypisa¢ wersor. Geometrycznie, wersor Ep w punkcie A

jest prostopadly do zbioru punktéw tak samo odlegtych od poczatku uktadu
wspoélrzednych co punkt A i ma zwrot od mniejszych do wigkszych wartosci p. Podobnie

Wwersor €¢W punkcie A jest prostopadly do zbioru punktéw o takim samym kacie

azymutalnym co punkt A i ma zwrot od mniejszych do wigkszych wartosci @.
Analogicznie sytuacja wyglada z ,,z” ktdra jest podobna jak wspétrzedna kartezjanska.

Przyklad :
Wyraz wektor wodzgcy punktu za pomocg wersoréw w uktadzie cylindrycznym.

W matym przesunieciu Al = Ax - €, +Ay-€, +Az €, w ukladzie kartezianskim.

Wyrazmy zatem x i y w uktadzie cylindrycznym.

Al=Ax &, +Ay-&, +Az-E, =
Alp-cos9)-&, +A(p-sinq))-éy +Az-¢, =
(Ap-cosq)+p-Acos(j))-éx+(Ap-sinq)+p-Asinq))-éy+AZ-EZ =
(Ap-cosd—p-sin GAsin¢)-&, +(Ap-sin(1)+p-cosq)Aq))-éy +Az-¢, =
Aplcosd -, +sing -8, )+ Adp(-sing &, +cosd-8, )+ Az E, =
Ap-e, +Adp-€,+Az-¢,
czyli
€, =cos0-€, +sin-¢€,
€, =—sin¢-€, +cosf-e,

€,=¢,

wektor wodzacy T=Xx-€, +y-€, =p-¢€,

3. Wspoélrzedne sferyczne (kuliste)

W  przestrzeni 3-wymiarowej wybieramy kartezjanski uklad X,Y,Z. Wspdtrzedne
sferyczne punktu (r, 9,¢) to odpowiednio:

r —odlegtos¢ od poczatku uktadu wspdtrzednych,

0 —kat miedzy wektorem wodzacym punktu a dodatnig pétosig Z. 6 =0dla punktéw
lezacych na tej polosi, tzw. kat biegunowy (polarny).



0 —identycznie jak w uktadzie cylindrycznym, ¢—kat miedzy dodatnia pétosia X a
rzutem wektora wodzacego na ptaszczyznie z=0, tzw. kat azymutalny.

Zwiazek pomigdzy wspdtrzednymi cylindrycznymi a kartezjanskimi:

X =1-5In0-cosd
y=r-sin0Q-sin¢

z=r-cosO

Na ponizszym rysunku zaznaczono nowe wspolrzedne oraz zmiany polozenia przy
niezaleznych przyrostach zmiennych sferycznych.
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Przyklad :
Wyraz wektor wodzgcy punktu za pomocg wersoréw w uktadzie sferycznym.

W matym przesunieciu Al = Ax - €, +Ay-€, +Az €, w ukladzie kartezianskim.

Wyrazmy zatem x i y w uktadzie sferycznym.

Al=Ax-E +Ay-E, +Az-E, =
A(r-sin®-cos0) &, +A(r-sin6-sin(1))-éy +A(r-cos@)-g, =
Ar(sine-cosqyéx +sin6-sin¢-€, +cose-éz)+
Aer(cose-cosq)-éX +cosB-sin¢-¢€, —sine-éz)+
Aq)rsine(—sinq)-éX +cosq)-éy)=Ar-ér +ABr-€,+A¢rsin0-€,
czyli

e, =sinf-cos¢-e, +sinB-sin¢-e, +cosb-e,
€q =C0s80-cos0-€, +cosB-sing-€ —sinB-¢€,

€, =—sin¢-€, +cosd-€,



T

wektor wodzacy T=Xx-€, +y-€,+2-€, =1€

Zadania do rozwiazania na ¢wiczeniach

Zadanie 1
Udowodnij, ze na punkt materialny o masie m umieszczony wewnatrz jednorodnej powtoki
sferycznej o dowolnych rozmiarach nie dziala zadna sita.

Rozwigzanie:
Dokonajmy podziatu powierzchni sfery na analogiczne elementy. W tym celu wyobrazmy
sobie dwa symetryczne stozki o wspdlnym wierzchotku w punkcie, gdzie znajduje si¢ masa
m. Podstawy stozkéw wycinaja elementy na powierzchni kulistej o wartosciach AS,,AS,.
Stosunek powierzchni podstaw wynosi

AS, r

AS, 1, ’

gdzie 1, ,1, to odlegtosci masy m od powierzchni kuliste;j.

Sita grawitacyjna dziatajagca na mas¢ m a pochodzaca od powierzchni AS, wynosi

F =GN _gMAP

I I

gdzie masa pochodzaca od pierwszego elementu sfery to M, = AS, - pdla p- gestosci sfery.

Analogicznie sita grawitacyjna pochodzaca od powierzchni AS, wynosi

mM mAS
FIZG 22 :G 22p
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gdzie masa pochodzaca od drugiego elementu sfery to M, = AS, -pdla p- gestosci sfery.

Stosunek obu sit wynosi

mAS,p
F _ o _AS :iﬁzl
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Zadanie 2 (wprowadzenie pojecia strumienia)
kg

m’h

Przez czas T=10 h padat pionowo deszcz o nat¢zeniu j=0,1 . Oblicz, ile wody zebrata

stojaca pionowo beczka, ktérej poziomy otwér ma powierzchni¢ S = Im?*. Ile wody bytoby
w beczce po tym samym deszczu, gdyby beczka byta przechylona tak, ze jej o§ tworzytaby
kat o z pionem ?

Rozwigzanie:
Masa wody, ktora zostata zebrana w pionowej beczce wynosi



. k
M=j-S-T=0,]——1m>-10h = Ikg
m°h
W przypadku, gdy beczke przechylimy pod katem o do pionu (otwér jest wtedy pod katem o
do poziomu) to powierzchnia otworu beczki ,,widziana” przez deszcz — czyli rzut tej

powierzchni na ptaszczyzne poziomg — bedzie réwne S =S-coso
A zatem

M=j-S -T=j-S-cosa-T =cosa-lkg

Whiosek:

Wykorzystujac powyzsze zadanie i analogie do strumienia wody, $§wiatla itd. Dochodzimy do
wniosku, ze aby moéc oceni¢ wielko$¢ strumienia nalezy sprawdzi¢ ilos¢ wody np.
przeptywajaca przez dana powierzchnie. W tym przypadku ilo$¢ przeptywajacej wody okresla
warto$¢ natgzenia strumienia (j). Przytoczony przyktad jest modelowy, poniewaz pole
grawitacyjne czy elektryczne nie rozchodzi si¢ w przestrzeni jak strumien wody i nie musi
by¢ polem jednorodnym. Ale pozwoli nam cze¢sciowe wytlumaczenie cech pola.

W polu centralnym strumien odpowiada ,liczbie linii” przechodzacej przez powierzchni¢
jednostkowa. Wyobrazmy sobie powierzchni¢ S umieszczong prostopadle do linii pola. Im
dalej od tadunku zrédtowego bedziemy przesuwali powierzchnig, tym mniejsza ,,liczba linii”
przez t¢ powierzchni¢ bedzie przechodzita, a zatem tym mniejsza bedzie warto$¢ strumienia
natg¢zenia pola.

Strumien pola A przez powierzchni¢ S to ISA .dS=YAdS
s

Kierunek dS jest prostopadly do powierzchni ds. oraz ‘dg‘ =dS. Zwrot elementu
skierowanego ustalamy zaleznie od potrzeb. Dla powierzchni zamknictych najczesciej
stosowana jest konwencja, w ktérej zwrot ds jest ,,na zewnatrz” wydzielonej, skonczonej
objetosci. W zadaniu 2, jes$li deszcz opiszemy wektorem 3 o zwrocie do dotu, to jego

strumien wyniesie j-S. Je$li rozsadnie wybierzemy orientacje powierzchni otworu — ,,0d
otworu do dna” to otrzymamy szybkos$¢ przyrostu masy wody w beczce.

Wprowadzenie do zadania 3 (uklad sferyczny) — patrz poczatek
Bardzo prosze odwota¢ sie do uktadu sferycznego zamieszczonego powyzej ograniczajgc sie
wytqcznie do wyttumaczenia nowych zmiennych (bez wyprowadzen matematycznych).

Zadanie 3
Oblicz strumien nat¢zenia pola grawitacyjnego przechodzacy przez sfer¢ o promieniu R
(orientacja ,,na zewnatrz”), w $rodku ktérej znajduje si¢ punkt materialny o masie M.

Rozwigzanie:
Natezenie pola grawitacyjnego w odlegtosci r od punktu o masie M wynosi

E awit :—Gr—zér (wersor z uktadu sferycznego). Powierzchni¢ orientujemy na zewnatrz

dS =dSe,



.[SEgrawit -dS= %E

grawit

S M _ ~
dS:—ESjGFeR -(dSe,)
Calkowita powierzchnia sfery otaczajaca punkt materialny o masie M wynosi S =4nR?,
gdzie R- promien kuli. Poniewaz mas¢ M umie$ciliSmy w $rodku sfery, warto$¢ nat¢zenia
pola grawitacyjnego na sferze bedzie taka sama we wszystkich punktach.

Zatem

—~ zGﬂ2 e, -(dSe, )= —Gﬂz-m-R2 = —4nGM .
s R R
Whiosek:

Warto$¢ strumienia zalezy jedynie od wielkosci masy M.

Potwierdza to, ze catkowita ilo$¢ linii przechodzacych przez powierzchni¢ kulistg otaczajaca
fadunek Zrédtowy (np. masa, tadunek elektryczny) bedzie zawsze taka sama i niezalezna od
odlegtosci tej powierzchni od zrédta. Mozemy to sformutowa¢ w postaci prawa Gaussa:

Wartos¢ strumienia wektora nateZenia pola elektrycznego E przechodzgcego przez dowolng
zamknietq powierzchnie S jest rowna wartosci tadunku catkowitego zawartego wewngtrz tej
powierzchni. Co zapisujemy

dla pola elektrycznego @ = 4 dla pola grawitacyjnego ¢ = —4nGM
€9

Widzimy tu analogie, ze G odpowiada .
4me,

Analogia pomiedzy polem elektrostatycznym a grawitacyjnym

Zrédlo Masa M Fadunek Q
Natezenie pola _F - F
7/ = — E = —
m q
Natezenie pola centralnego . =~ GM r P kQr
4 rror rtor
Sll:‘:l 0d)dz131ywama dwoch Fe_G Mm r Foplar
obiektow R oy
Energia potencjalna —GMm . o
E, = ] pole sit E, = kTq, gdy Qg <0 pole
przyciggania sil przyciggania, Qg >0 pole sit
odpychania




Jak wyznaczy¢ natezenie pola grawitacyjnego lub elektrycznego, w przypadku, gdy
rozklad tadunkoéw wytwarzajacych to pole jest symetryczny oraz gdy tadunki znajduja
sie na powierzchniach ?

1. Dang powierzchni¢, na ktérej znajduje si¢ masa lub tadunek nalezy otoczy¢
powierzchnig o symetrii kulistej, cylindrycznej lub wzgledem ptaszczyzny. Moze nig
by¢ powierzchnia kuli, walca lub prostopadtoscianu.

2. Otoczenia naladowanej powierzchni dokonujemy tak, aby przewidywany wektor pola
byt w kazdym punkcie prostopadly do powierzchni z punktu 1. Przy takim wyborze

kat pomiedzy SaE bedzie réwny zero.
3. Stosujemy prawo Gaussa

dla pola grawitacyjnego ® = —-4nGM dla pola elektrycznego @ = 4

eoer

4. Obliczamy warto$¢ strumienia za pomocg wartosci natezenia pola i powierzchni
®=E-S

5. Poréwnujemy 4 oraz 5

Wyjasénijmy doktadniej punkt 1 rozwigzujac ponizsze zadanie.

Zadanie 4

= r
W pustej przestrzeni znajduje si¢ punktowe zrddlo o natezeniu E(r)=a—3,gdzie a jest
r

pewna stalg, a T wektorem potozenia o poczatku w zrédle pola. Pokaz, ze strumien natezenia
pola przez zamknicta, otaczajacg zrédlo powierzchnie¢ nie zalezy od jej ksztattu.
Wskazdwka: Podziel przestrzen na ostrostupy o wierzchotkach w zrddle pola.

Rozwigzanie:

Powierzchni¢ przyblizam N matymi tréjkatami (mogg by¢ inne figury, ale tréjkaty najlepie;j
przyblizajg powierzchni¢). Wierzchotki kazdego tréjkata i zrédio pola wyznaczajg ostrostup.
Wszystkie ostrostupy wypetniajg objetos¢ ograniczona powierzchnig.

Strumien pola:

|

M=z

e k
I T
1 I'k

N -
P=3%E,-S, =a
k=1

k

Wektor S, jest proporcjonalny do powierzchni, skierowany na zewnatrz, a jego wartos¢ jest

réwna polu powierzchni matego tréjkata o indeksie k. Pole jest radialne i liczy si¢ tylko pole
powierzchni rzutu tréjkata na plaszczyzng prostopadta do aktualnego T, :

— —

N, S, NS NS
®=aYyrn —=adn -—L=a)—=c

k=l T k=1 Iy k=l T}
czyli mogliby§my od poczatku uzywaé ostrostupéw, ktérych podstawy sg prostopadie do
wysoko$ci. Wyobrazmy sobie modyfikacj¢ powierzchni poprzez skalowanie ostrostupéw

(wysoko$¢ si¢ zmienia, pole podstawy tez, ale katy pozostajg te same). Zauwazmy z
podobienstwa trojkatow, ze pole podstawy ostrostupa S Ik~ rk2 , co konczy dowdd.

1, traktujemy jako wysoko$¢ ostrostupa.



Obliczmy strumien przez sfer¢ o promieniu R (czyli 1, =R)

N S 1
P=a) =2 =a—4nR’ =47a, gdzie
k=l Iy R

dla pola grawitacyjnego a =-GM ,

dla pola elektrycznego a =
4me,,

Zadanie 5 (gestos¢ objetosciowa fadunku)
Przedstaw zalezno$¢ natgzenia pola elektrycznego od odlegtosci od srodka kuli o promieniu
R, réwnomiernie natadowanej dodatnim tadunkiem Q o gestosci objetosciowej p .

Rozwigzanie:
Ladunek wewnatrz kuli jest rOwnomiernie roztozony, zatem kat pomig¢dzy wektorem
nat¢zenia oraz promien wynosi zero. Aby zastosowa¢ prawo Gaussa, otaczamy kule
zamknictg powierzchnia réwniez w ksztatcie kuli na ktérej znajduje si¢ tadunek.
Powierzchnia otaczajaca naladowang kule moze znajdowac si¢

a) wewnatrz naladowane;j kuli,

b) na zewnatrz natadowane;j kuli.

a) b)

W obu przypadkach wektor natg¢zenia pola E zawsze bedzie prostopadty do wektora
powierzchni kuli w kazdym jej punkcie.

a) Ladunek zgromadzony wewnatrz powierzchni = obje¢to$¢ kuli zamknigtej * gestosé
fadunku p czyli

4 3
=—T7
Q 3TP

gdzie r-promien powierzchni otaczajace;j.

®=S-E-coso.=4nr’ -E-1 (1
Z prawa Gaussa

3
&= Q _4mrp )
€€,  3g€.€,
Poréwnujac (1)1 (2)
E=—P
3g,€,

b) W drugim przypadku, tadunek zgromadzony wewnatrz natadowanej kuli wynosi:



4
Q=—7R’

3

gdzie r-promien kuli naladowanej tadunkiem Q.
®=S-E=4mr’-E
gdzie r-promien powierzchni otaczajacej. Analogicznie jak powyzej otrzymujemy
R?
3e.e,1

Podsumowujac, natgzenie pola wewnatrz natadowanej kuli ro$nie proporcjonalnie, poza kulg
maleje wraz z kwadratem odlegto$ci.

Zadanie 6 (gestos¢ powierzchniowa tadunku)
Przedstaw zalezno$¢ natezenia pola elektrycznego od odlegtosci od $rodka kuli rOwnomiernie
natadowanej powierzchniowo, tadunkiem dodatnim o gestosci ©.

Rozwigzanie:

Wewnatrz kuli nie istniejg zadne fadunki. Strumien i nat¢zenie pola wewnatrz wynoszg 0.
Na zewnatrz kuli strumien wytwarzajg tadunki zgromadzone na jej powierzchni.
Natadowang kule otaczamy powierzchnia sferyczng umieszczong wspoétérodkowo, o
promieniu wickszym niz promien natadowanej kuli.

®=S-E=4mr’-E

4moR
Poréwnujgc do prawa Gaussa P = Q =
8081. SOSr
Czyli
ane? E = 4noR>
8Ogr
oR?
E= >
€,E,T

Podsumowujac, wewnatrz kuli powierzchniowo natadowanej nat¢zenie bedzie rowne zero,
natomiast na zewngtrz maleje wraz z kwadratem odlegtosci od $rodka tej kuli.

Zadanie 7

Dwie duze plaszczyzny (oznaczone obok na rysunku jako P)
umieszczono réwnolegle do siebie. Na jednej z nich znajduje
si¢ tadunek dodatni, a na drugiej ujemny o gestosci
powierzchniowej ¢. Oblicz nat¢zenie pola elektrycznego
wewnatrz i na zewnatrz plaszczyzn.

+ 4+ +++ 4+ ++
+ +++ ++ + +




Rozwigzanie:

Zastanbwmy si¢ nad ksztattem powierzchni, ktéra bedzie otacza¢ dowolnie natadowang
ptaszczyzne. Powierzchnia powinna posiada¢ takg

symetri¢, aby kierunek pola wytworzony przez

fadunki byt w kazdym punkcie prostopadly do P
kierunku ptaszczyzny otaczajace;j.

Ladunek jest regularnie roztozony poniewaz sity pola
elektrycznego pochodzace od tego tadunku, styczne e Il 1
do powierzchni musza si¢ wzajemnie rownowazy¢. ./ <
Dlatego wektor natgzenia pola E w dowolnym i

punkcie ptaszczyzny musi mie¢ do niej kierunek |

prostopadty. Powierzchnia, ktéra otoczymy dowolng i

plaszczyzne  powinna  mie¢  zatem  ksztatt _______________ | ___ ¥
prostopadtos$cianu przecigtego natadowana
plaszczyzng.

Wartos¢ catkowitego strumienia przechodzgcego
przez  powierzchni¢ S, bedacg  podstawag
prostopadtoscianu obliczymy z @ = E-S. Warto$¢ natezenia pola przechodzi jeden raz przez
powierzchni¢ gorng i dolng prostopadto$cianu, dlatego nasz rysunek mozemy upros$ci¢
przedstawiajac go tak jak ponizej

A + |+ - - B

Przez pozostale §ciany prostopadto$cianu nie przenika zaden strumien.
Czyli warto$¢ catkowitego strumienia zamknictego wewnatrz prostopadtoscianu wynosi

o =2E-S
Z prawa Gaussa
o 2Q
eoer

gdzie catkowity tadunek zgromadzony na ptaszczyznie wynosi > Q=0-S.
Czyli dla przypadkéw A i B
G-S o
=E= .
€, € 2g,-¢€

T

ES+ES=

T
Przypadek C:

Natezenie pola na zewnatrz: przez powierzchnie prostopadto$cianu réwnolegla do
natadowanej ptaszczyzny przenikajg linie pola elektrycznego, ktérych zwroty w przypadku
ptaszczyzny naladowanej dodatnio skierowane sa od ptaszczyzny na zewnatrz, natomiast dla
ptaszczyzny ujemnej — odwrotnie. Wynika z tego, ze przez dang powierzchni¢ przenikaja dwa
strumienie, ktérych zwroty sg przeciwnie skierowane
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®=E-S-E-S=0.
Warto$¢ nat¢zenia pola pomig¢dzy ptaszczyznami:
(¢ () (¢
= +
2e,-€, 2g,-¢€

E¢

T T T

Wprowadzenie do zadania 8 (uklad cylindryczny) — patrz poczatek
Bardzo prosze odwotac sie do uktadu sferycznego zamieszczonego powyzej ograniczajgc sie
wyltgcznie do wyttumaczenia nowych zmiennych (bez wyprowadzen matematycznych).

Zadanie 8

Znajdz natezenie pola E w walcowym wydrazeniu w
jednorodnie natadowanym walcu. Gesto$¢ tadunkowa wynosi
p . Promienie walcéw to odpowiednio r; (duzy- patzr rysunek)

oraz 1;.(maly) Odleglo$¢ migdzy srodkami R (r1 >R +r1, )

Rozwigzanie:
Zakladamy nieskonczong dlugos$¢ walca. Symetria problemu narzuca aby

E(f) =E(r) -1 gdzie T - wersor promienia w uktadzie cylindrycznym.

W zadaniu wykorzystamy zasade¢ superpozycji: nalozymy peten walec (r;, ggsto$¢ p) i pelten

walec (2, ggstos¢ —p) w R
Wyznaczmy wzor opisujacy pole we wngtrzu jednego walca:
Chcac znalez¢ E(r) otoczymy wnetrze walca o promieniu r i pewnej dowolnej dugosci

Az powierzchnia walcowa.
Z prawa Gaussa

P = Qw srodku
€
. [P
czyli @0 + Py + P =—pAr-Az.
€o
Poniewaz na dole i gorze E(F) L1, to ®,,, =P cora =0

Dla boku E(f)llnito E-n =E(r).
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Otaczamy nasz obszar powierzchnig o r=const. Czyli

E(r)-2mrAz = ipnrzA

€y
E(r)=—P—r
0
Poniewaz E=E T to
NP -
E(r)=—
(F) 2!
W przypadku naszych 2 walcow:
f,=T-R
E(f) = I_;:‘p (f)+ I_;:‘—p (i:) L(_. - _’wew ) = L

Whiosek:
We wnetrzu wydrazenia pole jest state!
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