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Seria 20

Zadanie 1

Punkt O porusza si¢ w ptaszczyznie XOY po okregu o promieniu A ze statg predkosciag katowa .
Punkt P jest rzutem prostopadtym punktu Q na o§ OX. Opisz ruch (potozenie, predkos¢ i
przyspieszenie) punktu P. Znajdz zwigzek pomigdzy polozeniem i przyspieszeniem punktu P.

Rozwigzanie:

et

ot

"'M

t=0 =0

Rysunki przedstawiajg potozenie punktu Q w chwili poczatkowej (t=0) oraz dla pewnego t>0. Kat
migdzy osig OX, a OQ w chwili t=0 wynosi @. W dowolnej chwili pdzniejszej kat ten wynosi ot+¢.
Potozenie punku P na osi OX w dowolnej chwili opisywane jest:

x(t)=Acos(wt+@) (1)
Predkos$¢ styczna punktu Q wynosi ®A, predkos¢ punktu P wynosi:  y(s)=—w Asin(wi+¢) ()

"H

Znak minus wskazuje na to, ze v jest ujemne, kiedy punkty Q 1 P poruszaja si¢ w lewa strone, a



dodatnie, kiedy poruszaja si¢ w prawa strong. Predko$¢ przyjmuje wartos¢ 0 w skrajnych
potozeniach, gdy ot+¢ =0 lub .

Przy$pieszenie punktu Q jest skierowane wzdluz promienia do $rodka okregu i wynosi ®?A.
Przy$pieszenie punktu P réwna si¢ sktadowej przy$pieszenia punktu Q wzdhuz kierunku OX:

a(t)=—w’ Acos (wt+) 3)

"M

Przyspieszenie znika dla wt+¢ = /2 lub 37/2. Z rdwnania (1) i (3) otrzymujemy:
a(t)=—w’x(t)
Komentarz: Punkt P porusza si¢ ruchem harmonicznym z okresem T=2 m/® (czas jednego obiegu

punktu Q po okregu). Promien A, jest amplitudg ruchu harmonicznego punktu P.

Zadanie 2

Oscylatorem harmonicznym nazywamy punkt materialny, ktory wykonuje drgania pod wptywem
sity zwrotnej F'(x)=-kx. Zapisz rownanie ruchu oscylatora harmonicznego, rozwigz to rownanie
(otrzymaj x(t)) oraz korzystajac z pojecia pochodnej policz predkos¢ i przys$pieszenie oscylatora.

Rozwigzanie:

Roéwnanie ruchu oscylatora harmonicznego:

— 2
F=ma —kx=ma —kx:a ix:d X

Rozwigzaniem tego rdwnania musi by¢ pewna funkcja x(?), ktérej druga pochodna réwna sie jej
samej ze znakiem przeciwnym 1 ze statym wspolczynnikiem k/m. Z rachunku rézniczkowego
wiadomo, ze taka wlasno$¢ maja funkcje sin 1 cos. Np.:

d cos(t) —_sin(¢) d’cos(t) _—dsin(t)
dt dr’ dt

=—cos(t)

Generalnie wigc x(¢2) moze by¢ kombinacjg liniowg funkcji coswt 1 sinwt , gdzie w jest pewng stalg
liczbowa powigzang w pewien sposob ze wspotczynnikiem k/m:



x(t)=acos wt+bsinwt=Acos P coswt— Asinpsinwt=Acos (w t+@)

gdzie uzyliSmy podstawienia: ;= gcosqp b=—Asing ©Or4Z WZOru znanego z trygonometrii.

Jest wiec:
x(t)=Acos(wt+)

Roézniczkujac polozenie po czasie otrzymujemy predkosé:

v(t)Z%z—wAsin(wt—Hp)

Przyspieszenie otrzymujemy rézniczkujac predkosé po czasie:

a(l):%:—szCOS(wf—f'(P)

Po podstawieniu otrzymanych wynikow do rownania ruchu mamy:

iAcos(oot-l-(p):—wzAcos(oot-l-(p)
m

Stad w2:£ , natomiast state 4 1 ¢ pozostaja dowolne. Wielko$¢ 4 jest amplitudg ruchu, za$ ¢
m

faza poczatkowa.

Zadanie 3

Kulka poruszajaca si¢ ruchem harmonicznym, w chwili =0 przechodzita przez potozenie
rownowagi. W pewnej chwili ¢, miata natomiast predkos$¢ v,=3 m/s, a nastgpnie po przebyciu drogi
L=2 m osiagneta predkos¢ v,=2 m/s (w miedzyczasie nie przechodzita przez potozenie rownowagi).
Jaka byta $rednia predkos¢ kulki na drodze L, jesli okres drgan kulki 7=8n s?

Rozwigzanie:
=0 O |
-A 0 A
=t, | oO— :
-A L 0 A
I=t, . i
-A 0 A
Predkos$c¢ srednia dana jest wzorem: |, — L (D)
Sr t2 _ t |

Na podstawie wzoréw dla wychylen 1 predkos$ci w ruchu harmonicznym jest:



L=x,—x,=Acos(wt,+1/2)— Acos (wt,+1/2)=—A(sinwt,—sin wt,)
w(t,—t,) w(t,+1,) (2)
cos
2 2
v,+v,=—Awsin(wt,+1/2)—Awsin(wt, +71/2)=—Aw(coswt,+coswt,)
vyt =—2Awcos w(f,+1,)cosw(t,—1,) (3)

L=—2Asin

Dzielac stronami rownania (2) i (3) mamy:

L 1 y ‘U(tz_tz)

== t,—t,=—arctg
vty @ 2 w Vity,

oraz: ,—2T

T
ostatecznie: v, = Lw = L ~2,5mls

’ 2arct _wl Tarct _2ml
gvl+v2 gT(v1+v2)

Zadanie 4

Kulka o masie m jest przymocowana do sprezynki i wykonuje drgania harmoniczne o amplitudzie
A w kierunku poziomym. Sila zwrotna jest okreslona wspolczynnikiem sprezystosci k,
charakteryzujacym wilasciwosci sprezynki. Znalez¢ energie drgajacej kulki. Znalez¢ jej predkos¢ w
momencie przechodzenia przez punkt rOwnowagi.

Rozwigzanie:

Aby wyznaczy¢ catkowita energi¢ kulki, trzeba wzia¢ jej skrajne wychylenie |x|=A, gdzie predkos¢
kulki jest rowna 0. W tej sytuacji catkowita energia kulki jest rowna jej energii potencjalnej. Mozna
ja wyznaczy¢ jako prace przeciwko sile zwrotnej, wykonang podczas odciggania kulki na odleglos¢
A z polozenia rownowagi. Sita dzialajaca przeciwko sile zwrotnej zmienia si¢ wraz z odlegloscig od
potozenia rownowagi: F=kx. Na rysunku pokazano zalezno$¢ sity od wychylenia:

F i

|
|
| kA
|
|
|
' -
0 A x
Z rysunku wida¢, ze praca rowna jest polu powierzchni pod wykresem, czyli: kA

Do tego samego wyniku dochodzimy catkujac:

A A kx2 A kAZ
E:W:J‘O FdX:fo kde:[T]O:T



W dowolnym punkcie energia calkowita kulki jest suma jej energii kinetycznej 1 potencjalnej w tym

punkcie:
2 2 2
gl mv kA
2 2 2
w szczeg6lnosci dla punktu rownowagi: M_V2 _ @ _ |k
= v=4—A4
2 2 m
Zadanie 5

Na gladkim poziomym stole lezy kula o masie M przymocowana do sprezyny o wspolczynniku
sprezystosci k. W kulg trafia pocisk o masie m majacy w chwili uderzenia predkos¢ v, skierowang
wzdhuz osi sprezyny. Wyznacz amplitude 4 1 okres 7 drgan kuli. Przyjmij, ze uderzenie bylo
idealnie niesprezyste 1 nie uwzgledniaj masy sprezyny.

Rozwigzanie:
Z zasady zachowania pgdu otrzymujemy warto$¢ poczatkowej predkosci potaczonego uktadu kula-
pocisk:

my,

mv,=(M +m)v v=
M+m

Z zasady zachowania energii liczymy amplitude:

(Mer)vz:kA2 A=y (M +m)
2 2 k
mvy |[(M+m)
A= 0 A= \/7
M+m k Yo k(M +m)
Liczymy okres: T=2 n/w, gdzie 2= k
m+M
T=2m M +m

k
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Zadanie 1

Wahadto proste jest to cialo punktowe o pewnej masie m zawieszone na cienkiej nierozciggliwe;j
nici o dlugosci L. Wytracone z rownowagi zaczyna ono waha¢ si¢ w ptaszczyznie pionowej pod
wptywem sily cigzko$ci. Znalez¢ okres tego ruchu przy zatozeniu matych drgan.

Rozwigzanie:

mgcost

Sifa zwrotng jest w tym wypadku sktadowa styczna sity grawitacji:  F=—mgsin0 Jezeli kat jest
maty to: sin@~@ ,natomiast przemieszczenie wzdhuz tuku wynosi: x=¢ [ , wigc:
__mg

F=—mg9=—mg%— 7Y

Powyzsza postac sily jest charakterystyczna dla ruchu harmonicznego ( f=—fx ). Dla ruchu

harmonicznego: aﬁ:% wiec dla rozwazanego wahadta w2:% i stad: T=2m \/Z
g

Zadanie 2

Plaskie cialo o nieregularnym ksztalcie moze obraca¢ si¢ wzgledem osi przechodzacej przez punkt
P (rysunek). Odlegtos¢ pomiedzy srodkiem masy ciata C, a osig obrotu wynosi d. Cialo to zostato
odchylone od potozenia réwnowagi o kat niewielki 0. Przyjmujac, ze moment bezwtadnos$ci ciata
wzgledem osi obrotu wynosi I, a jego masa M, oblicz okres drgan.



Rozwigzanie:

Warto$¢ momentu sily przywracajacego rOwnowage wynosi:

K=—Mgdsin0

Dla matych wychyleri mozna przyja¢  SI00=0  czyli; K=—Mgd0 7 drugiej strony jest:

K=le __K _ —Mgd

7 Lwige T

0

Stad okres drgan wahadta fizycznego przy matych amplitudach wynosi: T=2m \/ 1

Mgd
Gdy wahadlo fizyczne ,,wyglada” jak wahadlo matematyczne: ;_ 372 , d=L :

2
T=21r4 ML =2'rr\/£
MgL g

Zadanie 3
Krazek o promieniu r jest zawieszony w punkcie lezacym na jego obwodzie. Znalez¢ okres matych
drgan i poda¢ dtugo$¢ rownowaznego wahadta matematycznego.

Rozwigzanie:

Moment bezwtadnos$ci krazka wzgledem osi przechodzacej przez jego §rodek wynosi erz

2 b
natomiast moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez punkt lezacy na obwodzie
WYynosi:

1 3

I:§Mr2+Mr2:EMr2

Zatem okres tego wahadta wynosi: 3.2

(1 M 3
T=2m =2 =212
Mgr Mgr 2g

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze wynik nie zalezy od masy. Wahadlo matematyczne o tym samym




okresie ma dtugos¢ 3/2r.

Zadanie 4

Zapisa¢ rownanie ruchu dla oscylatora ttumionego, gdzie sita tlumigca jest proporcjonalna do
—bt
wartosci predkosci. Sprawdzi¢, ze rOwnanie

x=Ae ™ cos(wt+q) » spetnia réwnanie ruchu
oscylatora harmonicznego. Poda¢ interpretacje parametrow ®, b, A. Narysowa¢ odpowiedni
rysunek.

Rozwigzanie:

2
Rownanie ruchu:  £'=ma —kx—nv=ma —kx—n%zma;f
t

—bt

Sprawdzenie, czy = 4e 2™ cos (wt+e) spetnia rownanie ruchu polega na policzeniu pierwszej i
drugiej pochodnej po czasie:

dx_ , —=b S

E—A(z—e cos(wt+@)—e™ wsin(wt+@))
m

2 b,

d ;C_ €2m {_ b

dt

[—cos(wt+(p)—wsin(wt+(p)]+iwsin(wt+(p)—w2cos(wt+(p)}
2m 2m 2m

Po podstawieniu do rdwnania ruchu i poréwnaniu wspotczynnikéw przy funkcjach
trygonometrycznych wspotczynniki b1 o okazujg si¢ by¢ réwne:

Wida¢ wiec, ze przypadku wahadta thumionego okres ulega wydtuzeniu. Amplituda ruchu

stopniowo maleje do zera. Przedzial czasu 1, po ktorym amplituda ruchu drgajacego ttumionego
spada do 1/e warto$ci poczatkowej, nazywa si¢ Srednim czasem zycia oscylacji. Czynnik amplitudy
wynosi T=2m/b .

X

Al
| ™, 1
N
|I /"\%5 ) EJ‘IE
II III| |IIII .__.-F“\_\:"——__‘_x_ o t
i T 1.5. 7 ___“_\_.:’1 i ——
I'. .'I ----.'}__f'--"'_

— b
y x=Ae™ cos (wt)




Zadanie 5

Oscylator thumiony o masie 1,5 kg, wspotczynniku sprezystosci k=8,0 N/m wychylono z potozenia

rownowagi o 12 cm, a nastgpnie puszczono. Przy zatozeniu, ze sita thumigca jest dana wyrazeniem
—bdxldt , w ktérym 5=0,23 kg/s , znalez¢ liczbe oscylacji wykonanych przez cialo w

przedziale czasu potrzebnym na to, by amplituda spadta do trzeciej czgsci wartosci poczatkowe;.

Rozwigzanie:

Czas, po ktérym amplituda spadnie do trzeciej czesci swojej poczatkowej wartosci:

—bt
m_ 1 =21 103~ 143
Ae —EA b n 5D S

Czestotliwo$¢ 1 okres oscylacji:

w:JL(Lf r=2"~27s
m 2m w

Liczba oscylacji: Ny =¢/T~5,3 — liczba pelnych oscylacji = 5.
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Zadanie 1
Rozwazy¢ ztozenie dwu ruchow harmonicznych — w kierunku osi OX zadany rownaniem:

x(t)=A,cos(wt+p )
oraz w kierunku osi OY zadany rownaniem:

y(t)=4,cos(wt+@,)

w przypadkach gdy:

a) Ay=4y | Px=@y

b) Ay=0,54, | @y=p,

c) Ay=4, | Q=@ +1/2

d) A4,=054, | @y=@,+m/2

Rozwigzanie:

a) Ay b) LY

1 A}_
i I 1—'IL .
o) A} d) A’
A}' A\




Zadanie 2

Oscylator harmoniczny drgajacy w kierunku osi Oy z okresem T wytwarza w os$rodku, w ktérym
jest umieszczony, falg rozprzestrzeniajaca si¢ w kierunku osi Ox z predko$cig v. Napisz réwnanie
tej fali. Co trzeba zmieni¢ w zapisanym rownaniu, aby opisywalo ono przypadek, w ktorym fala
rozprzestrzenia si¢ w kierunku przeciwnym do zwrotu osi Ox.

Rozwigzanie:

Umiesémy w punkcie x=0 zroédto drgan harmonicznych. Niech w chwili #; w punkcie x=0
wychylenie bedzie réwne:

y,=Asinwt,
W jakiej chwili t w punkcie x # 0 mozna bedzie zaobserwowa¢ wychylenie y1?

Naturalnie w chwili ¢, + x/v . Oznaczmy teraz wychylenie w punkcie x, w chwili ¢ przez y(x,t). W
punkcie x=0 takie samo wychylenie mozna byto obserwowa¢ w chwili ¢ —x/v. Czyli:

y(x,t)=y (t—xIv)

gdzie y, to wychylenia w punkcie x=0. Wychylenia te zachodzg zgodnie z prawem ruchu
harmonicznego:

y(x,t)=Asin|w(t—x/v)]
Postugujac si¢ zaleznosciami:
A=vT T=27lw

otrzymujemy:

21Tx) y(x,t)=Asin(wt—kx)
A

y(x,t)=Asin(wt—
gdzie k nazywa si¢ liczba falowa.

Dla przypadku, w ktorym fala rozprzestrzenia si¢ przeciwnie do zwrotu osi OX jest:

y(x,t)=Asin|w(t+x/v)] y(x,t)=Asin(wt+kx)



Zadanie 3
Rozwazy¢ przypadek, w ktorym dwie jednakowe fale rozprzestrzeniaja si¢ w kierunku osi Ox w
przeciwne strony. Co mozna powiedzie¢ o wtasciwosciach otrzymanej fali ,,wypadkowe;j”?

Rozwigzanie:

Wykonajmy dodawanie dwu fal:

y(x,t)=Asin(wt—kx)+Asin(wt+kx)
ale: sin(AxB)=sin Acos B+ cosAsin B

y(x,t)=A[sinwt coskx—coswt sinkx +sinwt coskx +coswt sinkx |=2Asin wt coskx

Wriasnosci fali opisanej powyzszym rownaniem:

- dwa razy wigksza amplituda

- dla punktéw x=n/(2k), 3/(2k), 57/(2k) .... (tj. dla x=1/4 A, 3/4 L, 5/4 4 ...) coskx=0 .
Wychylenie w tych punktach jest rowne zero w dowolnej chwili 7.

Fale opisang powyzszym roOwnaniem nazywa si¢ falg stojaca, a wskazane punkty nazywa si¢
weztami fali stojace;j.

Zadanie 4

Nieruchomy wzgledem zrédta dzwigku obserwator zaobserwowal, ze zrédlo to generuje dzwigk o
czestotliwosci v. Jakg czestotliwos¢ V' zarejestruje obserwator oddalajacy sie od zrodta dzwigku
ruchem jednostajnym z predkosciag V?

Rozwigzanie:

Wyobrazmy sobie, ze w chwili t; do poruszajacego si¢ obserwatora, bedacego w punkcie x; dociera
maksymalne ,,wychylenie” fali dzwigkowej. Nastgpne maksymalne ,,wychylenie” dojdzie do niego
w chwili ¢, + 7 . Obserwator bedzie wtedy w punkcie x; + 7V . Czas 7 jest sumg okresu drgan T

zrodia 1 czasu, ktory byt potrzebny, aby fala przebyta odlegtos¢ V-

T=T+tVIV,

gdzie V) to predkos¢ dzwigku w osrodku, w ktorym porusza si¢ obserwator.
Podstawiajac: T=1/v oraz t=I1/":

Uv'=1v+1Iv' VIV,
vi=v(1=VIV,)

Natomiast, gdy obserwator bgdzie przyblizal si¢ do zrodta dzwicku czestotliwose, ktorg ustyszy
bedzie wynosic:

v'=v(1+V1V )



