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Feigenbaum jest fizykiem [...] 1 zrobit rzecz bardzo prosta:
obliczat kolejne ilorazy. Kilka wiekow temu byloby to zajecie
niezwykle czasochtonne, ale w latach siedemdziesiatych

juz uzywano kalkulatoréw.
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Wstep

Niniejszy zbidr zadan ma na celu przyblizenie czytelnikowi metod uzywanych przy rozwiazywaniu zadan
z fizyki. Szczeg6towo omawiane sa aspekty fizyczne oraz matematyczne proponowanych sposobow poste-
powania, ktore prowadza do odpowiedzi. Samodzielne przeprowadzenie wszystkich rachunkéw pomoze
czytelnikowi naby¢ sprawnosci w prostych obliczeniach symbolicznych i numerycznych. Wszystkie zada-
nia sg tatwe. Zgodnie z przytoczonym na poczatku cytatem, to wtasnie w takich problemach tkwi istota
fizyki. Bedziemy starali si¢ ja sobie przyblizy¢ za pomoca wzoréw oraz rysunkéw. A jak pokazuje historia

(nie tylko Feigenbauma), warto poswigci¢ réwniez trochg czasu, aby uzyskac¢ wyniki liczbowe.

"Uwagi dotyczace skryptu prosze kierowaé na adres: pniez@fuw.edu.pl
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Odnosniki do wykladu

Ponizej zamieszczono odsytacze do transparencji z wyktadu ,, Fizyka dla Geologow” prowadzonego przez
prof. Andrzeja Twardowskiego. Zapoznanie si¢ ze wskazanym materiatem umozliwia poprawne rozwiaza-

nie prezentowanych w tym skrypcie zadan. Transparencje sa dostgpne na stronie
http://www.fuw.edu.pl/~twardows/geo/
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1 Zadanie — Odleglosé

Student wyruszyt z akademika do ksiggarni. Dotarl tam po przebyciu 400 m, poruszajac si¢ caty czas
po linii prostej. Nastepnie udat si¢ w kierunku prostopadtym do odcinka akademik-ksiggarnia i przeszedt

jeszcze 300 m, zanim natrafil na kino. W jakiej odlegtosci od akademika znajduje si¢ kino?

Rozwiazanie

Dla wygody wprowadzam nastgpujace oznaczenia:

Ly =400 m,

Ly = 300 m,

a L niech bgdzie szukang odlegtoscia od akademika do kina.

Poniewaz autor zadania nie wprowadzit jakiej$ specyficznej definicji odlegtosci, wigc zaktadam, ze chodzi
mu o odlegtos¢ w zwyklym znaczeniu. Co to znaczy? JeSli mam zmierzy¢ odleglo$¢ migdzy dwoma
punktami, to rozciggam migdzy nimi np. taSme¢ miernicza albo przyktadam do nich linijk¢. Niezaleznie
od uzytego przyrzadu odlegtos¢ migdzy dwoma punktami mierz¢ wzdtuz prostej przez nie przechodzace;.
Dlatego odlegtos¢ od akademika do kina obliczaé nalezy ,,w linii prostej”. A wigc odcinki Ly, Lo 1 L sa

bokami tréjkata, w ktérego wierzchotkach lezg akademik, ksiggarnia i kino.

akademik L, ksiggarnia

kino

Poniewaz odcinki L, i Ly sa wzglgdem siebie prostopadte, mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa.
Twierdzenie to glosi, ze w tréjkacie prostokatnym kwadrat najdluzszego boku (tzw. przeciwprostokatnej)
rowny jest sumie kwadratéw pozostatych bokéw (tzw. przyprostokatnych). W naszym przypadku przeciw-

prostokatna ma dtugos¢ L, a przyprostokatne dtugosci L 1 Ly, wigc otrzymuj¢ réwnanie:
L*=L7+ 13

Aby uzyskaé¢ wynik w postaci L = ..., powinienem skorzysta¢ z dziatania odwrotnego do potggowania.

Jest nim pierwiastkowanie. Obliczam wigc pierwiastek kwadratowy (czyli drugiego stopnia) obu stron

VI = /L3 + I}

rOéwnania:



Mozna to réwnanie zapisa¢ w nastgpujacej, rOwnowaznej postaci:
2\1/2 2 2\1/2
(L7) / :(L1+L2)/

Tak jak chciatem, lewa strona rowna jest po prostu L. Dla wprawienia si¢ w operowaniu wyktadnikami

mozemy to ,,sprawdzi¢” nastepujaco: (L?)Y/? = L*(/2 = L' = L. Prawej strony nie mozna uproscic.

L=+/Li+ L3

Ostatecznie uzyskuje wynik:

Podstawiam warto$ci liczbowe:

L = /L3 +L}=/(400m)? + (300 m)? = /42 100°m? + 32 - 1002 m? =
= /(42 +32)-1002m? = /(16 +9) - 1002m? = V25 - 1002 m? =
= V/25V1002vVm2 = 5-100m = 500 m

OdpowiedZ: Kino znajduje si¢ w odlegtosci L = 500 m od akademika.

Dodatek matematyczny

Ponizej zamieszczono kilka réwnosci, ktére ilustruja wtasnosci potggowania oraz rézne formy jego zapisu.

abc — (ab)c:(ac)b

273 = 21

a’ = Vac = (Va)
83 = /82 = (V/8)?
abac — ab-‘,—c

o192 — 93

—b — 1/ab

572 = 1/25



2 Zadanie - Jednostki

Wiele wielkosSci wystepujacych w fizyce wyrazanych jest w okreslonych jednostkach. Np. odlegtos¢ mo-
zemy wyrazi¢ w metrach [m], mas¢ w gramach [g], czas w sekundach [s], site w newtonach (niutonach)
[N], energi¢ w joulach (dzulach) [J]. Dla wygody postugujemy si¢ czgsto wielokrotnosciami lub czgsciami
jednostek. Powszechnie znanymi przyktadami sa: kilogram [kg] (czyli 1000 graméw), kilometr [km] (czyli
1000 metréw), centymetr [cm] (czyli 0.01 metra)?, minuta [min] (czyli 60 sekund) oraz godzina [h] (czyli

60 minut). Czgsto uzywanymi przedrostkami, ktére mozna traktowac jak zwykte liczby mnozace jednostke,

sa:

Przedrostek | Nazwa | Wartos¢
G giga 10°
M mega 106
k kilo 103
h hekto 102
da deka 10
d decy 107t

C centy 1072
m mili 1073
U mikro | 107¢
n nano 107°

Warto pamigta¢ réwniez nazwy niektérych duzych liczb: 10° to milion, 10° to miliard, a 10'2 to bilion.

Przy potggowaniu wyktadnik potegi umieszcza si¢ tylko przy jednostce, np.
(2 km)? = (2)? (km)®> = 4 (km)* = 4 km?.

Tak wiec
I mm? =1 (10"%m)? = 10 °m?
anie 103 m2.
Wyraz nastgpujace wielkosci:
a) 10.5 mm, 0.6 km oraz 3.1 - 10> cm w metrach [m],
b) 3.5 h (h=godzina), 45 min (min=minuta), 1 tydzien, 365 dni w sekundach [s],
¢) 10 m/min, 5 km/h, 0.5 cm/rok w metrach na sekunde [m/s],
d) 1 kWh w dzulach [J], pamigtajac, ze 1 W =1 J/s,
e) 1 m?, 10® mm? w centymetrach kwadratowych [cm?],

f) 2 litry (czyli 2 dm?), 5 m® w centymetrach sze$ciennych [cm?].

2W niniejszym zbiorze zadaii w utamkach dziesietnych stosuje sie kropke zamiast przecinka do oddzielania jednosci od czesci
dziesiatych (np. 1/10 = 0.1, 3/100 = 0.03, 5/2 = 2.5).
3Uwaga: W innych krajach, np. w USA, liczebnik 10 to ,,billion”, a 10'2 to , trillion”.



Rozwiazanie

Punkt (a)

Mam wyrazié 10.5 mm w metrach. Z tabeli odczytuje, ze przedrostek m oznacza 1073, Podstawiam te
liczbe:
10.5 mm = 10.5- 107" m

Uzyskana odpowiedZ moge zapisa¢ w rOwnowaznej postaci:
10.5 mm = 10.5- 10~ m = 0.0105 m
Teraz wyrazam 0.6 km w metrach. Wiem, ze przedrostek k oznacza 103, a wigc:
0.6 km = 0.6 - 10° m = 600 m
W ostatnim przypadku, 3.1 - 10® cm, wystepuje przedrostek ¢, ktory jest rtéwny 1072
31-10°cm=31-10°-10?m=31-10"m=31-10m=31m

Odpowiedz: 10.5 mm = 0.0105 m, 0.6 km = 600 m, 3.1 - 10> cm = 31 m.
Punkt (b)

Oczywiscie 3.5 h mogg zapisaé jako 3.5 - (1 h). Godzing, czyli 1 h, zamieniam na sekundy, wiedzac, ze

1 h = 60 min oraz ze 1 min = 60 s:
1 h =60 min =60 - (1 min) = 60 - 60 s = 3600 s

W takim razie:
3.5h=3.5-(1h)=3.5-(3600s) = 12600 s

Analogicznie postgpuje w kolejnym przypadku:
45 min = 45 - (1 min) = 45 - (60 s) = 2700 s
Jeden tydzien to 7 - 24 godziny, a wigc:
1 tydzied =7-24 h="7-24-3600 s = 604800 s ~ 6 - 10° s
Jeden rok, czyli 365 dni, to:
1 rok = 365-24 h = 365-24-3600 s = 31536 - 10° s = 3-10" s

OdpowiedZ: 3.5 h = 12600 s, 45 min = 2700 s. W przypadku tygodnia i roku podaje wyniki z doktadno-
Scia do jednej cyfry znaczqcej: 1 tydzien =~ 6 - 10° s, 1 rok ~ 3 - 107 s.



Punkt (¢)

Warto$¢ 10 m/min mogg zapisaé jako:
10 m/min = 10 m/(1 min) = 10 m/(60 s).

A wiec:

1
10 m/min = G m/s.

Predkos¢ ,,marszowa” wyrazam nastgpujaco:
5km/h =5- (1 km)/(1h) =5-(10* m)/(3600 s).

I uzyskuje wynik:
2
5 km/h = —12 m/s ~ 1.4 m/s.

Analogicznie zamieniam jednostki dla ostatniej wartoSci:
0.5 cm/rok = 0.5 - (1 cm)/(1 rok) =~ 0.5- (1072 m)/(3.15- 10" s),
gdzie uzylem przyblizenia 1 rok =~ 3.15 - 107 s zgodnie z wynikami w punkcie (b). Ostatecznie:
0.5 cm/rok ~ %10—2/107 m/s ~0.16-107* " m/s = 1.6 - 107 m/s

Odpowiedz: 10 m/min = ¢ m/s, 5 km/h ~ 1.4 m/s oraz 0.5 cm/rok ~ 1.6 - 107'% m/s.
Punkt (d)

Warto$¢ 1 kWh rozbijam na sktadowe:
1 kWh=1-(10%-(1 W)- (1 h).
Zgodnie z rownosciag 1 W =1 J/s zamieniam jednostki:
1kWh=10%-(1J/s)- (1 h) =10%- (1 J)/(1s)- (1 h) =10*-(1J)- (1 h)/(1s).
Jesli wyraze godzing przez sekundy, to jednostki czasu sig¢ skréca:
1 kWh =10 (17J)-(36005s)/(1s) =36-10"J.
Mozna zapisacé ten wynik, uzywajac przedrostkow:
1 kWh = 36 - 10* kJ = 3.6 MI.

Odpowied?: 1 kWh = 36 - 105 J = 3.6 MJ.
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Punkt (e)

Warto$é 1 m? moge zapisaé nastepujaco:
1 m? = (1 m)

Wiem, ze 1 cm = 1072 m, a mnozac obie strony tego réwnania przez 100 uzyskuje: 102 cm = 1 m.

Wykorzystujac ten wynik, otrzymuj¢ odpowiedz:
1 m?=(1m)®= (10> cm)® = (10?)*(cm)? = 10* cm?.
Z kolejna warto$cia postgpuje podobnie:
10° mm? = 10%(1 mm)?.
Wiem, ze 1 mm = 1072 m = 1073(10% cm) = 10~! cm. Ostatecznie:
10° mm? = 10*(1 mm)? = 10*(10~! cm)? = 10*(10")*(cm)? = 10 cm?.

Odpowied?: 1 m? = 10* cm? oraz 10> mm? = 10 cm?.
Punkt (f)

Jeden litr, czyli 1 dm?, zapisuje nastepujaco:
1 dm® = (1 dm)?
Poniewaz 1 dm = 107! m = 107*(10%cm) = 10 cm, wigc:
2 dm® = 2(1 dm)* = 2(10 cm)® = 2- 10* cm?
Podobnie postgpuje w kolejnym przypadku:
5m® = 5(1 m)* = 5(10% cm)* = 5 - 10° cm®

Odpowied?: 2 dm® = 2 -10° cm® oraz 5 m® = 5 - 10% cm?.
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3 Zadanie — Predkos¢ Srednia

Oblicz srednia predkos¢ pociagu na trasie Warszawa-Olsztyn-Gizycko, jesli pokonanie odcinka toréw o
dlugosci S; = 220 km z Warszawy do Olsztyna trwato 77 = 3 h 30 min, a odcinek Olsztyn-Gizycko o
dlugosci S = 140 km pociag przebyt w czasie 7, = 2 h 30 min. Predko$¢ wyraZz w jednostkach [km/h]

oraz [m/s].

Rozwiazanie

Czym jest Srednia predkos¢ pociagu? W opisanej podrézy pociag przebyt trasg Warszawa-Olsztyn w czasie
T;. Dhugos¢ tor6w wynosi S;. Z jaka predkoscia poruszal si¢ pociag? Nie wiem! Moge wyobrazié
sobie rozne scenariusze: pociag przez pewien czas przyspieszatl, a potem jechat ze stala predkoscia; pociag
zatrzymywat si¢ po drodze; mdgl nawet si¢ cofa¢! Wiem tylko, ze w czasie 77 pokonat odcinek toréw o
dlugosci S;. Zatézmy, Ze czekam na przyjazd pociagu na dworcu w Olsztynie. Dla mnie nie ma znaczenia
sposob, w jaki maszynista prowadzit parowdz. Jesli jechatby ze stalq predkosciq téwna v, = S1 /T, to po
czasie 17 wjechatby rowniez na olsztynski dworzec, gdyz v, T} = S;. I to wiasnie v; jest Srednia predkoscia

pociagu na odcinku Warszawa-Olsztyn.
Podobnie §rednia predkos$¢ pociagu migdzy Olsztynem a Gizyckiem wynosi v5 = Sy /Ts.
A ile wynosi §rednia predkos¢ pociagu na trasie Warszawa-Olsztyn-Gizycko? Ile musiataby wynosi¢ pred-

kos¢ pociagu, gdyby nie przySpieszat i nie hamowat na catej trasie? Catkowita droga to:
S =51+ 5,

A catkowity czas podrozy:
T=T +1T

Wobec tego Srednia predkos¢ na calej trasie wynosi:
v=2_S/T
Podstawiam wartosci liczbowe:
v=2S/T = (S1+S2)/(T1 + T3) = (360 km)/(6 h) = 60 km/h
Wyrazam wynik w jednostkach [m/s]:
v = 60(1 km)/(1 h) = 60(10° m)/(3600 s) = 5—30 m/s ~ 16.7 m/s

Odpowiedz: Srednia predko$é pociagu na trasie Warszawa-Olsztyn-Gizycko wynosi @ = 60 km/h ~
16.7 m/s.
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4 Zadanie - Zyrandol

Zyrandol o masie m = 7.4 kg przyczepiono do sufitu za pomoca linki. Oblicz, jaka sita dziata sufit na linke
i zaznacz na rysunku wektor tej sity. Zyrandol nie porusza sie, linka jest niewazka, a caly uktad znajduje

si¢ w statym polu grawitacyjnym o natezeniu g = 10 m/s%

S S S S

Rozwiazanie

Czym jest sila dzialajaca na ciato o masie m? Zgodnie z druga zasada dynamiki sita jest odpowiedzialna za

przys$pieszenie, a, z jakim ciato si¢ porusza:
ma = F.

PrzyS$pieszenie ciata to zmiana jego predkosci w jednostce czasu. Mozna to zapisaé nastgpujaco:

_Av
At

QL

Czym jest Av? Jest to zmiana predkosci ciata, jaka zaszta w czasie At. Jesli w pewnej chwili czasu
predkos¢ ciata wynosita v, a po czasie At wynosi ¥, to zmiana predkosci jest rowna Av = vy — ¢;. Im
przedziat czasu At jest mniejszy, tym szczegétowiej mozemy opisac ruch ciata. Strzatki umieszczone nad
v, a oraz F' przypominaja, ze predkos¢, przySpieszenie oraz sita sa wektorami.

W rozwazanym przypadku zyrandol nie porusza si¢, a wigc jego predkos$¢ nie zmienia si¢. Innymi stowy

jego przyspieszenie wynosi d = 0 i z drugiej zasady dynamiki otrzymujg proste rownanie:

—

0=F

O jaka sit¢ chodzi? Sita F jest suma wszystkich sit dziatajacych na ciatlo. Réwnanie powyzsze wskazuje,

ze wypadkowa sita wynosi 0. Na zyrandol dziata sita grawitacji:

F, =mg,

ktorej dtugosé wynosi |ﬁg| = mg.
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S S LS

Fy

Wektor Fl, zaczepiony jest w Srodku masy zyrandola. Nie moze by¢ to jedyna sita, gdyz wtedy zyrandol
poruszalby si¢ z przysSpieszeniem. Do zyrandola przymocowana jest linka i ona dziata na niego sita Fr.
Zgodnie z treScig zadania sita grawitacji i sita reakcji linki sa jedynymi sitami dziatajacymi na zyrandol, a

wigc ich suma jest sita wypadkowa, F = F:, + Fy, ktéra musi spetnia¢ réwnanie F =0, czyli:

Aby to réwnanie mogto by¢ spetnione, wektor Fy, musi by¢ réwnolegty do wektora F:,, zwroty wektoréw

musza by¢ przeciwne, a dlugosci obu wektoréw musza by¢ takie same, czyli:

A wiec |Fy| = |F,| = myg.

8

Jak ,,dotrze¢” do sufitu? Rozwazam sity dziatajace na linkg. Zgodnie z trzecia zasada dynamiki (zasada
réwnej akcji i reakcji) sita jaka zyrandol dziata na linke, F, musi spetniad:

Fy=—F,

Jednoczes$nie sufit dziala na linke jaka$ sita — oznaczam ja przez ﬁs.
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Ile wynosi ﬁs? Znowu mogg skorzystac z drugiej zasady dynamiki, ktéra wiaze przySpieszenie linki (ay)

oraz jej mase¢ (my) z sitami dzialajacymi na linkeg:
mrdy = F 7+ F g.
Poniewaz linka nie porusza sig, czyli a;, = 0, wigc otrzymujemy:
0= Fy,+ Fs.

Nalezy zauwazyc, ze do takiego samego wniosku dochodzg¢ korzystajac z m; = 0, czyli z faktu, ze linka
jest niewazka, bez wzgledu na jej przySpieszenie!

Ostatnig rownos¢ przeksztatcam do postaci:




Ten sam wynik mogtem uzyskaé szybciej, rozpatrujac wypadkowa sil¢ dziatajaca na caty uktad zyrandol-

linka.

Odpowied?: Sila, jaka dziala sufit na linke (Fs), jest przeciwna do sity grawitacji dziatajacej na zyrandol:
Fg = —ﬁg. Dtugosc sity Fy WYynosi:

|Fs| = |F,| = mg = (7.4 kg)(10 m/s?) = 74 N

Czytelnika zachgcam do przeprowadzenia podobnego wnioskowania w nastepujacych przypadkach:
a) gdy niewazka linka jest bardzo rozciagliwa, nie stawiajaca oporu,

b) gdy linka jest nierozciagliwa, ale ma mas¢ m; = 20 dag.

Dodatek matematyczny

Ponizej przypominamy podstawowe wilasnosci operacji wykonywanych na wektorach. Symbole c oraz d

oznaczaja liczby. Aby lepiej przyswoiC sobie kazda rownos¢, Czytelnik powinien zilustrowac ja geome-

trycznie.
A-A =0
CA+dA = (c+d)A
«(A+B) = cA+cB
A+B = B+A

S Zadanie — Odwaznik i jabtko

Odwaznik o masie 2 kg trzymamy na wysoko$ci 20 m, a jabtko o masie 0.5 kg na wysokosci 5 m nad
podtoga. Oblicz czas swobodnego spadku tych ciat w statym, jednorodnym polu grawitacyjnym o nat¢zeniu
g = 10 N/kg.

Rozwiazanie

Aby okresli¢ czas spadania wymienionych cial, muszg¢ zastanowi¢ si¢ nad tym, jak wyglada ich ruch w polu
grawitacyjnym. Na cialo o masie m, umieszczone w polu grawitacyjnym o natgzeniu ¢ dziata sita F = mg.
Wektor ¢ ma oczywiscie dlugos$¢ réwna g, a zwrdcony jest ku podiodze. Zgodnie z druga zasadgq dynamiki

przysSpieszenie ciata (@) zwiazane jest nastgpujaco z jego masa oraz dziatajaca na cialo sila:
md = F
Skoro F' = mg, to po podstawieniu tej konkretnej postaci sity otrzymuje:

ma = mg.
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Aby uzyska¢ réwnanie postaci @ = ..., dzielg obie strony rownosci przez m, co prowadzi do stynnego
wyniku:

a=g.
PrzyS$pieszenie ciata nie zalezy wigc w tym przypadku od jego masy! Autor zadania, jak widaé, prébo-

wal mnie zmyli¢... Poniewaz wektor ¢ nie zmienia si¢, wigc przyspieszenie ciata jest w kazdym punkcie

przestrzeni i w kazdej chwili takie samo.
PrzyS$pieszenie ciata to zmiana jego predkosci w jednostce czasu:

A7
At

i—
Mnozac obie strony tego réwnania przez At, uzyskuje¢ réwnosc¢:
AT = aAt

Kazde z rozwazanych przeze mnie cial poczatkowo spoczywato, a wigc ich predkos¢ poczatkowa wynosita

0. W takim wypadku, po czasie 1" predkoSc¢ ciala wyniesie:
v=aT

W tym momencie zauwazam, ze ruch bgdzie odbywatl si¢ po prostej, gdyz wektor predkosci ma staty
kierunek. Mogg wigc zrezygnowaé z zapisu wektorowego i rozwaza¢ po prostu wartosci predkosci i przy-
Spieszenia:

v=aT

Jaka droge S przebedzie ciato w czasie 1" ? Zgodnie ze wzorem dla ruchu jednostajnie przys$pieszonego:

1
S=caTl?
2a

Czytelnika, ktéry chce pozna¢ pochodzenie tego wzoru, zapraszam do Dodatku matematycznego na koncu
niniejszego rozwigzania.

W zadaniu podano przebyte przez ciata drogi (wysokosci, z jakich spadaja), a moim zadaniem jest obliczy¢

czas T'. W tym celu bedg tak przeksztalca¢ uzyskane réwnanie, aby doprowadzié je do postaci 7' = .. .. Na
poczatku dzielg obie strony przez %a:
@ — T2
a Y

a nastgpnie z obu stron réwnania wyciagam pierwiastek kwadratowy:

\/EZVTQ:T
a

Ostatecznie wzdr ma postaé:
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W przypadku odwaznika podstawiam S = 20 m, a = g = 10 N/kg:

25 [2:20m
Tod = | == =,/ — V4,/m - kg/N
Od a 10 N/kg Viym - ke/

Korzystajac z réwnosci 1 N = 1 kg - m/s?, uzyskuje wynik:

Toaw = 2\/m -kg/N = 2\/m -kg/(kg-m/s?) = 2V/s2 = 2 s

Przy obliczaniu czasu spadania jablka podstawiam S = 5 m oraz a = g = 10 N/kg = 10 m/s*:

|28 2-5m
Ta = _— = _— = 1\/ 2:1
Jab a 10 m/s? VIVs >

Odpowied?: Odwaznik upadnie na podtoge po czasie Tp4, = 2 s, a jablko po czasie Ty, = 1 s.

Dodatek matematyczny

W tym dodatku przedstawione zostanie wyprowadzenie wzoru na droge w ruchu prostoliniowym, jednostaj-
nie przys$pieszonym dla ciata poczatkowo spoczywajacego: S = %a T?2. W pierwszej wersji wyprowadzenia
uzywany jest rachunek rézniczkowy i catkowy. W drugiej wersji wykorzystano podziat czasu na wzglednie
mate interwaty. W obu przypadkach rozwazany jest tylko ruch wzdtuz prostej, ze statym przysSpieszeniem
i z predkoscia poczatkowa réwna 0.

Wersja 1

Potozenie na prostej opiszemy za pomoca wspotrzednej x. Predkos¢ jest pochodna potozenia po czasie:

dx
v=—
dt
A przyspieszenie jest pochodna predkosci po czasie:
dv
a=—
dt

Calkujemy obie strony ostatniego réwnania po czasie w granicach od chwili poczatkowej ¢, do chwili

t t
/ adt = @ dt
to to dt/

Rozpatrujemy ruch, w ktérym przyspieszenie jest state (czyli niezalezne od czasu). Dzigki temu lewa catka

biezacej ¢:

jest bardzo tatwa:
t t
/ adt' =a | dt' = a(t —to)
t

0 to
Obliczenie prawej calki jest jeszcze prostsze — wystarczy powotac si¢ na podstawowe twierdzenie rachunku

rézniczkowego i catkowego:
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Ale poniewaz ciato poczatkowo spoczywato, wigc v(ty) = 0. Otrzymujemy dobrze znang réwnosc:
v(t) = a(t —to)

Podstawiamy za pregdko$¢ pochodng potozenia po czasie:

dx

E = a(t—to)

I znowu catkujemy obie strony réwnania po czasie w granicach od chwili poczatkowej ¢, do chwili biezacej

t:
t dl’ t
—dt’:/ ¢ to) dt
to dt/ to a< 0)

Lewa catka to po prostu réznica potozenia aktualnego i poczatkowego:

tdr
v dt’ = x(t) — z(ty)

Obliczamy prawa catke:
t t t 1
/ at' —ty)dt' = af t’dt’—to/ dt') = al[=(t> —t3) — to(t — to)] =
to to to 2

1 1
= §a(t2 — 2t + 1) = §a(t —tg)?

Ostatecznie: )
z(t) — 2(ty) = 5a(t —tg)?

Roéznica potozen ciata jest w tym wypadku droga, jaka to ciato przebyto: S = z(t) — z(to). A wielkos¢

t — to jest czasem trwania ruchu: 1" = ¢t — t,. UzyskaliSmy wigc znany wzor:

1
S == §CLT2

Wersja 2

Podzielmy czas 7' na N réwnych przedziatéw. Kazdy przedziat czasu wynosi wtedy:
At =T/N

Aby mdc precyzyjnie wypowiedziec si¢ o ruchu ciata, chcemy, by odstgpy czasu byty niewielkie w poréw-

naniu z czasem 1°. Niech wiec liczba N bedzie bardzo duza.

Kazdemu przedziatowi, po kolei, przypiszmy liczb¢ naturalna, ktérg oznaczymy litera k. Mozemy méwié

dzigki temu o k-tym przedziale. Indeks £ moze mie¢ wartosci 1, 2, 3,..., N.
Jaka predkosé ma ciato po k-tym interwale czasu, czyli po czasie t;, = kAt ? Zgodnie z definicja przySpie-

szenia, gdy jest ono state, predkos¢ ta wynosi:

v, = aty, = ak/At
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A jaka droge przebywa ciato w trakcie trwania k-tego interwatu czasu? Jesli interwaty czasu sa bardzo mate,
na tyle, zeby predkosci na krancach przedziatow byty prawie réwne (vx_; ~ vy), to z dobrym przyblizeniem

ten fragment drogi, Az, bedzie wynosic:
Azy, = v At = akAtAt = ak(At)?

OczywiScie suma wszystkich fragmentéw drogi jest rowna catej drodze przebytej przez ciato:

N N
=3 A= 3 ak(ay
k=1 k=1

Poniewaz przyS$pieszenie oraz interwat czasu nie zaleza od k (sa takie same w kazdym przedziale czasu),

wigc mozemy je wylaczy¢ przed znak sumy:

= a(At)? i k

Ile wynosi suma liczb naturalnych od 1 do IV (jest to tzw. szereg arytmetyczny)? Czytelnik moze sam

sprawdzié, stosujac np. indukcj¢ matematyczna, ze zachodzi rownos¢:

ivj N(N +1)

Réwnanie to mozna réwniez wyprowadzi¢ nastgpujaco:

I+ 2 + ... + (N—1) + N )
1424+...+(N—-1)+N= + /2:§N(N+1)
N + (N=-1) + ... + 2 + 1

Widaé, ze dodajac do siebie ten sam szereg, ale zapisany w odwrotnej kolejnosci, uzyskujemy N wyrazéw,
z ktérych kazdy ma warto$¢ N + 1. Poniewaz interesuje nas suma jednego szeregu, wigc musimy pamigtaé

o0 podzieleniu przez 2.

W takim razie otrzymujemy wynik:

1 1 1 N+1
S = a(APSN(N +1) = S aT/NPN(N +1) = - aT? ;

Zgodnie z naszym zatozeniem, ze N jest bardzo duze, przechodzimy do granicy z /N dazacym do nieskon-

czonosci: . Nl 1 N1
S L e A
S—hm2aT N 2aT(A}1£noo N )
Granica cztonu zaleznego od N wynosi:
N +1 : 1
Ty SR =
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Ostatecznie otrzymujemy wynik:

1
S == §CLT2

Dla lepszego zrozumienia poszczegdlnych krokéw tego wyprowadzenia pomocny moze by¢ ponizszy ry-

sunek.

ok

aTl
Ok
Ok-1
A
11213 k N
0 o
0 fr-1 ti T !

Przedstawiona procedurg mozna zinterpretowac jako liczenie pola trdjkata prostokatnego o przyprostokat-

nych 7" oraz a T', czyli pola pomigdzy wykresem funkcji v(¢) a osia czasu.
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6 Zadanie — Awaria sznurka

Uktad dwdch jednakowych cigzarkow polaczonych nierozciagliwym sznurkiem wiruje w przestrzeni ko-
smicznej. Srodek sznurka nie przemieszcza sig. Narysuj wektory predkosci cigzarkéw w chwile po pek-
nigciu sznurka, jesli uktad wirowat tak, jak zaznaczono na rysunku. Zaniedbaj oddzialywanie grawitacyjne

pomigdzy cigzarkami.

=

Rozwiazanie

Na kazdy z cigzarkoéw dziata tylko sifa reakcji sznurka. Gdy on peka, kazdy z cigzarkéw bedzie poruszac
si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym, czyli ze stala predkoscia. Jaka? Taka jaka miat w chwili ,,awarii”

sznurka. Kierunek tej predkosci postaram si¢ wyznaczy¢ wychodzac z definicji predkosci:

Ar
At

U=

gdzie Ar jest wektorem przesunigcia ciata, ktére to przesunigcie nastapilo w przedziale czasu At, przy
czym tym lepsze otrzymujemy przyblizenie predkosci w danej chwili, im przedziat czasu At jest mniejszy.
Z definicji wynika, ze kierunek predkosci jest taki sam jak kierunek przesunigcia. Jaki kierunek i zwrot ma
przesunigcie?

Przed zerwaniem sznurka cigzarki musiaty poruszac si¢ po okregu: Srodek sznurka nie przemieszczal si¢

oraz nie zmieniala si¢ odlegto$¢ migdzy cigzarkami.

Zatézmy, ze powyzszy rysunek przedstawia potozenie cigzarkéw w chwili peknigcia sznurka. Teraz wybie-

ram pewne wczesniejsze potozenie — wezesniejsze o interwal czasu 7'. Nie jest wazna w tej chwili doktadna
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warto$¢ T, ale cheg, aby po czasie T’ cigzarki dotarly do ,,punktu zerwania” bez wykonywania petnego ob-

rotu. Na ponizszym rysunku zaznaczam wektor przesunigcia jednego z cigzarkOw (prawego):

Dla poprawienia przejrzystosci rysunku rezygnuj¢ z zaznaczania cigzarka, a zamiast wektora przesunigcia

wykreslam tylko jego kierunek (linia przerywana):

Jaki jest kierunek wektora przesunigcia migdzy potozeniem wczesniejszym o interwat czasu 7" a potoze-

niem w chwili zerwania sznurka, jesli 77 < T ? Na przyktad taki:
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Wiem, ze najbardziej precyzyjniej okresle predkos¢ cigzarka w chwili pgknigcia sznurka, jesli interwal
czasu migdzy potozeniem poczatkowym i koncowym bedzie zblizac si¢ do zera. A to oznacza, ze odlegtos¢
miedzy punktami rowniez bedzie zbliza¢ si¢ do zera. Sprobuje narysowac kierunek wektora przesunigcia

w takiej granicznej sytuacji:

Otrzymalem prosta styczna do okregu. Skad to wiem? Postepowanie, ktore wtasnie opisatem, jest metoda
uzyskiwania stycznej do krzywej! Styczna do krzywej w pewnym punkcie A to prosta przechodzaca przez
dwa punkty nalezace do krzywej, gdy daza one do punktu A. W takim razie mozemy uog6lni¢ powyzsze
rozwazanie: wektor predkosci ciala poruszajacego si¢ po dowolnej krzywej jest zawsze styczny do tej
krzywej! Innymi slowy: wyznaczajac wektor predkosci w danym punkcie toru, wyznaczamy kierunek
stycznej w tym punkcie do krzywej opisujacej tor. (Nalezy pamigtac, ze nie zawsze mozemy wyznaczy¢
jednoznacznie kierunek styczny, np. w wierzchotkach tréjkata).

Odpowied?: Predkosci cigzarkéw w chwili ,,awarii” sznurka (i potem) sa wektorami o kierunku stycznym

do toru ciezarkow:

Dociekliwemu Czytelnikowi pozostawiam zastanowienie si¢ nad tym, dlaczego autor zadania sugeruje za-

niedbanie oddziatywania grawitacyjnego migdzy cigzarkami.
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7 Zadanie — Student, skrzynia i lodowisko

Oblicz prace, jaka wykonat student, rozpedzajac na lodowisku skrzyni¢ o masie m = 200 kg do predko-
Sci v = 1 m/s. Skrzynia poczatkowo spoczywata, a podczas przyspieszania przebyta droge S = 20 m.

W trakcie przesuwania na skrzyni¢ dziala pozioma, stata sita oporu o wartosci 7' = 30 N.

Rozwiazanie

Praca IV, jaka wykonat student, zostala zuzyta na rozpgdzenie skrzyni (a wigc nadanie jej energii kinetycz-
nej) oraz na pokonanie sit tarcia:

gdzie E};, oznacza energi¢ kinetyczng skrzyni, a () prace wlozong w pokonanie sit tarcia. Wielkosci te

wynosza odpowiednio:

Eiin = —mu

Podstawiajac wartoSci podane w zadaniu otrzymuje:
1
W = Epin +Q = §m1)2 + TS =100J 4+ 600J = 700

OdpowiedZ: Student wykonat prace o wartoSci W' = 70017.

8 Zadanie — Dwie ciecze w U-rurce

Oblicz stosunek gestosci cieczy A do gestosci cieczy B znajdujacych si¢ w tzw. U-rurce, ktéra jest przed-

stawiona na rysunku, jesli wiadomo, ze ha = hp/2.

Rozwiazanie

Zaktadam, ze ciecze si¢ nie poruszaja. Jesli tak, to ciSnienia wywierane przez stup cieczy A o wysokosci

h 4 oraz stup cieczy B o wysokosci hp na ciecz znajdujaca si¢ ponizej dolnej poziomej linii musza by¢
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rowne:

bPA = PB

W statym, jednorodnym polu grawitacyjnym interesujace nas ci$nienia wynosza odpowiednio:

pa = pahag
ps = pshgpg
Przyréwnujac je:
pahag = pphpg ,
otrzymuje réwnanie, ktére przeksztalcam do postaci p4/pp = . ... Ostatecznie otrzymuje:

pa/ps = hp/hs =2

Odpowiedz: Stosunek gestosci cieczy A do gestoscei cieczy B wynosi pa/pp = 2.

Pytanie dodatkowe: Dlaczego w tym przypadku rozwazamy ci$nienia a nie po prostu sily, jakimi dzialaja
stup cieczy A o wysokosci h4 oraz stup cieczy B o wysokosci hg na ciecz znajdujaca si¢ ponizej dolnej

poziomej linii?
9 Zadanie — Czubek gory lodowej
Jaka czg$¢ objetosci bryly lodu o gestosci pr, = 916 kg/m? znajduje si¢ ponizej lustra wody. Gestosé wody,

w ktorej ptywa bryta, wynosi pyr = 1000 kg/m?.

Rozwiazanie

Skoro bryta lodu nie porusza si¢ w pionie, to — zgodnie z druga zasada dynamiki — wypadkowa sita dziata-
jaca na bryte w tym kierunku musi by¢ réwna zeru. Jakie sily dzialaja na ptywajacy kawatek lodu? W tym
przypadku istotne sa tylko dwie sity: sita cigzkosci lodu (F7) oraz sita wyporu, czyli sita cigzkoSci wody

wypartej przez 16d (Fyy). Ich wartoSci wynosza:

Fr, = Vprg
Fy = ‘/;pra

gdzie V' jest objetoscia bryty lodu, a V, objetoscia wypartej przez 16d wody. Wielkos$¢ V., jest oczywisScie

objetoscia tej czesci bryty lodu, ktéra znajduje si¢ ponizej lustra wody. Z warunku réwnowagi sit:
Fr, = Fw
otrzymuj¢ szukany stosunek objetosci:
V./V = pr/pw = 91.6%
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Odpowied?: Ponizej lustra wody znajduje si¢ 91.6% objetosci bryty lodu.
Czy wszystko jest rzeczywiscie takie oczywiste? Czytelnika pozostawiam z pytaniem, czy ten stosunek

zalezy od ksztattu bryty lodu...

10 Zadanie — Topnienie Antarktyki

Lody Antarktyki topnieja obecnie w tempie okoto a = 2 - 10!! ton na rok (J. L. Chen i in., Nature Geo-
science, 22.11.2009). Mozna spotkaé opinie, iz ten proces znaczaco wplynie na poziom wdéd. Oceany i
morza stanowia okoto 70% powierzchni Ziemi. Zakladajac ponizej opisane modele, oszacuj, o ile pod-
niostby si¢ poziom morz i oceanéw w przeciagu 10 lat, jesli nie zmienitoby si¢ tempo topnienia. GestoS¢
wody p,, = 1000 kg/m? oraz gestosé lodu p; = 916 kg/m®. Przyjmij, Ze poziom morza znajduje sie w odle-
gtodci Ry = 6370 km od Srodka Ziemi. ObjetosS¢ cienkiej warstwy wody o grubosci h na powierzchni kuli
o promieniu R jest réwna V,, = 47 R?h (zauwaz podobiefistwo do wzoru na objeto$¢ prostopadtoscianu:
pole podstawy razy wysokosc).

Model ,,16d nad wodg”

Zalbz, ze caly topniejacy 16d znajduje si¢ na sztywnym skalistym podtozu powyzej poziomu wody.

Model ,,Jod w wodzie”

Zat6z, ze topniejacy 16d przylega do sztywnego skalistego podtoza i jest catkowicie zanurzony w wodzie.
Model ,,ptywajacy 16d”

Zat6z, ze topnieje plywajaca (nie dotykajaca dna) géra lodowa.

Rozwiazanie

Oznaczenia:
h - zmiana poziomu moérz i oceandéw

m - masa stopionego lodu i jednoczes$nie uzyskanej wody

m = a-(10 lat)
= 210" kg

Vi - objetos¢ uzyskanej wody

Vi = m/pw
= 2.10"”% m?

W modelu ,,l6d nad woda”

Morza i oceany zwigksza objetos¢ o V,, wody. Wzrost poziomu mozna obliczy¢ z r6wnania
4rRZb - T0% =V, ,
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w ktérym zajmujemy si¢ tylko 70% powierzchni Ziemi. Szukana zmiana poziomu waéd:

h = V,/(47R% - 70%)

~ 6-107° m=6 mm

Bezposredni wptyw topnienia lodow Antarktyki bylby wiec nieznaczny nawet w skali 10 lat.
W modelu ,,]l6d w wodzie”

Morza i oceany zwigksza objetos¢ o V,, wody, ale zmniejsza objeto$¢ o objetos¢ stopionego lodu V;. Wzrost

poziomu mozna obliczy¢ z réwnania
ArRZh - 70% =V, — V|

gdzie
Vi=m/p ~218-10"% m?

Szukana zmiana poziomu wod:

h = (Vu—WVi)/(4nR7 - T0%)

~ —5-107* m = —0,5 mm

Poziom wody wigc nieznacznie obnizy si¢ (objetos¢ lodu jest wigksza niz wody)!
W modelu ,,pltywajacy 16d”

Zgodnie z prawem Archimedesa ptywajace ciato wypiera mas¢ wody rowna wilasnej masie. A wigc poziom
wdd nie zmieni si¢! Woda powstata ze stopnienia lodu ,,wypelni” doktadnie t¢ objetoS¢ ponizej poziomu

wody, ktéra zajmowata ptywajaca bryta lodu.

Mozna to pokaza¢ za pomoca réwnan. Prawo Archimedesa: cigzar gory = sita wyporu
mg = Vzpug
gdzie V jest objetoScia tej czesci gory lodowej, ktdra znajduje si¢ ponizej poziomu wody. Jak widac jest

ona rOwna
Ve =m/pw =V ,

czyli objetosci wody, ktéra powstanie ze stopienia lodu.

11 Zadanie - Liczba czasteczek

Objetos¢ jednego mola gazu doskonatego w warunkach normalnych, czyli przy temperaturze 7' = 0°C 1
ci$nieniu 101325 Pa, wynosi okoto 22.4 dm3. Oblicz, ile czasteczek gazu znajduje sie w 1 mm? tego gazu.

Liczba czasteczek w jednym molu to okoto N4 = 6.022 - 10%.
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Rozwiazanie

Najpierw obliczg, ile czasteczek gazu przypada na jednostke objetosci. Nazwe te wielkoS$¢ np. koncentracjq
czqsteczek 1 oznaczg jako n:
n=N A / V s

gdzie V = 22.4 dm®. Podstawiam wartosci liczbowe:
n=Nu/V =6.022-10%/(22.4 dm®) ~ 0.27 - 10** dm™*
Liczbe czasteczek w 1 mm? obliczam mnozac n przez te objetosé:
n- (1 mm?®) = 0.27-10%* - (1 dm)~* - (1 mm)*
Pamigtajac, ze 1 dm = 107! m oraz 1 mm = 10~ m upraszczam iloczyn ostatnich dwéch czynnik6w:

(1dm)=-(1mm)®> = (107! m)~3- (1072 m)® = 100V . (1 m)~2. 10093 . (1 m)® =
= 10?1 m)?P =10"%1 m)° =10"°

Mozna to zrobi¢ trochg zgrabnie;j:

(1dm)™- (1 mm)® = (1 mm)*/(1 dm)® = [(1 mm)/(1 dm)]® =
= [1073/1071P = L1023 _ 106

Otrzymuje ostatecznie wynik:
n- (1 mm?®) =0.27-10*-107% = 0.27 - 10"

Odpowied?: W warunkach normalnych w objetosci réwnej 1 mm?® znajduje sie okoto 2.7 - 106 czasteczek

gazu.

12 Zadanie — Gaz doskonaty

W gazie doskonatym o objetosci V' i1 temperaturze 7' (w skali Kelvina) panuje ciSnienie p. Ten sam gaz
Scisnigto do objetosci V' = V/10 oraz schtodzono do temperatury 7" = T'/9.
Ile wynosi ci$nienie gazu po tych zmianach? Czy jest wigksze od p?

Rozwiazanie

Wiem, ze dla ustalonej porcji gazu doskonatego wyrazenie

pV/T
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nie zmienia si¢. Po zmianie objgtosci i temperatury w gazie bedzie panowac cisnienie p’. Nowe wartosSci

parametréw gazu musza spetniac jednak warunek:
pV/T =p'V'/T’
Wiadomo, ze V' = V/10 oraz 7" = T'/9. Podstawiam te wartosci:
pV/T = p/(V/10)/(T/9)

Obie strony rownosci mnoz¢ przez 1’ oraz dzielg przez V':

9

p:Ep

Po pomnozeniu obu stron przez % otrzymuj¢ wartoS¢ nowego ciSnienia:

.10

p:§p

Poniewaz %p > p, wigc nowe ciSnienie jest wigksze.

Odpowied?: Ci$nienie gazu po zmianach zwigkszyto si¢ i wynosi p’ = % .

13 Zadanie — Lodowka

Powierzchnia zewnetrzna lodéwki wynosi 5 m?, a grubos¢ warstwy izolacyjnej 3 cm. Wewnatrz lodéwki
panuje temperatura 3° C, a na zewnatrz 23° C. Nie znajac szczeg6low zwiazanych z geometrig lodowki,
oszacuj prad cieplny przez $cianki lodéwki, jesli wspdtczynnik przewodnictwa cieplnego materiatu izola-

cyjnego jest réwny k = 0.03 W/(K-m).

Rozwiazanie

Prad cieplny, P, jest to iloS¢ ciepta przekazywana w jednostce czasu. Nie znajac szczegdéiéw budowy

lodéwki szacuje P, jakby byt to prad cieplny przez ptaska plyte. Wynosi on:
P=kEATS/L,

gdzie AT jest r6znica temperatur z obu stron plyty, S jest powierzchnia ptyty, a L jej gruboscia. W rozpa-
trywanym przypadku:

AT = 23°C-3°C=20°C
S = 5m?
L = 3cm
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Podstawiam wartosci liczbowe:
P=kATS/L=(0.03-20-5/3)(1 W)(1°C)(1 m*)(1 K)"*(1 m)"*(1 cm)™*
Najpierw upraszczam jednostki:

(1 W)(1°C)(1 m?)(1 K)"'(1 m)~"(1 em)~! =
= (1 W)(1°C)(1 K)~1(1 m)%(1 m)~(102 m)~" =
= (1 W)(1°C)(1 K)~* - 10% =
=102 W,

gdzie skorzystatem z faktu, iz odstgp jednego stopnia w skali Kelvina (1 K) jest rtowny odstgpowi jednego
stopnia w skali Celsjusza (1° C). Skale te r6znig si¢ wyborem punktéw, gdzie temperatura réwna si¢ zeru,

ale zmianie temperatury o 1 K odpowiada zmiana o 1° C.

Ostatecznie uzyskuje wynik:
P =100 W

Odpowied?: Prad cieplny oszacowatem na okoto 100 W.

14 Zadanie — Bateria ,,paluszek’ contra piorun

Obliczy¢ catkowity tadunek, ktéry przeptynat podczas roztadowywania baterii (AA, 1.5 V) przez 5 dni ze
Srednim natezeniem 20 mA. Poréwnac z fadunkiem przeptywajacym podczas wytadowania atmosferycz-

nego o Srednim natezeniu 20 kA, ktore trwato 1 ms.

Rozwiazanie

Natezenie pradu [ jest iloScia fadunku, jaki przeptynal w jednostce czasu. Prad Sredni obliczamy, dzielac

catkowity tadunek @), ktéry przeptynat w czasie T', przez ten czas:
I=Q/T

Wobec tego tadunek mozemy obliczy¢ jako iloczyn §redniego pradu i czasu:
Q=1IT

W rozpatrywanych przypadkach otrzymuje:

QBateria = 20 - 5 mA dziei = 20 - 1073 - 5-24 - 3600 As = 10-24-36 A's = 8640 C

Qpiorun =2-10*-1073As=20C

Odpowied?: Ladunek, ktory przeptynat podczas roztadowywania baterii, wynosi 8640 C. Jest on ponad 400

razy wigkszy od tadunku, ktéry przeptynat podczas wytadowania atmosferycznego.
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15 Zadanie — Opornik

Przez opornik podlaczony do Zrédta pradu statego o napigciu U = 220 V ptynie prad o natgzeniu / = 0.11
A. Oblicz natezenie pradu, jaki poptynie przez ten sam opornik, jesli podtaczymy go do zrdédia o napigciu
U =20V

Rozwiazanie

Zgodnie z prawem Ohma:
U=RI,

gdzie R jest oporem opornika. Po podtaczeniu tego samego opornika do Zrédta o napigciu U’ musi obowia-
zywac zwiazek:
U =RI'

Czyli natezenie po zmianie wyniesie:
I'=U/R

Wartos$¢ oporu moge obliczy¢ z pierwszego réwnania:
R=U/I

Ostatecznie: 50
I = IU’/U =011A—=0.01 A
220

Odpowied?: Natgzenie pradu wyniesie I’ = 0.01 A.

16 Zadanie — Dzielnik napigcia

Obliczy¢ spadek napigcia na oporze R oraz moc wydzielang przez caly uktad, je§li £ =2V, R = 1.75 Q
oraz Ry = 0.25 Q.

Ry

Rozwiazanie
Catkowity opér obwodu wynosi . = R; + R. Zgodnie z prawem Ohma:
E=I1(R,+R)
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Spadek napigcia, U, na oporze R:
U=RI=FR/(Ri+R)=175V
Moc wydzielana przez caty uktad:

P=EI=FE*/(Ri+R)=2W

17 Zadanie — Fale na wezu

Na dlugim wezu gumowym wytwarzane sa poprzeczne fale harmoniczne, ktérych grzbiety poruszaja si¢ z
predkoscia v = 3 m/s, a odlegtos¢ migdzy dwoma sasiednimi grzbietami wynosi L = 1.5 m. Niezaleznie
zaczgto wytwarzaé falg poprzeczna biegnaca w przeciwng strong z ta sama wartoscig predkosci, odlegto-
Scia miedzy grzbietami, amplitudg oraz ptaszczyzna polaryzacji. Opisz zachowanie weza w zaleznoSci od
polozenia i czasu. Czy sa takie miejsca, w ktorych waz jest nieruchomy? Gdzie one si¢ znajduja? Czy sa
takie chwile, gdy caly waz jest prosty?

Wskazowka: sin o + sin § = 2 sin[(«a + ) /2] cos[(a — ) /2]

Rozwiazanie

Zaktadam, ze poczatkowo waz lezy wzdtuz osi X. Jego wychylenie bedg opisywac za pomoca wspotrzedne;j
y. Sformulowanie ’fala harmoniczna’ oznacza, ze ksztalt weza w dowolnej, ustalonej chwili mozna opisac
funkcja

y(x, t = const) = Asin(kx + ¢)

Poniewaz w zadaniu nie opisano ksztattu weza w chwili poczatkowej, wigc dla uproszczenia przyjmujg, ze

w wybranej przeze mnie chwili ¢, waz jest opisywany funkcja
y(x, to) = Asin(kx)

Jaka rolg odgrywaja liczby A i k? Poniewaz dla dowolnego = warto$¢ bezwzgledna funkcji sin(kz) jest
mniejsza lub réwna 1,
|sin(kx)| <1,

wigc A jest najwigkszym mozliwym wychyleniem weza (tzw. amplituda). Wspétczynnik k okresla, jak
zmienia si¢ wychylenie w zaleznoS$ci od potozenia na osi X. Wiem, ze okres funkcji sinus wynosi 27, czyli

dla dowolnego potozenia = spetniona jest réwnosé
sin(kz) = sin(kx + 27) = sin(kz — 27) = sin(kz + 2 - 27) = sin(kz — 2 - 27) = ...

Z tresci zadania wynika, ze odleglo$¢ migdzy sasiednimi grzbietami (a wigc takimi samymi wychyleniami)

wynosi L. Czyli w punktach x — L oraz x 4+ L powinniSmy dostac takie samo wychylenie jak w punkcie x.
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Wychylenie w punkcie x + L wynosi
y(x + L, tg) = Asin[k(z + L)] = Asin(kx + kL)

Aby spelniony byt warunek
ylx + L, to) = y(z, to)

iloczyn kL musi by¢ réwny 27, a to oznacza, 7e

=
L

Wielko$¢ L jest zwana dtugosciq fali, a wielkoS¢ k liczbq falowq.

Dotychczas rozwazatem ksztatt weza w pewnej ustalonej chwili. Jak zmieni si¢ wychylenie po czasie t?
Odksztatcenia weza (nie sam waz) maja przesuwac si¢ z predkoscia v, a wigc funkcja powinna wygladaé
nastepujaco:

y(z, t) = y(z —ot),

jesli fala rozchodzi si¢ zgodnie ze zwrotem osi X.

Otrzymuje opis wychylenia weza w dowolnym punkcie, w dowolnej chwili:

y(x, t) = Asinlk(z — vt)]
Druga fala biegnie w przeciwna strong. Zwiazane z nig wychylenie weza opisuje funkcja

y'(z, t) = Asin[k(x + vt)]
Wychylenie weza y,, bedzie suma wychylen y i y':
yw(z, t) =y(z, t)+9 (z, t) = Asin[k(x — vt)] + Asin[k(z + vt)] = A{sin[k(z — vt)] + sin[k(z + vt)]}
Zgodnie ze wskazdwka

sin[k(z — vt)] + sin[k(z + vt)] = 2 sin(kz) cos(—kvt)

Poniewaz funkcja cosinus jest symetryczna, wigc cos(—kuvt) = cos(kvt).

Ostatecznie otrzymuje wynik
Yuw(z, t) = 2Asin(kz) cos(kut) |

gdzie k =27 /L =27 /(1.5 m) ~ 4 m ! oraz kv ~ 12 s~ 1.

Waz bedzie nieruchomy w miejscach, ktére spetniaja warunek

Yu(z, 1) =0
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dla dowolnego ¢. Warunek ten bgdzie spetniony dla takich x, ktére sa rozwigzaniem rownania
sin(kz) =0

A wigc musi zachodzi¢ kx = nm, gdzie n jest liczbg catkowita. Wobec tego waz bedzie nieruchomy w
potozeniach
x, =nrw/k=nL/2=mn-0.75 m

Dwa sasiednie takie potozenia beda odlegte od siebie o 75 cm.
Czy sa takie chwile, gdy caty waz jest prosty? Wtedy musi zachodzi¢

Yw(z, 1) =0

dla dowolnego x. Nastapi to wtedy, gdy
cos(kvt) =0,

a wigc dla kvt = /2 + nm = m(n + ). Warunek ten bedzie spetniony w chwilach

tn:w(nJr%)/(k:v) = (n+%)% = (n+%)-0.25 s,

czyli co jedng czwartg sekundy.

18 Zadanie — Dwa jadra atomowe

Oblicz sile grawitacyjng oraz elektrostatyczna, jaka jadro atomowe 33Fe dziata na oddalone o 3 mm jadro
22Mg. Skorzystaj z tego, ze jeden mol atoméw 2C, czyli okoto 6.022 - 10** atoméw, wazy 12 g. Stata
grawitacji wynosi okoto G = 6.7 - 107'* Nm?%/kg?, a wspétczynnik w prawie Coulomba 1/(4meg) =
9 - 10 Nm?/C?. Warto$¢ bezwzgledna fadunku elektronu wynosi okoto ¢ = 1.6 - 1071 C. Czy stosunek
tych sit zalezy od odlegtos$ci migdzy jadrami? Ile on wynosi?

Rozwiazanie

Wartos$¢ sily grawitacyjnej wynosi
F, = GMp My, R* |

gdzie My, oraz My, sa masami jader atomowych zelaza i magnezu, a R = 3 mm = 3-10~3 m odlegloscia

migdzy nimi. Masy wynosza:

Q

Mg, 56-12 g/(12-6.022 - 10%) = 56 g/6.022- 102 ~9-10"%* g=9-10"* kg
My, =~ 24g/6.022-10% ~4-107% g=4-10"* kg
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Podstawiam obliczone wartoSci:

F, = GMpMy,/R*=6.7-10""-9-107%.4.107%/(9-10 %) N =
27-107°"N

Q

Wartos¢ sity oddziatywania elektrycznego wynosi
Fo= - QrQuiy R
e — 47'('60 Fe«¥Mg )
gdzie (). oraz ()yr, sa tadunkami jader zelaza i magnezu. Wynosza one:

Qre = 26-e~26-16-100°C~41-107° C
Qug = 12-e~12-16-100" C~19-107" C

Obliczam wartos¢ sity:

1

Fo = ——QrQuig/R*~9-10°-41-107%-19-107/(9 - 10°) N =
TED

78-107* N

Q

Stosunek sit nie zalezy od odlegtosci miedzy jadrami i wynosi

F,/F. = 41eoGMpcMury /(QreQnry) =~ 3 - 107

19 Zadanie — Rozpad (bez kalkulatora)

Po czasie T = 10 lat w prébce pozostala tylko 1/32 czg$¢ z poczatkowej liczby jader atomowych pewnego
izotopu. Oblicz czas potowicznego rozpadu tego izotopu.
Rozwiazanie

Jesli na poczatku mamy probke sktadajaca sie z Ny jader, to po jednym okresie potowicznego rozpadu
(okreslenia okres 1 czas stosowane sg wymiennie) — zgodnie z nazwa — pozostanie tylko potowa jader, czyli
Ny /2. Po kolejnym okresie potowicznego rozpadu zostanie tylko potowa z Ny /2 jader, czyli Ny/4. Wobec

tego po k okresach potowicznego rozpadu (k = 0, 1, 2, 3, ...) pozostanie
Ny /2"
jader. Z tresci zadania wiadomo, ze pozostato N, /32 jader. Musimy wigc znalez¢ takie k, aby

No/32 = Ny/2
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Prowadzi to do réwnania 32 = 2*. Podstawiajac za k kolejne liczby naturalne, trafiamy w koicu na k = 5
i poniewaz 2° = 32, stwierdzamy, ze k = 5 jest rozwigzaniem réwnania. A wigc mingto 5 okreséw

polowicznego rozpadu T /5. Wnioskujemy stad, ze
Ty =T/5 =10 lat/5 = 2 - 10° lat

Osoby, ktérych powyzsze rozumowanie nie przekonato, zachgcam do przeprowadzenia nastgpujacego ,,eks-
perymentu”. Prosze na kartce w kratke zaznaczy¢ obszar sktadajacy si¢ z 32 kratek. Teraz na potowie kratek
stawiamy krzyzyki (te kratki juz si¢ rozpadty) - umawiamy sig¢, ze minal wiasnie pierwszy okres potowicz-
nego rozpadu. Nastgpnie stawiamy krzyzyki na polowie pozostatych, pustych kratek - to drugi pétokres

rozpadu. Proszg sprawdzié, po ilu etapach ,,eksperymentu” zostaje tylko jedna pusta kratka.
Rozwiqzanie 7 uZyciem logarytmu

Réwnanie 32 = 2% oczywiscie mozna rozwiazaé, obliczajac logarytm (np. o podstawie 2) kazdej ze stron
rOwnania:

log, 32 = log, 2"

Lewa strong obliczamy, ,,zgadujac” tak jak poprzednio lub korzystajac z kalkulatora: log,32 = 5. Z

definicji logarytmu wynika, Ze prawa strona jest réwna k. I znowu otrzymujemy 5 = k.

20 Zadanie — Rozpad (z kalkulatorem)

Po czasie T = 10° lat w prébce pozostato tylko 10% poczatkowej liczby jader atomowych pewnego izo-
topu. Oblicz czas potowicznego rozpadu tego izotopu.

Rozwiazanie

Oznaczmy przez N, liczbg jader na poczatku, a przez N liczbg jader po czasie 1. Zgodnie z rozwazaniami

przeprowadzonymi w rozwigzaniu Zadania 19 obowiazuje rownanie
T/T.
N = Ny/2"/ M

gdzie iloraz T'/T; , jest liczba okreséw potowicznego rozpadu (w Zadaniu 19 oznaczyliSmy go przez k).
PowinniSmy doprowadzi¢ to rownanie do postaci 17,2 = ... Dzielac obie strony réwnania przez N oraz
mnozac przez 27/71/2 otrzymujemy

2T/M/2 = Ny/N

Obliczajac logarytm (np. o podstawie 2) kazdej ze stron rwnania, otrzymujemy:
T/T12 = logy(No/N)

I ostatecznie mamy
Ty = T/ logy(No/N)
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Z tresci zadania wiadomo, ze N/Ny = 10% = 1/10, a wigc
T2 = 10° lat/ log,(10) ~ 10° lat/3.32 ~ 3 - 10* lat

Jeszcze o podstawie logarytmu

Jesli Twdj kalkulator nie posiada logarytmu o podstawie 2, to mozesz skorzysta¢ z nastepujacej wlasnosci
log, b = (log.b)/log. a
Na przyktad:
log, 5 = (logyy 5)/ logip 2 ~ (0.699)/0.301 ~ 2.32
21 Zadanie — Kosmiczna czytelnia

Rakieta oddala si¢ od Stonca ze stata predkoScia v = ¢v/0.75. Pasazer, postugujac si¢ wlasnym zegarkiem,
stwierdzil, ze czytat ksiazke przez czas T' = 2 h. Jaka droge wzgledem Stonca przebyta rakieta, gdy pasazer
oddawat sie lekturze? Zatozy¢, ze predko$¢ §wiatta w prézni ¢ = 10° km/h.

Rozwiazanie

W ukladzie zwiazanym ze Stoficem lektura trwata
Ts =T,
gdzie v = 1/y/1 — 32, a 8 = v/c. Uwzgledniajac warto$¢ predkosci otrzymuje:
y=1/\/1 -2 =1/V/1-0.75=V4=2
Droga rakiety w uktadzie zwigzanym ze Stoficem:
S =vTg =vyT

Podstawiam wartosci liczbowe: S = 44/0.75 - 10° km = 2+/3 - 10 km.
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