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1 Regresja liniowa przy pomocy réwnan normalnych (numpy)

1.1 Regresja liniowa

W ogélnym przypadku do punktéw pomiarowych (Z;, ;) dopasowujemy funkcje

7@ =3 fu@m
k

1

Ograniczymy si¢ do jednowymiarowych punktéw (x;,y;) i dopasowania wielomianu
flx) = Z =¥ pr
k
Robimy to metoda najmniejszych kwadratow minimalizujac funkcje straty
L(p) = Z(f(fﬂz‘) - yi)2
i
ze wzgledu na wspolezynniki pi. Wartosei f(x;) mozna zapisaé jako
fla) = afpr = Xupr = (Xp)i
k k

gdzie X nazywa sie design matrix. Funkcje straty mozna zapisa¢ jako

L) = 3 () = 5)* = KD — 91)* = Y (K5 - 7)° = (X5~ 57

i i

1.2 Réwnania normalne

Aby zminimalizowaé funkcje straty nalezy przyréownaé jej gradient do zera czyli rozwiazaé uklad réwnan
V(Xp-3)* =0

Po wykonaniu rézniczkowania ukltad ten przyjmuje postaé

X"Xp=X"y

Sa to tak zwane réwnania normalne. Stanowig one uktad réwnan liniowych, wiec tatwo je rozwigzac.



2 Regresja liniowa przy pomocy minimalizacji metoda gradientu
(numpy)

2.1 Minimalizacja metoda gradientu

Funkcje straty ,
L(p) = (Xp—9)

mozna tez minimalizowaé metoda gradientu. Jej gradient wynosi
VL(p) = V(Xp —§)* = 2X" (X7~ §)
Kolejne przyblizenie p’ dane jest przez poprzednie wzorem
Prt1 = P — aV L(pr)

gdzie a to szybkoé¢ uczenia albo learning rate.



3 Zbiér danych do klasyfikacji irysow



4 Regresja logistyczna (numpy)

4.1 Prawdopodobienstwo przynalezno$ci do klas

I prébek po J cech uktadamy w macierz danych X;;. Kazda prébka nalezy do jednej z K klas. Przyjmu-
jemy, ze prawdopodobienstwo przynalezno$ci probki ¢ do klasy k jest dane funkcja softmax

exp(por + Xiopix + Xipar + )
> ow exp(pors + Xiopir + Xaipow + ...)

Py, =
gdzie pj; to macierz wspdtczynnikéw. Dla poprawy zapisu do macierzy X;; dodajemy po lewej kolumne
jedynek czyniac z niej tak zwang design matrix. Prawdopodobienstwo przyjmuje wtedy postaé

_ exp(Xiopor + Xi1p1e + Xiopar + ...)
> ow exp(Xioporr + Xapiw + Xiopar + -..)

Py,
Wprowadzamy macierz aktywacji

Aik = Xiopok + Xapk + Xiopok + .. = Y _ Xijpji
J

Prawdopodobienstwo przyjmuje wtedy postaé

_exp Ay
> pr €Xp A

Zpik=1

k

Py

Spelniony jest tu warunek normalizacji

O kazdej prébce ¢ wiemy, ze nalezy do klasy k;. Chcemy tak dobraé¢ wspélczynniki p;, aby dla kazdej
probki ¢ uzyskaé jak najwigksze prawdopodobienstwo jej przynaleznoéci do klasy k;. Uczynimy to metoda
najwiekszej wiarygodnosci. Prawdopodobienstwo przynaleznosci probki ¢ do klasy k; wynosi

exp Air,
Zk’ exp Aik’

Prawdopodobienstwo przynaleznosci wszystkich probek do swoich klas wynosi
P =]]Pu
i

4.2 Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Wielko$é P rozumiana jako funkcja wspélczynnikéw pji to funkcja wiarygodnosci. Postepujac metoda
najwiegkszej wiarygodnosci maksymalizujemy P ze wzgledu na p;i. Wygodniej jest minimalizowaé funkcje
straty réwna

L=—logP = —logHPiki = —ZlogPiki

Minimalizacji tej dokonujemy numerycznie metoda gradientu. Pochodne L po p;; wynosza

oL _ Z 1 0P,
Opjk Pik, Opji
Ze wzoru na pochodna funkcji zlozonej

O0Pj, 0Pk, 0A;

o ' OAirr Opji



Zajmijmy sie pierwszym cztonem iloczynu

€Xp Alk'1

Py, = ==——"
t D XD Aggr

Ze wzoru na pochodng ilorazu

0Pk,  exp Aik,O;r D Xp Ajrr — exp Ajg, D €Xp Aiprr Oporrgr

8Aik’ o (Zk“ exp Aik//)Q
_exp Ak, Ot D g €Xp Ajgorr — exp A, exp Aigr _ o exp A, (5k o exp A ) _
(Zk” exp Aik” )2 Zk” exp Aik” * Zk// exp Aik”

= Py, (0,10 — Piry)

Zajmijmy si¢ drugim czlonem iloczynu
Aik’ = ZXU/pJ/k'
j/

Ze wzoru na pochodna sumy

aA'k/
v = Xij'(sj’jék/k = Xij(sk’k
Opjk 7

Ostatecznie pochodna prawdopodobienstwa wynosi

L = ZPH@, Ok — Pir ) Xij0prie = Py, (O, — Pi) Xij
k/

Pochodna straty

L 1
- Z 5 Pik; O — Pi) Xij = — Z(akik} — Pir) Xij
i L

%



Uproszczony zbiér danych do klasyfikacji recznie pisanych
cyfr

Klasyfikacja cyfr przy pomocy regresji logistycznej (numpy)
Regresja liniowa przy pomocy réwnan normalnych

Regresja liniowa przy pomocy minimalizacji metoda gradientu
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9 Regresja logistyczna
9.1 Dokltadnosé obliczen
W regresji logistycznej prawdopodobienstwo P;, wyraza sie przez aktywacje A;; funkcja softmax

_exp Ay
Zk’ exp Ajx/

Funkcja ta jest niezmiennicza ze wzgledu na zmiany aktywacji A;r o niezalezna od k stala addytywna A;

Py

exp(Adi + Aix) expAi
Zk/ exp(A; + Agr) Zk' exp Ajx/ "

Jednak obliczone numerycznie wartosci Py, zaleza od A; tak bardzo, ze dla duzych A; moga by¢ catkowicie
bledne. Na szczescie strata
L=-— Z log P,
i

Zalezy tylko od logarytmoéw Pj, ktére mozna obliczy¢ numerycznie w specjalny sposéb eliminujacy przed-
stawione niedokladnosci. Taki specjalny sposéb jest zaimplementowany w funkcjach biblioteki pytorch,
ktére licza od razu logarytm funkcji softmax. Dlatego nalezy uzywaé¢ wylacznie tych funkcji i nigdy nie
liczy¢ straty recznie, obliczajac najpierw wartosé funkeji softmax a potem jej logarytm. Jezeli potrzebne
sa prawdopodobienstwa P, czyli warto$ci funkcji softmax, to nie nalezy ich liczyé recznie obliczajac
eksponensy. Zamiast tego nalezy korzystaé¢ z bibliotecznej wersji funkcji softmax, ktéra zmniejsza przed-
stawione niedoktadnosci, choé nie usuwa ich zupeltnie. Na szczescie w zagadnieniu klasyfikacji nie musimy
znaé doktadnych wartosci Py lecz jedynie wiedzie¢, ktora z nich jest najwigksza dla ustalonego i. P
jest oczywiscie najwigksze dla tego k, dla ktérego najwicksze jest A;x. Dlatego klasyfikacji mozemy do-
konaé¢ na podstawie samych aktywacji, w ogdle nie obliczajac prawdopodobienistw. Eliminuje to réwniez
konieczno$¢ obliczania funkcji softmax, czyli przyspiesza obliczenia.

9.2 Minimalizacja

W regresji logistycznej aktywacje A;x, sg liniowymi kombinacjami parametréow pjp
Ay, = Z Xijpjk
J

Jezeli wszystkie parametry zmienimy o niezalezna od k stata addytywna p; to aktywacje A;; zmienig si¢
o niezalezng od k stala addytywna A;

ZXij(Pj +pjx) = ZXijpj + ZXijpjk =A; + A

J J J

Nie zmienia sie zatem prawdopodobienstwa P;j ani strata L. Strata L jest wiec niezmiennicza ze wzgledu
na zmiany parametréw p;j, o niezalezne od k stale addytywne p;. Innymi stowy w przestrzeni parametréw,
wzgledem ktérych minimalizujemy funkcje, istnieja kierunki, czyli dtugie doliny, wzdtuz ktorych ta funkcja
sie nie zmienia. W klasycznym podejsciu do minimalizacji taka sytuacje uwaza sie za niepozadana.

9.3 Entropia krzyzowa

Dana jest zmienna losowa k oraz znormalizowane rozklady prawdopodobienstwa py i gi. Entropia krzy-
ZowWa

H = —E,flogp] = — Y _ qilogpx
k

jest tym wieksza im bardziej rozklad pj odbiega od rozkladu gi. Jezeli dla jakiegos k; rozktad qi = ok, ,
to

H=- Z Okk,; log pr. = —log px,
K

11



W regresji logistycznej funkcja straty wynosi

L=—) logPy, = — > Okk,log P | = - > Qixlog Py | = ) H;
. . - - _

2

P, oraz Qi sa odpowiednio wyliczonym z modelu oraz rzeczywistym prawdopodobienstwem przyna-
leznosci probki ¢ do klasy k. Macierz Q;r nazywa sie tez reprezentacja one hot. H; jest wiec entropia
krzyzowa wyliczonego rozktadu prawdopodobienstwa P;, wzgledem rzeczywistego rozktadu @i dla po-
jedynczej probki i zas strata L jest suma tych entropii po wszystkich prébkach.

12



10 Dokladno$é klasyfikacji
11 Podzial danych na porcje

12 Zbidr uczacy i testowy
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13 Sieé¢ wielowarstwowa w pelni polgczona MLP

13.1 Powierzchnia klasyfikacji w regresji logistycznej
W regresji logistycznej prawdopodobienstwo przynaleznosci probki ¢ do klasy k& wynosi
exp Aix
P, = Ay = Xoom:
ik Zk/ exp Aik’ ik ; ijPjk
Dla uproszczenia méwiac o jednej probce opuszczamy index 4
exp Ag
Pp==———"— A= X;pj
k S exp Ap k zj: iPjk
W przypadku dwoch klas

exp Ag exp Ay

p = vt
exp Ag + exp A ! exp Ag + exp A
Powierzchnia rozgraniczajaca klasy Py = P, = 1/2

exp Ag B exp A 1

expAg +expA;  expAg+expAd; 2

> Xipjo=>_ X;pj1
j j

czyli Ag = A; czyli

czyli
ZXJ'(PJO —pj1) =0
J

Jest to réwnanie plaszczyzny w przestrzeni cech X;. W przypadku dwdch klas powierzchnig klasyfikacji
jest wiec plaszczyzna. W przypadku wigkszej liczby klas powierzchnia klasyfikacji sktada sie z wycinkéw
plaszczyzn. Regresja logistyczna jest wiec klasyfikatorem liniowym.

13.2 Parametry a wagi i obcigzenia
Jezeli X;; jest macierzg design to
Ak =Y Xijpjr = Xiopor + Xapik + Xiopak + ... = pox + Xapik + Xiopok + ..
J

poniewaz pierwsza kolumna macierzy design zawiera same jedynki. Macierz danych to macierz design bez
pierwszej kolumny. Jezeli X;; jest macierzg danych to

Ak = pok + Xiopuk + Xiopar + - = b + Xiowor + Xawik + ... = b + 3 Xijwji
J

Wspétezynniki wj;, nazywamy wagami zas wyrazy wolne by, obcigzeniami.

14



14
15
16
17

Peten zbiér danych do klasyfikacji recznie pisanych cyfr MINIST
Klasyfikacja cyfr przy pomocy MLP na procesorze
Obliczenia na procesorze i karcie graficznej

Klasyfikacja cyfr przy pomocy MLP na karcie graficznej
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18 Splot
18.1 Splot a korelacja

Splotem sygnalu z(t) z filtrem f’(7) nazywamy wielko$é

(x conv f')(t) = /00 z(t — 1) f'(r")dr’
Podstawiajac 7 = —7' oraz f(7) = f'(—7) = f'(7') otrzymujemy

oo o0

(2 conv f)(£) = / 2t — ) ()dr = / 2t +7) f(7)dr = (z corr F)(1)

— 00 — 00

Ostatnia wielko$¢ nazywamy korelacja sygnatu x z filtrem f. Widaé, ze splot z filtrem jest rowny korelacji
z filtrem odbitym wzgledem osi rzednych. Ze wzgledéw historycznych w sieciach neuronowych zamiast
splotu uzywa sie korelacji, ale nazywa sie ja splotem i oznacza gwiazdka

@en = [ T a4 D ()

— 00

18.2 Splot jednowymiarowy

Rozwazmy teraz dyskretny sygnat X, gdzie —oo < j < 400, orazdyskretny filtr F;, gdzie —oo < 1 < +oo0.
Ich dyskretny splot to
(X*F);= Y XjuFi —o00<j<+oo
—oo<I<o0
Na ogol filtr F; przyjmuje wartos$ci niezerowe tylko w skonczonym przedziale indekséw [, najczesciej od
0 wlacznie do pewnego L wylacznie. Méwimy wtedy, ze jest to filtr o dlugoéci L, a wyrazenie na splot
przyjmuje postac
(X=*F); Z jrfT —oo<j < +o0
0<I<L
Indeks j przebiega tu od —oo do 400, podczas gdy w sieciach mamy do czynienia ze skoniczona liczba
cech, indeksowanych od 0 wlacznie do pewnego J wylacznie. W takiej sytuacji indeks j 4+ | musi si¢
zawiera¢ w granicach od 0 wlacznie do J wylacznie. Zatem j moze przyjmowaé wartosci od 0 wlacznie
do J — L + 1 wylacznie
(X*F);= Y X;uF 0<j<J-L+1
0<I<L

Wynik splotu jest wiec sygnalem o dtugosci J — L + 1, zawierajacym tylez nowych cech.

18.3 Splot dwuwymiarowy

Rozwazmy teraz sygnal dwuwymiarowy X; ; , gdzie 0 < j,. < J, oraz 0 < j. < J., zas subskrypty r i c
oznaczaja odpowiednio wiersze i kolumny. Typowym przyktadem jest obraz o J,. wierszach i J. kolumnach.
Filtr F;;, ma niezerowe wartosci dla 0 < [, < L, i 0 < [, < L.. Splot jest wtedy dwuwymiarowym
sygnatem

X*F)jy= S Y XgaGeroFi. 0<jr<Jr—Li+1,0< jo < Jo— Lo +1
0<l, <L, 0<l.<Le

Jezeli L, = L. to filtr nazywamy kwadratowym. W praktyce spotykamy prawie wylaczne filtry kwadra-
towe i do tego przypadku sie ograniczymy. Przyjmiemy wiec oznaczenie L = L, = L.

16
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26
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28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

Filtr Sobla do wykrywania krawedzi

Sieci splotowe

Gotowe warstwy i modele sekwencyjne
Warstwy pooling

Architektura LeNet5

Powierzchnia decyzyjna w dwéch wymiarach (numpy)
Przeuczenie

Przechowywanie parametréw modelu na dysku
Weczesny stop

Regularyzacja

Warstwy dropout

Tryb treningowy i ewaluacyjny

Normalizacja danych wej$ciowych

Warstwy normalizacyjne

Modutl do obrébki obrazéw PIL

Zliczanie obiektéw na rysunku

Zbior i tadowarka danych

Duze zbiory danych

Uczenie sieci na duzych zbiorach danych

Zbiér danych do klasyfikacji kolorowych zdje¢ CIFAR10
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39 Architektura VGG
39.1 Padding

Zgodnie z powyzszym wzorem jezeli obraz X ;. ma J, wierszy i J. kolumn, za$ filtr Fj ; ma rozmiar L,
to ich splot ma J,. — L+ 1 wierszy i J. — L 4+ 1 kolumn. Splot jest wiec mniejszy od oryginatu. Czesto jest
jednak pozadane by rozmiary splotu byly takie same jak oryginalnego obrazu. Aby to osiaggnaé stosuje sie
tak zwany padding. Dla ustalenia uwagi rozwazmy filtr o czesto spotykanym rozmiarze L = 3. W takiej
sytuacji splot ma J, =3+ 1= J, —2 wierszy i J. — 3+ 1 = J. — 2 kolumn, czyli jest o 2 wiersze i 2
kolumny mniejszy od oryginanatu. Padding polega na tym, Ze do oryginalnego obrazu Xj ; dodajemy
sztucznie wiersze o j, = —1 oraz j, = J, i kolumny o j. = —1 oraz j. = J. i wypelniamy je w jaki$
sposob, najczesciej stala wartodcia zero. Nastepnie stosujemy nieco inny wzor na splot

(X * F ]7]c - Z Z (Gr+Hlr—1)(Ge+le *l)F‘l e 0< jr < JT,O < jc < Je
0<1,<30<1.<3

Taki splot ma tyle samo wierszy i kolumn, co oryginalny obraz. Jezeli L = 5 to dodajemy po dwa
sztuczne wiersze i dwie sztuczne kolumny z kazdej strony obrazu i tak dalej. Najczesciej stosujemy filtry
o L nieparzystym. Sztucznie dodane wiersze i kolumny nie sa naprawde przechowywane w pamieci, lecz
obliczenia sa wykonywane tak, jakby rzeczywiscie tam byty.
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Przeksztalcenia obrazow w

Wytwarzanie sztucznych danych
Zbiér danych do klasyfikacji kolorowych zdje¢ STL10

Wstepnie wyuczona sie¢ ResNet18

Transfer learning

Sieci w pelni konwolucyjne

Detekcja obiektéw na rysunku

Klasyfikacja poszczegélnych punktéw obrazu

Segmentacja semantyczna

Zagadnienie regresji

Lokalizacja obiektoéw na rysunku

Modele modularne
Lokalizacja z klasyfikacja
Neural style transfer
Autokodery

Wykrywanie anomalii
Autokodery odszumiajgce

Autonomiczny samochéd

formacie PIL
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58 Procesy decyzyjne Markowa

58.1 Srodowisko, agent, epizod, wartos¢ stanu

Prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w stanie s’ i otrzymania nagrody r jezeli bedac w stanie s wykonamy
akcje a:
p(s',rls, a)

Zp(s’m\s,a) =1
s'.r

Prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w stanie s jezeli bedac w stanie s wykonamy akcje a:
(s'|s,a) Zp (s',r|s,a)

Prawdopodobienstwo otrzymania nagrody r jezeli bedac w stanie s wykonamy akcje a:

p(r|s,a) = Zps r|s, a)

Epizod rozpoczynamy w pewnym stanie Sy i wykonujemy kolejne akcje

Normalizacja

SO — Ao — (Sl,Rl) — Al — (SQ,RQ) —

Kolejne akcje podejmujemy zgodnie z przyjeta polityka. Polityka to prawdopodobienstwo wykonania akcji
a jezeli jesteSmy w stanie s:
mi(als)

Na og6l epizod konczymy po znalezieniu sie w jednym ze standéw koncowych si, so, .... Liczbe podje-
tych akcji T' nazywamy dlugoscia epizodu. Ze wzgledu na probabilistyczny charakter procesu epizody
rozpoczete od tego samego stanu moga mieé¢ rézne dtugosci. Ostatnia akcja Ap_; prowadzi do stanu Sy
i nagrody Rp. Dla kazdego stanu posredniego S; rozwazamy sume wszystkich nagrod otrzymanych od
opuszczenia tego stanu do konca epizodu:

Gt = Rt+1 + + RT

Wielkos¢ te nazywamy po angielsku return, gain, lub cumulated reward, zas po polsku zyskiem lub
skumulowang nagroda. Wartoé¢ stanu s to sredni zysk po przejéciu przez ten stan:

Uz(S) = ]Ez [Gt|St = S]

Wartosé oczekiwang liczymy dla ustalonej polityki m; wiec wielko$¢ ta zalezy od polityki.
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59 Wyznaczanie wartosci stanéw i akcji z r6wnan Bellmana

59.1 Roéwnania Bellmana dla zagadnienia predykcji

Wartosé akcji @ w stanie s to sredni zysk po wykonaniu tej akcji w tym stanie:
qi(s,a) = E; [G¢| St = s, Ay = a]

Wartoéé oczekiwana liczymy dla ustalonej polityki m; wiec wielkosé ta zalezy od polityki. Zajmiemy sie
teraz wyznaczeniem wartosci wszystkich stanéw v;(s) oraz wszystkich akeji ¢;(s, a) dla zadanej polityki
m;. Jest to tak zwane zagadnienie predykeji. Wartosci standéw v;(s) i akeji g;(s,a) sa ze soba powiazane.
Po pierwsze:

v;(s) = E; [G¢]St = §] Zm als)E; [Gt|S: = s, At = d] Zm 5)qi(s,a)

Zatem warto$¢ stanu to srednia warto$é akcji w tym stanie. Po drugie zysk spelnia relacje rekurencyjna:
Gi=Riy1+Rijo+ ...+ Rr =Rip1 + G
skad:
qi(s,a) = E;[G|S: = s, At = d
= E;[Riy1 + Gia|St = 5, Ay = d]
= ]EZ [Rt+1|5t = S,At :a]—i—El [Gt+1‘St :S,At :a]

Dwa czlony sumy sg réwne:

E, [Rt+1|St = S7At = a’} = Zp('f'|$, CL)T = ZP(S/7T|37 CL)’/’

E; [Gi41|S: = s, Ay = a] = Zp "Is,a)E; [Gi11|St41 = 8] Zp "|s,a)vi(s Zps r|s,a)v;(s")

Ostatecznie

qi(s,a) = Zp(s’, rls,a) (r+vi(s"))

s’'r
Zatem wartos¢ danej akcji w danym stanie to srednia nagroda za wykonanie tej akcji plus $rednia wartosé
stanu, do ktorego ta akcja prowadzi. Wyprowadzone tu dwa zwigzki:

s) = Zm(a\s)qi(s,a)
qi(s,a) = Zp(s’, rls,a) (r + vi(s'))

s’'r

to rownania Bellmana na wartosci stanéw i akcji przy zadanej polityce.

59.2 Value iteration

W praktyce wartosci stanéw i akcji przy zadanej polityce wyznaczamy iteracyjnie metoda punktu statego.
Wychodzimy od dowolnych wartosci akcji g;(s, a), najezedciej zerowych. Na ich podstawie z pierwszego
réwnania Bellmana wyznaczamy wartosci stanow:

Zﬂ'z QZ S, a’)

Stad z drugiego réwnania Bellmana wyznaczamy wartosci akcji w nastepnej iteracji:
Giv1(s,0) = > p(s'rls,a) (r + vis))
s'r
Czynnosci te powtarzamy do osiagniecia zbieznosci, czyli do momentu, gdy:
vit1(s) = vi(s)  git1(s,a) = qi(s,a)

Roéwnosci te oznaczaja, ze tak wyznaczone v;(s) oraz ¢;(s,a) spelniaja réwnania Bellmana, a zatem sa
poszukiwanymi wartosciami stanéw i akcji.
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60 Wyznaczanie optymalnej polityki z rownan Bellmana

60.1 Twierdzenie o ulepszaniu polityki

Celem jest znalezienie takiej polityki, ktora daje najwieksze skumulowane nagrody, czyli najwieksze war-
tosci stanéw. Okazuje sie, ze istnieje jedna optymalna polityka, ktora daje najwieksze wartosci wszystkich
stanéw jednoczesnie. Zalézmy, ze mamy pewng polityke 7; oraz odpowiadajace jej wartosei akeji ¢;(s, a).
Intuicyjnie najlepiej jest wybieraé¢ akcje o najwiekszej wartoéci. Nazywa si¢ to polityka zachlanna:

mit1(als) = 0(a, argmax g;(s, a’))
a/
Jezeli kilka akcji ma takie same wartosci, to mozna je wybiera¢ z dowolnymi prawdopodobienstwami
sumujacymi sie do jednosci. W takiej sytuacji polityka zachtanna moze by¢ stochastyczna lub determini-

styczna. Jezeli jest tylko jedna akcja o najwiekszej wartosci, to polityka zachlanna jest deterministyczna.
Twierdzenie o ulepszaniu polityki méwi, ze m;41 daje nie mniejsze wartodci wszystkich stanéw niz m;:

vit1(s) > vi(s)

Narzuca si¢ zatem nastepujaca procedura iteracyjna. Zaczynamy od dowolnej polityki 7;. Znajdujemy
dla niej wartosci akcji g;. Na ich podstawie wyznaczamy polityke zachtanng ;1. Czynnosci te powta-
rzamy wielokrotnie. Poniewaz liczba polityk deterministycznych jest skonczona, wiec po skonczonej liczbie
iteracji otrzymujemy réwnodci:

vir1(s) =vils)  qiv1(s,a) = qi(s,a) miqa(als) = mi(als)
Druga cze$¢ twierdzenia o ulepszaniu polityki méwi, ze rownosci te zachodza jedynie jesli m; daje naj-
wieksze mozliwe wartosci v;. Opisana procedura prowadzi zatem do polityki optymalnej. Polityke te oraz
odpowiadajace jej wartodci akcji i stanéw oznaczamy gwiazdka:
va(s)  gu(s,a) m(als)
60.2 Policy iteration

W praktyce optymalng polityke wyznaczamy iteracyjnie metoda punktu stalego. Zaczynamy od dowol-
nych wartosci akeji ¢;(s, a), najczesciej zerowych. Na ich podstawie wyznaczamy polityke zachtanna:

Tir1(als) = d(a, argmax g;(s, "))
a/
Nastepnie obliczamy wartosci stanéw:
vig1(s) = ZW¢+1(G|3)%‘(5, a)
a

Na ich podstawie znajdujemy wartoéci akcji w nastepnej iteracji:

Giri(s,a) =Y p(s',7ls, @) (r +viga(s)

s'r
Czynnosci te powtarzamy do osiagniecia zbieznosci, czyli do momentu, gdy:
vit1(s) = vi(s)  qiv1(s,a) = qi(s,a)  miyi(als) = mi(als)

Zgodnie z druga czescia twierdzenia o ulepszaniu polityki réwnosci oznaczaja, ze tak wyznaczona 7;(als)
jest polityka optymalna, za$ v;(s) oraz ¢;(s, a) sa odpowiadajacymi jej wartosciami stanéw i akcji.
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61 Gra w pchetki
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62 Q-Learning

62.1 Rownania Bellmana dla zagadnienia kontroli

Roéwnania Bellmana na wartosci stanéw i akcji obowigzuja dla dowolnej polityki. Dla polityki optymalnej
przyjmujg postac:

0(s) = Y mlals)an(5,)
q«(s,a) = Zp(s’, rls,a) (r + vi(s))

s’',r

Oprécez tego dla polityki optymalnej zachodzi zaleznosé:

7« (als) = 6(a, argmax q. (s, a’))

Podstawiajac te zalezno$é¢ do pierwszego réwnania Bellmana dostajemy:
v, (8) = max ¢, (s, a)
a

Przy optymalnej polityce warto$¢ stanu jest wiec réwna wartosci najlepszej akcji, jaka w tym stanie
mozna wykonac.

62.2 Podejscie tabelaryczne

Dla polityki optymalnej zachodza réwnania Bellmana:

0.(8) = 3 ma(als)g. (5, )

¢:(s,a) =) p(s'rls,a) (r +v.(s)

s’',r
oraz dodatkowo zalezno$c¢:
v4(8) = max g« (s, a)
a
Podstawiajac tak zapisane v,(s) do drugiego réwnania Bellmana dostajemy:
4s(5,0) = 3 p(s', 715, 0) (1 + ma . (s, a") )
7 a,
s’',r

Cho¢ w ogélnosci Q-Learning dziala dla srodowisk probabilistycznych, to tutaj ograniczymy sie do deter-
ministycznych, czyli takich, ze w kazdym kroku stan koncowy s’ i nagroda r sg jednoznacznie wyznaczone
przez stan poczatkowy s i podjeta akcje a:

p(s',rls,a) =6 (s — s'(s,a))d (r —r(s,a))

Podstawiajac to do uzyskanego wyzej réwnania otrzymujemy:

0.(5,0) = 7(5, ) + max . (s'(5, ),
Jest to podstawowe réwnanie metody Q-Learning. Rozwiazujemy je iteracyjnie metoda punktu stalego.
Wychodzimy od dowolnych ¢;(s, a), najczescie zerowych, i wyznaczamy kolejne przyblizenie:

git1(s,a) =r(s,a) + max qi(s'(s,a),a’)
Czynnosci te powtarzamy do uzyskania rownosci:

Gi+1(s,a) = qi(s, a)

Réwnoéé oznacza, ze ¢;(s,a) spelnia réwnanie metody Q-Learning. Powyzsza regule iteracyjna mozna
stosowaé do calej macierzy g;1+1(s,a). W praktyce jednak postepujemy inaczej. Wybieramy losowo stan s
oraz akcje a i z reguly iteracyjnej wyliczamy tylko jeden element ¢;11(s,a). Czynnoéci te powtarzamy dla
innej losowej pary stan-akcja. Jezeli po odpowiednio duzej liczbie iteracji uda nam si¢ uzyskac zbieznosé,
czyli powyzsza rownoéé dla kazdej pary stan-akcja, to znaczy, ze réwnos¢ ta zachodzi dla catej macierzy,
czyli uzyskane ¢;(s, a) spelnia réwnanie metody Q-Learning.
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63 Uczenie epizodyczne
64 Polityka epsilon-zachtanna

65 Znajdowanie drogi w labiryncie
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66 Nagroda dyskontowana

66.1 Czynnik dyskontujacy

Zysk w zagadnieniach epizodycznych:
Gy=Riy1+ ...+ Ry
Zysk w zagadnieniach ciaglych:
Gt = Riv1 + YRy + YV Rigs + ..

gdzie v € [0,1] to czynnik dyskontujacy, po angielsku discount factor. Im ten czynnik mniejszy tym
mniejsze znaczenie majg nagrody otrzymane w przyszlosci. Zwiazek rekurencyjny:

Gt = Rit1 +7Geq
Definicje wartosci stanéw i akcji pozostaja bez zmian:
v;(8) = E; [G¢|St = $]
qi(s,a) =E; [G¢|St = s, Ay = d]

Roéwnania Bellmana na wartosdci stanéw i akcji przybieraja postac:

vi(s) = ¥ milals)ai(s. )

ai(s,a) =Y p(s',7ls, a) (r +yoi(s"))

s’',r

Polityka zachlanna:
Ti+1(als) = d(a, argmax g;(s, a’))

Polityka optymalna to taka, ktéra maksymalizuje warto$ci wszystkich stanéw. Polityka optymalna jest
zachtanna wzgledem odpowiadajacych jej wartosci akcji:

7« (als) = 6(a,argmax q.(s,a’))

v.(8) = max g« (s, a)
a
Réwnanie metody Q-Learning:

G«(s,a) = r(s,a) + ymax g.(s'(s, a),a’)
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67 Utrzymywanie pionowego preta na palcu
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