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8.04.2019

Informacje:

e zadania prosimy rozwiazywaé na osobnych kartkach,

e kazda podpisana imieniem i nazwiskiem oraz numerem grupy (lub nazwiskiem prowadza-
cego ¢wiczenia)

Zad. 1

Punkt A porusza si¢ po okregu o promieniu R. Wyznaczyé¢ zaleznoéé¢ predkosci tego
punktu od czasu wiedzac, ze wektor predkosci ¥(t) tworzy z wektorem przyspieszenia
da(t) staly kat a (0 < o < 7/2, patrz rysunek). Predkosé poczatkowa punktu wynosi ¢.
Przeanalizowaé i przedyskutowaé wynik.

Ay

Zad. 2
Czastka o masie m porusza sie w polu potencjatu U = kr2, gdzie r2 = p? + 22 oraz
(p, ¢, z) sa wspdlrzednymi w cylindrycznym ukladzie wspéirzednych.

e Wykaz, ze sita zwiazana z potencjalem U jest centralna.

e Korzystajac z zasad zachowania pokaz, ze z-towa skladowa momentu pedu we
wspotrzednych cylindrycznych jest stala i dana wzorem L. = mp?¢.

e Napisz wzér na energie catkowita dla omawianej czastki.

e Znajdz promien orbity kotowej lezacej w plaszczyznie z = 0 (nalezy zalozyé, ze L,
jest wielkoScia znana). Jaka jest warto$¢ energii catkowitej dla czastki poruszajacej
sie po tej orbicie? Czy istnieja orbity kotowe w przypadku gdy L, = 07

Zad. 3

Réwnia pochyta o masie M i kacie przywierzchotkowym o moze sie §lizgaé¢ bez tarcia
wzdhuz prostej horyzontalnej, prostopadiej do przyspieszenia grawitacyjnego g. Po rowni
zsuwa sie klocek o masie m w obecnosci tarcia ze wspdlczynnikiem p < tga. Znalezé
przyspieszenia réwni i klocka. Okresli¢ kierunki ruchu, jesli w chwili poczatkowej uktad
spoczywal.

Wssk.: Opisa¢ ruch klocka w uktadzie rowni.
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Zad. 1

Punkt A porusza sie po okregu o promieniu R. Wyznaczy¢ zaleznosé predkosci tego
punktu od czasu wiedzac, ze wektor predkosci ¥(t) tworzy z wektorem przyspieszenia
da(t) staly kat a (0 < o < 7/2, patrz rysunek). Predkosé poczatkowa punktu wynosi .
Przeanalizowaé i przedyskutowaé wynik.

Ay

Rozw. (szkic)

Uktad inercjalny zwiazany z okregiem, wspolrzedne biegunowe.

Punkt porusza si¢ po okregu = a,(t) = g

Staly kat pomiedzy predkoscia a przyspieszeniem oznacza, staty kat pomiedzy przy-
spieszeniem a wersorem stycznym (gyz predkos¢ jest zawsze styczna do okregu). Wniosek
stad, ze Z—; = const = tga. Powyzsze dwie obserwacje daja razem

U2

Rtga

:a(]b:/l)

Powyzsze réwnanie ruchu nalezy odcatkowaé (korzystajac z v(t = 0) = vp):

_ v
1 — (%etga)t

dv  ctga

Dyskusja wyniku:

e dla 0 < a < 7/2 oznacza, ze ctga > 0, czyli predkosé rosnie, co pociaga za
soba wzrost przyspieszenia dosrodkowego, co znowu oznacza wzrost przyspiesze-
nia stycznego (skoro kat jest staly), czyli punkt przyspiesza coraz bardziej. W
momencie czasu t = V%tga predkos¢ urosnie do oo

e dla przypadku szczegolnego o = 7/2 mamy v(t) = vy i ruch jest jednostajny po
okregu (jak nalezalo sie spodziewaé, skoro przyspieszenie jest skierowane do $rodka
wzdluz promienia)

e im mniejszy kat a tym punkt szybciej rozpedzi sie do nieskonczonosci (tez zgodne
z intuicja)



MiSTW 2019 — kolokwium 1 zadanie 2

1. Czastka o masie m porusza sie w polu potencjatu U = kr?, gdzie r? = p?+
2% a (p, ¢, z) sa wspélrzednymi w cylindrycznym ukladzie wspétrzednych.

e Wykaz, ze sila zwigzana z potencjatem U jest centralna.

e Korzystajac z zasad zachowania pokaz, ze z-towa sktadowa momentu
pedu we wspotrzednych cylindrycznych jest stala i dana wzorem L, =
mp2o.

e Napisz wzor na energie catkowita dla omawianej czastki.

e Znajdz promien orbity kolowej lezacej w plaszczyznie z = 0 (nalezy
zalozyé, ze L, jest wielkodcig znana). Jaka jest wartosé energii catko-
witej dla czastki poruszajacej sie po tej orbicie? Czy istnieja orbity
kotowe w przypadku gdy L, = 07

Szkic rozwiazania.

e Wzory na promien wodzacy i predkos¢ we wspoirzednych cylindrycznych:
T = pé, + 28, D = p€, + pdey + ez

e Punkt pierwszy: F' = —VU = —% (g—;ép + %éz) =_dur

e Punkt drugi: M = T x ¥ =0, to implikuje

4L =4 (Fxp)=2L(Fxmv) =0, codaL,=mp’d
-2

. . . . 2
e Punkt trzeci: £, = m(p2+z2) + mp22¢2 +kp? = M + 2:;)2 +kp?, stad

L‘Z
Verf = gz + kp®

e Punkt czwarty: dla orbity kolowej lezacej w ptaszczyznie z = 0 mamy p =
0 stad promien orbity kolowa bedzie ekstremum potencjatu efektywnego

2
dilpVeff =0=p2= (%)1/2, gdzie p, jest promieniem orbity kotowej.
(Drugi réwnowazny sposéb to zauwazenie, ze dla orbity kolowej réwniez
p =0 a wiec z robwnan Newtona wynika, ze sita powiazana z potencjalem

efektywnym musi znikaé¢ F.pp = —VV.sp = 0. Z warunku tego mozna
wyznaczy¢ po.) Ec(po,z = 0) = sz/% Dla L, =0 d%veff > 0 dla
wszystkich p poza p = 0 tak wiec w tym przypadku nie ma orbity kotowe;.



Réwnia pochyla o masie M i kacie przywierzchotkowym a moze sie 8lizgaé
bez tarcia wzdtuz prostej horyzontalnej, prostopadtej do przyspieszenia grawi-
tacyjnego g. Po rowni zsuwa sie klocek o masie m w obecnoéci tarcia ze wspol-
czynnikiem p < tg . Znalezé przyspieszenia réowni i klocka. Okreslié kierunki
ruchu, jesli w chwili poczatkowej uklad spoczywal.

Wsk.: Opisaé ruch klocka w uktadzie réwni.

Rozwigzanie.

Zalozmy, ze uklad spoczywal i w pewnej chwili klocek zaczal sie zsuwac.
Wybierzmy osie ukladu inercjalnego (laboratorium) tak, ze réwnia sunie po osi
x w kierunku malejacych wartosci, a wspélrzedna = klocka powieksza sie (tak
musi byé¢ ze wzgledu na brak zewnetrznych sit dziatajacych na uktad réwnia-
klocek wzdluz osi z).

Do opisu potozenia klocka wprowadzmy nieinercjalny uktad wspdlrzednych
Z',y' taki, ze klocek porusza si¢ zgodnie z osig z’, a 0§ 3’ jest prostopadla do
rowni. W tym ukladzie na klocek dzialaja nastepujace sily:

1. sila bezwladnoéci Fg = —mdys, gdzie dp; jest przyspieszeniem réwni
wzgledem laboratorium (sila ta jest skierowana zgodnie z osia x ponie-
waz apy < 0).

2. sila grawitacji mg
3. sita reakcji rowni Fr= Fréy
4. sila tarcia Fr = —pFRéy

Poniewaz nie ma ruchu klocka wzdluz osi 3y’ skladowe sil wzdluz tej osi musza
sie znosi¢, a stad
Fr =mgsina + maps cosa

(zauwaz, ze sila bezwladnosci powoduje zmniejszenie oddzialywania pomiedzy
m 1 M). Ruch wzdluz réwni jest opisany réwnaniem

ma., = mgcosa —may sina — uFp
z ktorego wynika
/ . .
a,, = g(cosa — psina) —ap(sina + pcosa) .

Teraz mozemy rozwazy¢ sity dzialajace na M w uktadzie laboratorium, ale
latwiej jest skorzysta¢ z braku zewnetrznej sily horyzontalnej dzialajacej na
uklad réwnia-klocek (inaczej: z prawa zachowania skladowej x pedu ukladu)

May, + m(ay + al, sina) =0 .

Ostatnie dwa réwnania mozna latwo rozwiazaé¢ dostajac

, (M + m)(cos a — psin )
a,, = -
M + mcos a(cos v — psin «)
msin a(cos a — psin a)
apnr =

7 M +mcosalcosa — psina)

Zeby znaki byly takie jak zalozyliémy to powinno byé p < ctg o (blad w tresci
zadania).
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