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Informacje:

e zadania prosimy rozwigzywaé na osobnych kartkach,

e kazda podpisana imieniem i nazwiskiem oraz numerem grupy (lub nazwiskiem prowadza-
cego ¢wiczenia)

Zad. 1

Punkt materialny o masie m jest zawieszony na sprezynie o wspdlczynniku sprezystosci
k i dtugosci swobodnej Iy = const. Do punktu tego podwieszony jest — na takiej samej
sprezynie — drugi punkt materialny o masie m. Punkty moga poruszac¢ sie jedynie w
pionie, a caly ukltad znajduje sie w stalym i jednorodnym polu grawitacyjnym g.

i) Znalezé¢ i wyrazi¢ energie potencjalna i kinetyczng uktadu w funkcji wspéirzednych
uogdlnionych oraz wypisa¢ lagranzjan uktadu.

ii) Wypisa¢ réwnania ruchu.
iii) ZnaleZé punkty polozenia réwnowagi trwalej.

iv) Wyznaczy¢ czestosci wlasne i odpowiadajace im rozwiazania (mody wlasne).
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Zad. 2
Ptaski krazek o masie m i promieniu R lezy w plaszczyZnie zy tak, iz jego Srodek
ciezkosci znajduje sie w poczatku kartezjanskiego uktadu wspotrzednych.

i) Wyznacz momenty bezwladnosci tego krazka wzgledem osi z, y i z.

ii) Podaj energie kinetyczna tego krazka w przypadku gdy obraca sie on wokét osi z
ze stala predkoscig katowa w.

Zad. 3
Cylinder o masie m i promieniu R stacza sie bez poslizgu po réwni pochytej o kacie
przywierzchotkowym «. Znalez¢é lagranzjan i rozwiaza¢ rownania ruchu.

Zmnalez¢ relacje pomiedzy czasem stoczenia sie go z wysokosci h i czasem, ktéry bylby
potrzebny do zedligniecia sie tego cylindra przy braku tarcia i obrotu. Zaltozy¢ zerowa
predkosé poczatkowa.



Zadanie 1 - rozwigzanie

Wybierzmy jako zmienne dynamiczne z; i x5 zdefiniowane nastepujaco: z; jest odlegtoscia
gérnej masy od punktu mocowania gérnej sprezyny pomniejszona o [ (dlugo$é swobodna
sprezyny), s za$ jest pomniejszona o L odlegtoscia masy dolnej od masy gérnej. Lagran-
gian w takicj zmiennych ma postac
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L= oM (@7 + (&1 + 42)%) — 5 (2 + 23) + mg (z1 + (x1 + 22))

a réwnania ruchu maja postaé¢ (wg = k/m)
2
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Odejmujac od pierwszego drugie oraz od dwa razy drugiego pierwsze sprowadzamy je do

postaci
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Réwnanie charakterystyczne postaci A2 — 3\ + 1 = 0 wyznacza dwie czestodci drgan:
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ktérym odpowiadaja wektory wiasne
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Co fizycznie oczywiste, wyzszej czestosci odpowiada wektor, ktérego dwie sktadowe maja

znaki przeciwne - w tym modzie masy maja przeciwne fazy. Nietrudno tez znalezé
rozwiazanie szczegllne réwnania niejednorodnego i pelne rozwiazanie ma postac:

<2E3> - % <§> + <_%(11_ \/g)> (Aj coswit + By sinwt)
+ (_%(11\/50 (Ag cos wyt + By sinwyt) .
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Rysunek 24: Dwie masy potaczone sprezynkami wiszace w polu sily ciezkosci.

Zauwazmy, ze jesi za zmienne dynemiczne przyjac y; = x; oraz Y, rowne pomniejszonej o
2l odlegtosci dolnej masy od punktu zamocowania sprezynek do sufitu, tak iz y; = x1 + o,
to lagrangian przyjmie postac
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L=gm (97 +93) — 5 (yi + (z2 — n1)?) + myg (y1 + v2) ,

C Ay, (2 () _ (9

dt? \ y2 -1 1 To 9)
Réwnanie charakterystyczne da oczaywiscie te same czestosci w? i w3, ktérym teraz beda
odpowiada¢ wektory

a rownania ruchu
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a rozwiazaniem szczegdélnym rownanie niejednorodnego bedzie
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Zadanie 2 - rozwigzanie

Plaski krazek o masie m i promieniu R lezy w plaszczyznie zy tak, iz jego
$rodek ciezkosci znajduje sie¢ w poczatku kartezjanskiego uktadu wspélrzednych.

e Wyznacz momenty bezwladnosci tego krazka wzgledem osi z, y i z.

e Podaj energie kinetyczna tego krazka w przypadku gdy obraca sig¢ on wokél
osi z ze stala predkoscia katowa w.

Schemat rozwiazania
Wzory do wykorzystania:

I, = /p(Fl) (Fléik - x;x;c) av’,
1=, 1 L
T= 5MR2 +3 Z;w Ik,

przy czym wzor na energie kinetyczna w powyzszej formie jest poprawny jesli
0§ obrotu przechodzi przez srodek masy bryly sztywnej.

o7 R 2 2
R R
I..,= /,0(962 +y? 422 = 2HdV = /T2prdrd9 = / d@/ r3dr = 7TR2p7 = m2 ,
0 0
gdzie r? = 22 + 22.
Ze wzgledu na symetrie I, = I, tak wigc
mR? mR?

2 R
Low + Iy = /p(y2 + 2% +y? 4 2%)amodV = p/ do | r3dr= = Iy = ——o
0 0

Poniewaz w' = (0,0, w® = w) oraz R = 0 zachodzi:

1 1
T = szlzzwz = mezRQ.



Zadanie 3 - rozwigzanie

Cylinder o masie m i promieniu R stacza si¢ bez poslizgu po réwni pochytlej
o kacie przywierzchotkowym «. Znalezé lagranzjan i rozwiazaé réwnania ruchu.

Znalez¢ relacje pomiedzy czasem stoczenia sie go z wysokosci h i czasem,
ktéry bytby potrzebny do zeslignigcia si¢ tego cylindra przy braku tarcia i ob-
rotu. Zaltozy¢ zerows predkos¢ poczatkows,.

Rozwigzanie.Niech 0§ x przechodzi przez srodek masy cylindra rownolegle do
powierzchni rowni i bedzie skierowana zgodnie z ruchem cylindra. Przesunieciu
srodka masy o Az towarzyszy obrét cylindra o Az/R. Stad predkosé katowa
obrotu wynosi i/R. Poniewaz moment bezwladnoéci jest mR? to catkowita
energia kinetyczna wynosi

1 1 @
E. = -miZ+ Z1(2)2 = mi?
k= gmd + 5 (R) mi
Energia potencjalna wzgledem poczatku osi  wynosi mgh = —mgz cos a;, wiec

lagranzjan jest
L = mi?® + mgzcosa .

7 réwnania ruchu
2mi = mgcos o

wynika, ze jest to ruch ze stalym przyspieszeniem, a rowiazania maja postac
1 2
x = Zg(cos a)t” + vot + g .
Przy staczaniu sie z zerowa predkoscia poczatkowa mamy vy = 0 i mozemy
przyjaé¢ xo = 0 (poczatek osi x w punkcie startu). Obnizenie sie o h oznacza
przebycie dystansu x = h/ cos a przez $rodek masy. Stad

1
h= Zg(cos2 a)T?

i czas potrzebny do stoczenia sie wynosi

g coso

Przy braku obrotu nie ma energii zwiazanej z obrotem, przy$pieszenie jest 2
razy wicksze, wiec czas zsuwania sie jest mniejszy o czynnik /2.
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