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ze szkicami rozwigzan zadan do samodzielnego rozwiagzania
23 marca 2020

Zadania z rozwigzaniami

Zadanie 1. Koralik porusza sie po drucianym okregu O o promieniu R umieszczonym w
plaszczyznie horyzontalnej. Wspoétczynnik tarcia kinetycznego jest réwny f. Jaka predkosé
poczatkows, vy trzeba nadaé koralikowi, aby po jednym okrazeniu zatrzymat sie w punkcie
wyjscia?

Rozwigzanie. Zatdzmy, ze okrag O, po ktérym porusza sie koralik, opisany jest warunkami
22 +y? = R?, z=0

nalozonymi na wspolrzedne kartezjanskie (x,y,z) — patrz rysunek 1. Ruch koralika wy-
godnie bedzie opisa¢ we wspolrzednych walcowych (p, ¢, ), gdzie standardowo

T = pcosy, y = psing,

za$ wspolrzedna z uktadu walcowego jest tozsama ze wspohrzedna kartezjanska z. Przyj-
mijmy dodatkowo, ze 0§ OZ jest skierowana ku gorze. Réwnania okregu O we wspohrzed-
nych walcowych przedstawiaja sie nastepujaco:

p=R, z=0. (1.1)

Widzimy stad, ze wspolrzedna ¢ jest zmienng parametryzujacg punkty lezace na okregu
O i wobec tego wersor €, jest styczny do okregu, za$ wersory €, oraz €, sg don ortogonalne
(wynika to z ortgonalnosci walcowego uktadu wspotrzednych).

Predkosé punktu materialnego w uktadzie walcowym ma postaé

U = pe, + ppe, + ze..

Skoro podczas ruchu koralika jego wspolrzedne musza spetia¢ warunki (1.1), to predkosé
koralika przedstawia sie nastepujaco:

T = Rpe,. (1.2)
Niech m bedzie masa koralika. Na koralik dzialaja trzy sity: (i) sila grawitacji
Fg = —mgé., g>0, (1.3)

(7) sita reakcji ﬁR wymuszajaca na Kkoraliku pozostawanie na okregu O podczas ruchu;
sita ta jest prostopadla do okregu i w zwigzku z tym jest kombinacja liniowa wersorow €,
oraz €,: B

FR:FRp€p+FRZ€Za (1.4)



<L

Rysunek 1: Koralik na okregu O

(#i) sita tarcia kinetycznego FT, ktora jest przeciwnie skierowana do predkosci ¢ koralika
i proporcjonalna do wartosci sity reakcji:

- = U =P
Fr = —f|FR|ﬁ = —f|FR|m% (1.5)

— druga réwnos¢ zachodzi na mocy réownania (1.2).
Przyspieszenie punktu materialnego w uktadzie walcowym dane jest wzorem

@ = (p— pg*)ep + (2pp + pp)E, + 2.
Na mocy (1.1) przyspieszenie koralika
d = —R{*E, + RPE,. (1.6)

Roéwnania ruchu koralika,
ma = Fqg + Fr + Fp,

mozemy przy uzyciu rownan (1.3), (1.4), (1.5) i (1.6) rozpisa¢ w nastepujacy sposob:
—~mRP*E, + mRGE, = —mgé. + Fry €, + Fr. & — fyﬁR%e;.

Liniowa niezalezno$¢ wersoréw €, €, i €, pozwala nam wyrazi¢ powyzsze réwnanie wek-
torowe w postaci uktadu trzech réwnan liczbowych:

_mRSD2 = FRpa

mR(P = _f‘FR‘i7
||
0=—mg+ Fr,.

Przy uzyciu pierwszego i trzeciego z tych réwnan obliczamy



i otrzymany wynik wstawiamy do drugiego réwnania, co po skrbéceniu przez m i przy
dodatkowym (nieograniczajacym ogolnosci) zalozeniu ¢ > 0 daje nastepujace réwnanie

rozniczkowe

R =~ VRS + .
Wprowadzajac oznaczenie w = ¢ na predkosé katowa koralika mozemy przestawié¢ powyzsze
réwnanie jako rownanie 1-go rzedu na funkcje t — w(t):

Rir = —f/R2wh + ¢2. (1.7)

Jednakze znajomosé samej tylko zaleznosci w(t) nie da nam odpowiedzi na pytanie
postawione w zadaniu — to pytanie dotyczy predkosci poczatkowej, jaka nalezy nadaé
koralikowi, aby zatrzymal sie po pelnym okrazeniu okregu O, czyli w momencie, gdy kat ¢
opisujacy polozenie koralika na okregu zwiekszy sie o 2w w stosunku do wartosci tego kata
na poczatku ruchu. Widaé stad, ze do rozwiazania zadania potrzebna nam jest znajomosé
zaleznosci predkosci katowej w od kata ¢, czyli znajomosé funkcji ¢ — w(¢p).

Powyzej zatozylismy, ze w = ¢ > 0. Tak dtugo jak ten warunek jest spetniony zaleznosé
©(t) moze by¢ odwrocona do zaleznosci t(p). Sktadajac ta ostatnia zaleznosé z zaleznoscia
w(t) otrzymujemy zaleznosé¢ w(yp):

w(p) = w(t(p)).

Mamy stad

dw  dw dt  dw dp -1 W w
B = @@ = e (Gren) =2 =7

(w drugim kroku zastosowaliSmy wzér na pochodna funkcji odwrotnej). Podstawiajac do
powyzszego rownania pochodng w dana rownaniem (1.7) otrzymujemy

w dw f

VRS +gde R

Scaltkujmy teraz obie strony powyzszego réwnania po ¢

d /fd S, C (1.8)
N dgp 4 IR '

gdzie C//2R jest stala catkowania. W pierwszej calce dokonujemy najpierw zamiany zmien-
nych w = w(¢p), a nastepnie zamiany u = Rw?/g, co daje

arsinhu =

1 U
/\/R2w4—i—g dﬂP /\/R2w4—|—g 2R/\/l—l—uQ_QR

1 . 2
=op ™ sinh(Rw?/g).

Podstawiajac otrzymany wynik do (1.8) dostajemy
arsinh(Rw?/g) = —2f¢ + C.

Jesli w chwili poczatkowej wspolrzedna ¢ koralika miata wartosé ¢g, a jego predkosé katowa
wynosita wg to
arsinh(Rwi /g) = —2f¢o + C.



Odejmujac stronami dwa ostatnie rownania otrzymujemy ostatecznie formuta opisujaca
zalezno$¢ predkosci katowej w koralika od jego wspodtrzednej ¢:

arsinh(Rw?/g) — arsinh(Rw3 /g) = —2f (v — ¢0).

Jesli po obiegnieciu catego okregu, czyli po wzroscie wartosci kata ¢ o 27 (od wartosci
poczatkowej ¢p) predko$¢ w ma zmaleé¢ do zera to na mocy powyzszego réwnania

arsinh(Rw? /g) = 4f,

czyli
wo = g sinh(4f).
R

Whioskujemy stad, ze szukana warto$¢ predkosci poczatkowej wynosi
vo = Rwy = v/ Rgsinh(4fm).

O

Zadanie 2. Ramka prostokatna o bokach o dtugosci a i b, obraca sie ze stala czestotli-
woécig w wokoél jednego z bokéw o dtugosci b. Po réwnoleglym boku porusza sie koralik
ruchem harmonicznym o amplitudzie b/2 z czestotliwodcia €. Znalezé predkosé i przyspie-
szenie w uktadzie spoczynkowym ramki i w laboratorium oraz sprawdzi¢, czy w przypadku
koralika spetlniony jest wzor ,

%:%—i—u—}xf’, (2.1)
gdzie dr/dt jest predkoscia koralika w uktadzie laboratorium, a d'7/dt predkoscia w ukla-
dzie ramki.

Rozwigzanie. W ukladzie spoczynkowym ramki wprowadzmy uktad wspotrzednych karte-
zjanskich (2,4, 2') tak, ze wierzcholki A4, By ramki maja w tym ukladzie nastepujace
wspolrzedne:

Ay = (a,0,4b/2), By = (0,0,4b/2)

(bok By B_ ramki jest odcinkiem osi OZ’, a boki don prostopadte sa rownolegle do osi
OX') — patrz rysunek 2. Przyjmijmy ponadto, ze 0§ obrotu ramki wyznaczona jest przez
bok By B_, a koralik porusza sie wzdtuz boku A4 A_. Wobec tego ruch koralika w uktadzie
(«',y,2") moze by¢ opisany nastepujaco:

7' (t) = a, y'(t) =0, 2 (t) = gsin(Qt). (2.2)

Mamy stad wyrazenia na sktadowe predkosci i przyspieszenia koralika w uktadzie ramki:

b2
i’ =0, 7 =0, 3= 5 cos(Qt), (2.3)
b2
i =0, i’ =0, y:—jfﬂmaw



wt .

Rysunek 2: Koralik na ramce

Aby opisac ruch obrotowy uktadu spoczynkowego ramki wzgledem uktadu laboratorium
wystarczy zalozy¢, ze uktad kartezjanski (z,y, z) zwiazany z laboratorium zostal wybrany
tak, ze (1) 0§ OZ pokrywa sie z osia OZ' i (ii) plaszczyzna OXY pokrywa sie z plaszczyzng
OX'Y'. Teraz wystarczy przyjac, ze wspohrzedne (z,y, z) powiazane sa ze wspotrzednymi
(2',y', 2") za pomoca macierzy obrotu o kat wt wzgledem osi OZ = 07"

x cos(wt) —sin(wt) 0\ /2
y | = [ sin(wt) cos(wt) 0O |y |. (2.4)
z 0 0 1 2

Podstawiajac do powyzszego rownania funkcje (2.2) opisujace ruch koralika w uktadzie
ramki otrzymujemy funkcje opisujace ruch koralika w uktadzie laboratorium:

z(t) = acos(wt), y(t) = asin(wt), z(t) = gsin(Qt). (2.5)

Mamy stad wyrazenia na sktadowe predkosci i przyspieszenia koralika w uktadzie labora-
torium:

b2

& = —awsin(wt), ¥ = aw cos(wt), zZ= 5 cos(Qt),
. 2 . 2 . y b2
¥ = —aw* cos(wt), i = —aw” sin(wt), = sin(Q¢).

Predkosé koralika w ukladzie laboratorium mozemy zapisaé w postaci

dr Q)
d—z =5 cos(QU)€, — aw sin(wt)e, + aw cos(wt)ey, =
bQ)

- cos(Q2)€y + aw sin(wt)€, x €, + aw cos(wt)e, X €, =

b b
=5 cos(Q)e, + we, X (a cos(wt)é, + asin(wt)ey, + - sin(Qt)é’Z) (2.6)



Rysunek 3: Klocek na réwni

— w powyzszych przeksztatceniach wykorzystaliSmy nastepujace rownosci:
€, = €y, €r = —€> X €y, €y = €5 X €y, 0=¢, X &,.

Latwo teraz zauwazy¢, ze pierwszy sktadnik w ostatniej linii wyrazenia (2.6) to predkosé
d'7/dt koralika w ukladzie ramki (patrz (2.3)), wé, w tejze linii to wektor predkosci kato-
wej o, a czynnik w duzym nawiasie mnozacy wektorowa ta predko$é to wektor wodzacy
koralika w uktadzie laboratorium (patrz (2.5)). Zatem ogolny wzor (2.1) jest spelniony w
rozpatrywanym tu przypadku. O

Zadanie 3. Po réwni pochylej o kacie nachylenia do poziomu réwnym « zsuwa sie w
kierunku najwiekszego spadku klocek o masie m, na ktory dziata sita oporu ﬁo = —mk7,
gdzie k > 0 jest stala, a ¥ predkoscia klocka. Znalezé potozenie klocka w funkcji czasu
wiedzac, ze w chwili ¢ = 0 znajdowal sie on na wysokosci h. Sprawdzi¢, ze w granicy
k — 0T dostaje sie znane rozwigzanie. Znalez¢é prace wykonang nad klockiem przez site
oporu w funkcji czasu.

Rozwigzanie. Zagadnienie jest dwuwymiarowe — ruch zachodzi w plaszczyznie wyzna-
czonej przez kierunek najwiekszego spadku réowni i kierunek pionu. WprowadZzmy w tej
plaszczyznie kartezjanski uktad wspohrzednych (z,z) w taki sposob, ze (i) 0§ OX biegnie
po powierzchni rowni w kierunku najwiekszego spadku i jest zwrécona ku dotowi, (i) oS
OZ jest zwrocona ku gorze, a (iii) poczatek uktadu znajduje sie na rowni na wysokosci h
liczac od jej podstawy — patrz rysunek 3.

Na klocek dzialaja trzy sity: (i) sita grawitacji

Fo =mgsinaée, — mgcosaé,,

(i) sita reakcji ﬁg rowni, ktora rownowazy skladowa sity grawitacji prostopadta do po-
wierzchni rowni, stad Fg = mgcos ae, (iii) sita oporu

—

Fo = —mkt = —mkv €,



gdzie v = & > 0, poniewaz klocek zsuwa sie z rowni wzdtuz osi OX. Roéwnanie ruchu
klocka przyjmie zatem nastepujaca postac:

ma = muv €, = ﬁG + ﬁR + ﬁo = —MKV €; + mgsin « €.
Wynika stad rownanie rézniczkowe postaci
U+ kv = gsina. (3.1)

Po lewej stronie rownania (3.1) mamy kombinacje liniowa pochodnej © predkosei i
predkosci v, a po prawej stronie wyrazenie niezalezne od v, v jak réwniez od potozenia
klocka. Tego typu réwnanie nazywa sie rdwnaniem liniowym niejednorodnym. W celu
rozwiazania tego réwnania znajdziemy najpierw rozwiazanie ogélne v(t) nastepujacego
rownania lintowego jednorodnego:

U+ kv = 0. (3.2)
Rozwiazania tego rownania szukamy w postaci v(t) = Aexp(ft), gdzie A i 5 sa stalymi.
Podstawiwszy tak zapostulowana funkcje v i jej pochodna

v = BAexp(Bt)
do (3.2) otrzymujemy warunek
Apexp(pt) + kAexp(ft) = 0.

Mam stad f = —«k, i dlatego
v(t) = Aexp(—kt) (3.3)

— funkcja ta z dowolna stata A jest ogdélnym rozwiazaniem réwnania (3.2).

Znajdziemy teraz rozwiazanie rownania (3.1) metoda uzmiennienia statej w rozwiazaniu
(3.3) tzn. postulujemy, ze rozwiazanie rownania (3.1) jest postaci v(t) = A(t) exp(—~t).
Podstawiajac ta funkcje i jej pochodng

v = Aexp(—kt) — kA exp(—kt)
do (3.1) dostajemy réwnanie na A(t) postaci

dA

o =9 sin v exp(kt).

Calkujac po czasie obie strony tego réwnania dostajemy

gsina

A(t) exp(kt) + C,
gdzie C jest stala calkowania. Wobec tego ogolne rozwiazanie réownania (3.1) przedstawia

sie nastepujaco:
_gsina

v(t)

Zaktadajac, ze w chwili poczatkowej ¢ = 0 predkosé klocka wynosita vy > 0 otrzymu-
jemy z powyzszego réwnania warunek na stata C':

- + Cexp(—kt).

vo = gsina )

K

7



Zatem predkosé klocka

gsin a gsin a

v(t) + (vo — ) exp(—kt). (3.4)

K

Calkujac po czasie funkcje v(t) otrzymujemy zaleznosé z(t) potozenia od czasu:

2(t) = /v(t) dt = / (982“0‘ + (vo — gs;na)exp(—mt)) dt =

gsin a

sin o — K,
t+g 0

—kt) + .
- o exp(—t) +

Stala calkowania C’ znajdujemy z warunku poczatkowego: w chwili ¢ = 0 klocek znajdowatl
sie na wysokosci h czyli w punkcie x = 0. W konsekwencji

gsina — Kug

0 + '

K2

i ruch klocka opisany jest funkcja

_ gsinat+ gsina — Kug

x(t) 5 (exp(—kt) — 1). (3.5)

K K

Znajdziemy teraz granice rozwigzania (3.5) przy wspolezynniku k zbiegajacym do zera
— dokonujac odpowiedniego przeszeregowania wyrazoéw w tym rozwiazaniu otrzymujemy

— et th +e " —1
lim z(¢t) = lim <v -+ sina—) =
Kk—0Tt ( ) K—0t 0 K g K2
. 1—eHt . o tk+e -1
=9 lim ——— +g¢gsina lim ————
Kk—0T1 R K—0t K

— obydwie granice w ostatniej linii tatwo jest policzy¢ wykorzystujac regute de I’Hospitala.

W rezultacie dostajemy
2

lim 2(t) = vot + gsina’
im z(t) = v sin —,
K—0t 0 g 2

czyli funkcje opisujaca ruch klocka pod dziataniem sktadowej sity grawitacji stycznej do
powierzchni réwni.

Aby obliczy¢ zaleznos¢ pracy W wykonanej przez site oporu ﬁo od czasu wykorzystamy
wz6r na moc tej sity:

aw =
T Fpo @ = —mkv?.

Zatem praca W (t') wykonana od chwili ¢ = 0 do chwili ¢ > 0 réwna jest

v W %
W(t') = aw dt = —mrk [ 02 dt.
dt
0 0

Podstawiajac do powyzszej calki zaleznos¢ v(t) dana wzorem (3.4) otrzymujemy po nie-
trudnych obliczeniach

W) - _m<92 sin? ., 2g sin a(vgk — gsin @) (1—e) 4 (vok — gsina)? a —672“/))-

K K2 2K2

O



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Drut w ksztalcie odcinka prostej ustawiono pod katem 0 < o < 7/2 do
pionu. Na drut nawleczono koralik i nadano mu skierowang ku dotowi predkosé¢ o warto-
Sci vg. Jaka musi byé wartosé wspodlezynnika f tarcia kinetycznego pomiedzy drutem a
koralikiem, aby koralik zatrzymal sie po przebyciu drogi 1?7

Szkic rozwigzania. Wybierzmy wspoélrzedna x wzdhuz drutu w ten sposob, ze jej wartosé
wzrasta ku dotowi. Rownanie ruchu koralika przyjmuje postaé
ma = mgcosa — fmgsin o

— myg sin « jest wartoscia sity reakcji drutu, ktora to sita neutralizuje prostopadta do drutu
sktadowa sity ciezkosci dzialajacej na koralik. Mamy tu wiec do czynienia z ruchem pod
wplywem silty o stalej wartosci, i w konsekwencji ze stalym przyspieszeniem

a=g(cosa — fsina).

Zatem zaleznosci predkosci i potozenia od czasu sa nastepujace:

1
v(t) = at + vy, z(t) = §at2 + vot + o,
gdzie vy i xg sa wartosciami predkosci i polozenia w chwili poczatkowej ¢ = 0. Wynika
stad, ze koralik zatrzyma sie w chwili ¢ = —vy/a w potozeniu z(—vg/a) po przebyciu drogi
2
1 v

Droga ta ma by¢ réwna [, skad mamy

1 13
f== (cosa—i——v—o)-
sin « 2 gl

O

Zadanie 2. Po obreczy w ksztalcie okregu porusza sie koralik z predkoscia o stalej
wartosci vg, mierzona w uktadzie spoczynkowym obreczy. Obrecz wiruje wzgledem la-
boratorium ze stala predkoscia katowa w wokdt osi przechodzacej przez jedna ze srednic
obreczy. Znalezé ruch, predkosé i przyspieszenie koralika w uktadzie laboratorium.

Szkic rozwigzania. W uktadzie spoczynkowym obreczy wprowadzmy uktad wspoétrzednych
kartezjanskich (2/,y’, 2’) w ten sposob, ze obrecz jest opisana rownaniami

x/Z + Z/Z — RQ, y/ — 0,
a ruch koralika réwnaniami

2'(t) = Rcos(vot/R), y'(t) =0, 2/ (t) = Rsin(vot/R).



Przyjmijmy, ze obrecz obraca sie wokol osi OZ’. Korzystajac z transformacji (2.4) mozemy
teraz wyrazi¢ ruch koralika we wspotrzednych kartezjanskich (z,y, z) w ukladzie laborato-
rium:

x(t) = Rcos(wt) cos(vot/R), y(t) = Rsin(wt) cos(vot/R),  z(t) = Rsin(vgt/R).

Predkosé i przyspieszenie koralika wzgledem laboratorium obliczamy rézniczkujac po czasie
powyzsze funkcje. O

Zadanie 3. Na poruszajace sie cialo o masie m dziata sita oporu postaci
FO = _mX|17|17’

gdzie x > 0 jest stala, a ¥ predkoscig ciata. Znalez¢é ruch ciata i zaleznosé pracy wykonanej
przez site oporu od czasu wiedzac, ze w chwili ¢ = 0 predko$¢ ciata byla rowna vy # 0.

Wskazowka: Ciato bedzie poruszaé sie po linii proste;j.
Szkic rozwigzania. Niech x bedzie wspotrzedna wzdhuz prostej, po ktorej porusza sie cialo,
rosnaca w kierunku ruchu ciata. Ré6wnanie ruchu ma postaé
- 2
my = —myv-,

gdzie v jest predkoscig ciata. Mamy stad

1.

—U=—X.
v2 X
Odcatkowanie obu stron tego réwnania po czasie daje

=N 59
1+ ywot

z(t) = v(t)
Ponownie catkujac po czasie otrzymujemy
1
x(t) = X In(1 + xwot) + xo.
Moc sity ﬁo wynosi
W =Fopot=—myv®=-m (Lf
- o - XUT= X1 + xvot/

Liczac catke po czasie z obu stron powyzszego rownania od chwili poczatkowej ¢ = 0 do
chwili ¢ = ' otrzymujemy szukang prace

t/ 3 2 1
00 mug
W (t') = — — ) dt = -1).
() /0 mX(l—i—xvot) 2 <(1+Xv0t’)2 >

O

Andrzej Okotow
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