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Zadanie 1. Dron porusza si¢ horyzontalnie na wysokosci H ze stala predkoscia vp. W
momencie, gdy znajduje sie doktadnie nad naziemna wyrzutnia rakietowa startuje z niej
samonaprowadzajaca sie rakieta. Predkos¢ ¢ rakiety jest skierowana przez caly czas lotu
w strone dronu, a warto$¢ tej predkosci jest stala i rowna 2|t)|. Znalezé ruch rakiety.
Wyznaczyé czas, jaki uptywa od wystrzelenia rakiety do uderzenia rakiety w dron.

Rozwigzanie. Ré6wnania ruchu  Zagadnienie jest dwuwymiarowe — ruch dronu i ra-
kiety ma miejsce w plaszczyznie wyznaczonej przez prosta, po ktérej porusza sie dron, i
wyrzutnie rakiet. Wprowadzmy uklad wspoétrzednych (z,z) w ten sposéb, ze 0§ OZ jest
pionowa i skierowana ku gorze, Uy = vp€; i v9 > 0, a wspolrzedne wyrzutni to (0,0).
Przyjmijmy, ze ruch dronu dany jest funkcjami

xq(t) = vot, zq4(t) = H, (1.1)
a ruch rakiety (nieznanymi) funkcjami (z(t), z(t)). Wektor o sktadowych
(vot — x(t), H — 2(t))

wskazuje chwilowy kierunek od rakiety ku dronowi. Unormowanie tego wektora i przemno-
zenie przez staly 2vg daje wektor chwilowej predkosci rakiety:

d(t) = (4,2) =

2U0
V (vot — 2(1))? + (H — 2(t))?

Mamy stad uklad réwnan roézniczkowych na funkcje (:c(t), z(t)) opisujace ruch rakiety:

(vot — x(t), H — 2(t)).

. Uot — X
xr = 2’1)() )
Voot —2)? + (H - 2)° o
. — - (1.2)
z = 2110 >
V (vt — )2 + (H — 2)?
ktore nalezy rozwiaza¢ z warunkiem poczatkowym
z(t=0)=0, 2(t=0)=0 (1.3)

jako, ze rakieta w chwili ¢ = 0 znajduje sie w punkcie (0, 0).

Uproszczenie rownan ruchu Uklad rownan (1.2) jest skomplikowanym ukladem nie-
liniowych réwnan rézniczkowych. W celu uproszczenia jego postaci wprowadZzmy nowe
zmienne

z = ot — x, zZ:=H—z. (1.4)

Ro6zniczkujac po czasie powyzsze réwnania otrzymujemy
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Powyzsze cztery rownania pozwalaja nam zapisa¢ uktad réwnan (1.2) w postaci

. T
T =g — 200 —F—,
Va2 4 22
_ (1.5)
z = —2u9

V72 + 32
Korzystajac z (1.4) mozemy wyrazi¢ warunki poczatkowe (1.3) w nowych zmiennych:
z(t=0)=0, zZ(t=0) = H. (1.6)

Uktad réwnan (1.5) ma prostsza posta¢ niz (1.2), jednakze konieczne jest jego dalsze
uproszczenie. W tym celu wprowadzimy wspotrzedne biegunowe (p, p):

T = pcosp, Z = psinp. (1.7)

Mamy stad natychmiast

/721 52 — T ino — z
p=VIT>+ Z2, cosgo-\/m, Sln(p—m. (1.8)

Rozniczkujac po czasie rownania (1.7) dostajemy
T = pcosp — pPsinp, Z = psiny + pg cos ¢
— te wzory oraz (1.8) podstawiamy do (1.5), co daje

P COoS p — ppsin = vy — 2vg CoS @,

) . . (1.9)
psin @ + pp cos p = —2vg sin .

Z powyzszych wzoréow wyliczymy teraz p i pp. W tym celu pomnozymy stronami
pierwsze z rownan (1.9) przez cos ¢, drugie z tych rownan przez sin ¢ i dodamy stronami.
Nastepnie pomnozymy stronami pierwsze z rownan (1.9) przez — sin ¢, drugie z tych row-
nan przez cos ¢ i znéw dodamy stronami. W rezultacie otrzymamy

p = Vg CoS Y — 2vg,

. | (1.10)
pP = —vpsin .

Korzystajac z (1.8) przepisujemy warunki poczatkowe (1.6) w zmiennych biegunowych

p(t=0)=H, p(t=0)= (1.11)

v
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Zaleznosé p(p) Teraz na podstawie rownan (1.10) znajdziemy zaleznosé wspotrzednej p
rakiety od jej wspolrzednej ¢. Z drugiego z rownan (1.10) odcezytujemy warto$é pochodnej
wspoélrzednej ¢ po czasie t: ‘
—vp sin @

P
Z (1.11) wynika, ze pochodna ta jest ujemna w chwili ¢ = 0, funkcja p(t) jest wiec malejaca
w otoczeniu ¢ = 0. Co wiecej, pochodna ¢ jest ujemna tak dlugo, jak ¢ €]0,7/2] i p # 0.
W konsekwencji, istnieje tg > 0 takie, ze funkcja

(1.12)

[0,20[3 t — (1)



jest odwracalna. Funkcje odwrotna do powyzszej oznaczymy symbolem ¢(p). Sktadajac
funkcje ¢ — t(¢) z funkcja t — p(t) otrzymujemy zaleznosé p(y), ktorej jawna postaé
zamierzamy znalezé:

Mamy stad

dp dp dt dp dy )
o = e g = e (Grue)) =5,

gdzie w pierwszym kroku uzyliémy wzoru na pochodna funkcji ztozonej, a drugim kroku za-
stosowali$émy wzor na pochodna funkcji odwrotnej. Podstawiajac do powyzszego rownania
pochodne p i ¢ (pierwsze réwnanie (1.10) i rownanie (1.12)) otrzymujemy
ldp 2
pdp  sing

Roéwnanie to mozna rozwiazaé catkujac po ¢ obie jego strony:

1
/ dpd / 'dcp —/ctg«pd«p. (1.13)
pdp sin ¢

W calce po lewej stronie powyzszego réwnania dokonujemy zamiany zmiennych p =
p(p) 1 otrzymujemy

Ldp dp

de = | — =In(p(yp)) +Inc = In(cp(p)), (1.14)
/ pdo p

gdzie dowolna stala catkowania zostala zapisana w postaci Inc, ¢ > 0. Pierwsza catke po

prawej stronie rownania (1.13) mozna policzy¢ przez podstawienie “tangensa potéwkowego”,

a druga calke tamze przez podstawienie w = sin ¢, co daje

dy .
[ 52 = mltgler2) [ cteode =1nfsingl
sin

(state catkowania pomijamy, gdyz uwzglednilismy juz taka stala w calce (1.14)). Podsta-
wiajac otrzymane calki do (1.13) i wykorzystujac wlasnosci logarytmu otrzymujemy

_’tg (¢/2) ’_‘ sin(y/2) ‘
sin 2 cos3(p/2)

Z warunkow poczatkowych (1.11) wynika, ze dla ¢ = 7/2 wspohrzedna p = H. Wstawiajac
te warto$ci do powyzszego réwnania uzyskujemy

1
¢= 77
zatem
t 2 i 2
() H‘M‘_HM‘ (1.15)
sin ¢ 2 cos?(p/2)

Przypomnijmy sobie teraz, ze funkcja ¢(t) spelnia ¢(0) = 7/2 1 jest malejaca tak dtugo,
jak ¢ €]0,7/2] i p # 0. Z (1.15) wynika, ze dla ¢ €]0, /2] zachodzi p # 0 oraz

pp=0)=0. (1.16)



Z drugiej strony p = 0 implikuje, ze £ = 0 = z (patrz (1.7)), to zas$ na mocy (1.4) oznacza,
ze wspoéltrzedne (z, z) rakiety sa rowne wspolrzednym dronu (patrz (1.1)). Zatem p = 0
odpowiada chwili uderzenia rakiety w dron.

Z powyzszych rozwazan plynie wniosek, ze podczas calego ruchu rakiety (tzn. od jej
wystrzelenia do uderzenia w dron) jej wspolrzedna ¢ maleje od wartosci 7/2 do nizszych,
nie dochodzac jednak do wartosci ujemnych. Dla tego zakresu wspoétrzednej ¢ wartosé
obu wyrazeni pod modutami w (1.15) jest nieujemna, co pozwala nam te moduty opuscic.
Zatem podczas ruchu rakiety

tg®(¢/2) _ H sin(p/2)

ple) = H sing 2 cos3(p/2) (1.17)

Zalezno$é ¢(t) Podstawiajac (1.17) do (1.12) otrzymujemy rownanie
L dp_ 4w
cost(p/2) dt H'

Odcatkowanie jego obydwu stron po czasie t daje

dp 4w, 20

gdzie 2C /3 jest staly calkowania. W celu policzenia catki po ¢ podstawiamy?

u = tg(p/2) (1.19)

uzyskujac w rezultacie

Ay u?) du = 2(u lu?’
/0084((p/2)_2/(1+ )du=2(u+ 3°).

Podstawiajac powyzszy wynik do (1.18) otrzymujemy

6v
3 0
3u=——t+C.
u” 4 ou T +
Warunek poczatkowy na ¢ (patrz (1.11)) i definicja (1.19) zmiennej u daja warunek u(t =

0) = 1. Wstawiajac go do powyzszego rownania wyliczamy stala catkowania:

4=20C,
zatem 6
u3+3u—|—%t—4:0. (1.20)

Aby uzyska¢ zaleznosé¢ u(t) nalezy rozwiazaé¢ wzgledem u powyzsze rownanie, bedace
rownaniem 3-go rzedu. Wiadomo, ze jesli rownanie 3-go rzedu ma postaé

ud 4+ 3pu+2¢ =0

gdzie
PP+ 2 >0, (1.21)

'To nie jest podstawienie “tangens potéwkowy”, poniewaz w calce mamy cos(¢/2), a nie cos .



to rownanie to ma doktadnie jedno (rzeczywiste) rozwiazanie dane wzorem

uzi’/—qu PP+a*+ {’/—q—\/p3+q2-

W przypadku rownania (1.20)

3vg
p ) q H

i w konsekwencji warunek (1.21) jest spetniony. Rozwiazaniem réwnania (1.20) jest zatem

u(t) = \3/2 — 3vot/H + /1 + (2 — 3vot/H)? + {’/2 — 3vot/H — /1 + (2 — 3uvot/H)2.
(1.22)
Korzystajac z powyzszego i z (1.19) mozna bez trudu wyznaczy¢ zaleznosé ¢(t) w
postaci jawnej, jednakze nie bedzie nam ona potrzebna.

Ruch rakiety w wyjSciowych wspoélrzednych (z,z) Korzystajac z zaleznosei funkeji
sinp 1 cosp od tg(yp/2) znanej chociazby z podstawienia “tangens potéwkowy” mozemy
wyrazi¢ te dwie pierwsze funkcje za pomoca zmiennej u (patrz (1.19)):

2u 1—u?

Sin@:m, COS(‘O:m.

Z drugiej strony, korzystajac z (1.17), pierwszego z powyzszych wzoréw oraz z (1.19) do-
stajemy
H
p(p) = Sull +u?)

Powyzsze wzory oraz definicje (1.7) i (1.4) pozwalaja opisaé¢ ruchu rakiety w wyjsciowych
wspolrzednych (z, 2):

z(t) = vot — gu(t) (1—u?()),
z(t) = H(1 —4*(t)),

gdzie zaleznos¢ u(t) dana jest wzorem (1.22).

Czas ruchu rakiety Wiemy juz, ze moment uderzenia rakiety w dron opisany jest
warunkiem p = 0. Wspoélrzedna p rakiety zeruje si¢ wtedy, gdy zeruje si¢ jej wspolrzedna
¢ — patrz (1.16). Z drugiej strony na mocy (1.19) zmienna u zeruje si¢ dla ¢ = 0.
Podstawiajac v = 0 do (1.20) otrzymujemy chwile ¢, w ktorej rakieta uderza w dron:

_2H

t=—.
3’1)0

Poniewaz rakieta rozpoczyna ruch w ¢t = 0, wiec powyzsza wartos¢ jest jednoczes$nie szu-
kanym czasem uplywajacym od wystrzelenia rakiety do uderzenia rakiety w dron.



Dygresja Jak juz wiemy, warto$¢ zmiennej u w chwili ¢t = 0 wynosi 1. Podstawiajac te
wartosci do (1.22) otrzymujemy

1:{’/2+x/5+ §/2—¢5:§’/\/5+2—§/\/5—2.

Nie jest to moze zbyt praktyczny sposéb przedstawienia liczby 1, ale mozna go sobie
zapamietaé jako ciekawostke zawodowsy @.
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