Mechanika i szczegélna teoria wzgledno$ci 2019/2020

Przyktlad 1.

Zadania na ¢wiczenia — seria 3 (z rozwiazaniami).

23 marca 2020 r.

Zadania przyktadowe

Rozwazmy uklad 2n bloczkéw i n ciezarkow przedstawiony na rys. 1. Bloczki rozmieszczone sa rownomiernie
na okregu. Te z nich, ktore przymocowane sa do sufitu, nie wykonuja ruchu postepowego, moga jednak
obracac sie wokét wlasnej osi; te za$, ktore zawieszone sa na nici, moga dodatkowo poruszaé sie w kierunku
pionowym. Nié¢ przerzucona przez bloczki tworzy petle — jej konce sa trwale potaczone. Ciezarki maja masy
mi, ma, ..., My, i zawieszone sa na niciach, ktérych drugie konice przymocowane sa do osi bloczkéw. Wszystkie
bloczki sg identyczne, niewazkie i obracaja sie wokoét wlasnej osi bez tarcia, a osie ich obrotéw usytuowane
sa poziomo; wszystkie nici sa nierozciagliwe i niewazkie. Znalezé¢ przyspieszenie kazdego z ciezarkéw.

Rozwiazanie.

X/

my  my,

Rys. 2. Najprostsza
maszyna Atwooda.

Rys. 1. Uklad mechaniczny z przykiadu 1.

Uklady mechaniczne takie, jak ten z treéci zadania, ztozone z polaczonych ni¢mi
bloczkow i ciezarkéw, zwyklo sie nazywaé maszynami Atwooda lub spadkowni-
cami Atwooda na cze$é George’a Atwooda (1745 — 1807), angielskiego matema-
tyka, ktory w 1784 roku skonstruowal pierwsze tego typu urzadzenie, zlozone
z jednego bloczka i dwoch ciezarkéw, i za jego pomoca badal podstawowe prawa
rzadzace ruchem. Zanim przeanalizujemy uktad z tresci zadania, przyjrzymy sie
najpierw prostszym maszynom Atwooda, by nabra¢ pewnego wyczucia.

Zauwazmy na samym poczatku, ze dzieki zakladanej przez nas niewazkosci
bloczkow i nici — oznaczajacej, ze elementy te maja masy zaniedbywalnie mate
w poréwnaniu z masami ciezarkéw — nie musimy pisa¢ rownan opisujacych ruch
tych elementow, mozemy skupié¢ sie wylacznie na ruchu ciezarkow.

Prosta maszyna Atwooda. Najprostsza maszyna Atwooda zbudowana jest
z dwéch cigzarkéw (oznaczmy ich masy przez my i msg) potaczonych nicia prze-
rzucong przez bloczek (rys. 2.). Zal6zmy, ze oba ciezarki poruszaja sie wylacznie
w kierunku pionowym, zagadnienie staje si¢ wowczas jednowymiarowe. Przyj-
mijmy jako dodatni zwrot ,do goéry”, tak, jak zaznaczono na rysunku. Z nie-
rozciagliwosci nici (oznaczajacej po prostu, ze dlugo$é nici nie ulega zmianie)



wynika, ze drogi przebyte przez kazdy z ciezarkéw w ustalonym przedziale czasu musza by¢ takie same — jesli
jeden z ciezarkéw przemiesci sie np. o 3cm w doél, drugi musi w tym samym czasie przemiescic¢ sie o 3cm do
géry. Identyczne muszg by¢ zatem takze wartosci predkosci i przyspieszen ciezarkéw, ich zwroty sa natomiast
przeciwne (gdy jeden z ciezarkéw porusza sie do géry, drugi porusza sie w dét). Tak wiec, jesli oznaczymy
przez a; przyspieszenie ciezarka o masie my, zas przez as — przyspieszenie ciezarka o masie mgy, mozemy
napisaé

ap = —as. (P].l)

Na kazdy z ciezarkow dzialaja dwie sily: skierowany w doét ciezar, rowny Q1 = mqg dla pierwszego ciezarka
i Q2 = mog dla drugiego, oraz skierowany do géry naciag nici laczacej ciezarki, N, ktérego wartoéci nie
znamy. Wynikajace z II zasady dynamiki réwnania ruchu F = ma przyjmuja zatem postac:

dla pierwszego ciezarka: N —mig = myaq,

dla drugiego cigzarka: N — maog = moas. (P1.2)

Roéwnania te wraz z (P1.1) tworza uklad trzech réwnan na trzy niewiadome: aq, ag i N. Pozostaje nam zatem
rozwigzaé ten uktad. Proste przeksztalcenia algebraiczne prowadza do ostatecznego wyniku:

mo — My
ag = —
mi + mo
mi1 — Mao
ag = —¢, P1.3
: m1+ng ( )
2
N — mlmgg
mi + mo

Warto jeszcze na koniec zastanowié sie, czy otrzymane wyniki sa zgodne z intuicja. Gdy mi = me, na mocy
(P1.3) maszyna pozostaje w spoczynku: a; = as = 0. W sytuacji, gdy m; > mq, otrzymujemy a; < 0
i ag > 0, ciezarek pierwszy porusza sie wiec w d6l (jego przyspieszenie jest skierowane przeciwnie niz o$
pionowa, dla ktérej wybrali$my zwrot ,do géry”), drugi za$ — do géry. Jesli m; > mso (czyli masa ciezarka
drugiego jest zaniedbywalnie mala w poréwnaniu z masg cigzarka pierwszego), dostajemy a; = —g, ciezarek
pierwszy w przyblizeniu spada wiec swobodnie. Tego wlaénie nalezalo sie spodziewac.

Podwdjna maszyna Atwooda. Po dokladnym przeanalizowaniu najprostszej ma-

szyny Atwooda skomplikujemy teraz nieco sytuacje i zastapimy jeden z cigzar-

kéw drugim bloczkiem z zawieszonymi na nim cigzarkami (rys. 3.). Oznaczmy
X przyspieszenie cigzarka o masie m;, gdzie ¢ = 1, 2, 3 jest numerem ci¢zarka,
przez a;. Niech (nieznany nam jeszcze) naciag nici przerzuconej przez dolny
bloczek bedzie rowny N, wéwczas naciag nici przerzuconej przez goérny bloczek
wynosi 2N — wynika to z koniecznosci rownowazenia sie sil dzialajacych na
dolny bloczek. Rownania Newtona przybieraja wigc postaé:

m, dla pierwszego ciezarka: 2N —mig = miaq,

dla drugiego cigzarka: N — mog = moas, (P1.4)

dla trzeciego ciezarka: N — msg = mgzas.

Korzystajac z nierozciagliwosci nici mozemy jeszcze zapisa¢ rownanie wiazace
ze soba przyspieszenia ciezarkéw, bedace odpowiednikiem réwnania (P1.1). Ma

Rys. 3. Podwdjna ono postaé

as +a
maszyna Atwooda. 4 = 2173

2

Wzér ten wynika z faktu, ze w ustalonym przedziale czasu ,usrednione poto-
zenie” ciezarkéw drugiego i trzeciego (czyli Srednia arytmetyczna ich polozen)

(P1.5)



zmienia si¢ o tyle, co potozenie dolnego bloczka; dolny bloczek z kolei pokonuje droge taka sama, jak pierw-
szy ciezarek. Otrzymujemy zatem ostatecznie uklad czterech réwnan, zlozony z trzech réwnan ruchu (P1.4)
i réwnania (P1.5), na cztery niewiadome: a1, as, az i N. Rozwiazanie tego ukladu to

a . dmoms — my (mg + mg)
! 4m2m3 —+ m1 (mg —+ m3)97

4 -3
gy = —amamstm(ms—3mg) (P1.6)
4m2m3 —+ mi (mg + mg)

dmoms + my (m3 — 3m2)

as = —
4m2m3 + mi (mg + m3)
(pomineli$my tu wzér na N, poniewaz nie interesuja nas naciagi nici). Zwréémy uwage, ze gdy mg = mg =

%ml, wszystkie przyspieszenia znikaja i maszyna pozostaje w spoczynku, jak nalezalo oczekiwac.

Maszyna Atwooda na okregu. JesteSmy juz gotowi, by zmierzyé sie z maszyna Atwooda z tresci zadania.
Niech indeks 7 = 1, 2, ..., n numeruje ciezarki. Oznaczmy przez a; przyspieszenie ciezarka o masie m;.
Niech naciag nici przerzuconej przez bloczki bedzie réwny IV; naciagi nici, na ktérych zawieszone sg ciezarki,
wynosza wowczas 2N — wynika to z rownowazenia sie sit dzialajacych na bloczki, do ktérych przymocowane
sa ciezarki. Na kazdy z ciezarkow dzialaja zatem dwie sily: ciezar QQ; = m;g, skierowany do dotu, oraz sila
naciggu nici, réwna 2N i skierowana do géry. Réwnanie Newtona dla i-tego ciezarka ma zatem postaé

2N —m;g = m;a; (PL1.7)

(przyjelidmy tu, jak zwykle, zwrot ,do géry” jako dodatni). Nierozciagliwo$é nici pozwala, jak zawsze, powia-
zaC ze soba przyspieszenia ciezarkow: skoro dtugosé nici przerzuconej przez bloczki nie ulega zmianie, suma
przemieszczen (wzigtych z odpowiednim znakiem) wszystkich ciezarkéw musi sie réwnaé zeru; zeru musi sie
zatem takze rownaé suma ich przyspieszen:

a1 +as+...+a, =0. (P18)

n réwnan Newtona (P1.7) i zwiazek (P1.8) tworza uktad n+ 1 réwnan na n+ 1 niewiadomych ay, as, ..., a,
i N. Jedyne, co pozostalo nam do zrobienia, to znalezienie rozwigzania tego uktadu.

Cel ten najproéciej jest osiagna¢ w nastepujacy sposéb. Najpierw podzielmy obie strony kazdego z rownan
(P1.7) przez m;, a nastepnie dodajmy do siebie wszystkie te réwnania stronami. Wykorzystujac zaleznos$é
(P1.8) do uproszczenia prawej strony otrzymanego w ten sposéb réwnania, mozemy przedstawié je w postaci

1 1 1
2N(—|——|—...—|—>—ng:0. (P1.9)
mq mo my
Wprowadzmy teraz pomocnicza wielkos¢ M, nazywana masg zredukowang ukladu mas my, ma, ..., my
i zdefiniowana wzorem
1 1 1 1
— = — 4+ — 4.+ —. P1.10
M mq + mo + + mn ( )

Roéwnanie (P1.9) przyjmuje dzigki temu postaé

2N M
o 9= 0, skad N=" 5 J. (P1.11)

Wstawiajac te warto$¢ N do (P1.7), otrzymujemy ostatecznie szukany wzor na przyspieszenie i-tego ciezarka:

ai =g <M” - 1) . (P1.12)




Warto zauwazyé, ze gdy my = mo = ... = m,, wszystkie przyspieszenia znikaja i maszyna pozostaje
w spoczynku.

Przyktad 2.
Na czastke o tadunku ¢ poruszajaca si¢ z predkoécia v w polu magnetycznym o indukcji B dziata sita

F =¢qv x B.

Rozwazmy czastke o masie m i tadunku ¢ poruszajaca sie w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji
B = Bé., B = const. Polozenie poczatkowe czastki jest réwne rg, zas jej predkosé poczatkowa to vg. Znalezé
ruch czastki.

Rozwigzanie.

W celu wyznaczenia ruchu czastki zapiszemy i rozwiazemy opisujace jej dynamike réwnanie Newtona. Zgodnie
z tredcia zadania, calkowita sita dzialajaca na czastke to F = gv x B, rownanie Newtona F = ma przyjmuje
zatem postac

ma = gv X B. (P2.1)

Pojawiajace si¢ po lewej stronie tego réwnania przyspieszenie czastki a mozemy teraz, na mocy jego definicji,
zapisa¢ jako pochodna czasowa predkosci czastki v lub druga pochodna czasowa wektora wodzacego czastki
r. Prawa strona réwnania (P2.1) zalezy wylacznie od predkosci czastki (a nie zalezy od jej polozenia),
zdecydowanie lepiej jest wiec wybraé te pierwsza mozliwosé: podstawiajac a = v, sprowadzimy (P2.1) do
wektorowego réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu na v:

mv = qv X B. (P2.2)

Najprostszym sposobem rozwigzania tego réwnania jest rozpisanie go na sktadowe w kartezjanskim uktadzie
wspOlrzednych. Mamy

v = (vg, Uy, Us) oraz B = (0,0, B), (P2.3)
zatem
6 &, &
vxB=|v, vy, v, |=(v,B,—v,B,0). (P2.4)
0 0 B

Réwnanie wektorowe (P2.2) jest wiec rownowazne ukladowi trzech réwnan skalarnych

mu, = qBuy,

miy = —qBug, (P2.5)
mv, = 0.
Trzecie z nich ma szczegdlnie prosta postac:
mv, = 0.

Dzielac je stronami przez m i catkujac, otrzymujemy
v,(t) = C = const. (P2.6)

Trzecia skladowa predkosci czastki jest zatem stala w trakcie ruchu — ruch czastki w kierunku osi Oz jest
ruchem jednostajnym. Warto$¢ stalej catkowania C tatwo jest wyznaczy¢ z warunkow poczatkowych: w chwili
poczatkowej (przyjmijmy, ze odpowiada jej czas t = 0) predkosé czastki v(0) = vo = (voz, Voy, Voz), Zatem
jej trzecia sktadowa wynosita v,(0) = vg,. Podstawiajac w (P2.6) ¢t = 0 dostajemy C = vy, i ostatecznie

v, (t) = vo, = const. (P2.7)



Wrécimy teraz do réwnan na sktadowe v, i vy, czyli pierwszych dwéch sposréd réwnan (P2.5):

mi, = qBuy,
mv, = —qBu,. (P2.8)
Zaczniemy od ich uproszczenia. Po obustronnym podzieleniu przez m i wprowadzeniu parametru
B
w=12 (P2.9)
m

okreslanego mianem czestosci cyklotronowej, réwnania (P2.8) przyjmuja postaé

Uy = Wy,

Uy = —Wy. (P2.10)
Roéwnania te sg sprzezone — oba zawierajg zaréwno v,, jak i v,. Uktad takich réwnan mozna rozwigzac na
kilka réznych sposobow; przedstawimy tu jeden z nich, by¢ moze najbardziej intuicyjny.

Rézniczkujac pierwsze z réwnan (P2.10) po czasie, otrzymujemy
iy = wiy. (P2.11)

W miejsce ©, po prawej stronie (P2.11) wstawimy teraz prawa strone drugiego z réwnan (P2.10), otrzymujac
rownanie rézniczkowe drugiego rzedu zawierajace tylko sktadows v, :

Uy = —w?vy. (P2.12)

Nie bedziemy tu rozwigzywac tego réwnania, rownanie tej postaci, nazywane rownaniem oscylatora harmo-
nicznego, odgrywa bowiem ogromna role w mechanice (i w calej fizyce) i sposoby jego rozwiazywania zostana
szczegbdlowo oméwione w dalszej czesci wykladu. Tu ograniczymy sie jedynie do podania rozwiazania row-
nania (P2.12). Ma ono postaé

v, (t) = Ay coswt + Ag sinwt; (P2.13)
Aj i Ag to stale catkowania. Majac juz pierwszg sktadows predkosci czastki, zajmiemy sie teraz wyznaczeniem

drugiej. Z pierwszego z réwnan (P2.10) otrzymujemy v, = %Om, zatem

1d
vy(t) = % (A1 coswt + Agsinwt) = —Aj sinwt + As coswt. (P2.14)

Na mocy warunkéw poczatkowych

v (0) = vog, czyli Ay = vog,
vy (0) = woy, czyli Ay = vy, (P2.15)
tak wiec ostatecznie
Uz (t) = voz COS wt + voy sinwt,
Uy (t) = —vog sinwt + voy cos wt. (P2.16)

Gdy mamy juz sktadowe predkosci (P2.16) i (P2.7), pozostaje nam tylko je scatkowaé, by otrzymaé sktadowe
wektora wodzacego:

x(t) = /Uz(t) dt = 22 inwt — 2% coswt + O,
w w

y(t) = /vy(t) dt = 22 coswt + 2% sinwt + Cs, (P2.17)
w w

z(t) = /vz(t) dt = vo,t + Cs.



7 warunkéw poczatkowych

x(0) = xo, czyli Cy =x0+ v&’
w
: Voz
y(0)=wo, cayli  Ca=yo— =, (P2.18)

z(0) = zo, czyli Cs = 2o,

zatem v v
2(t) = zo + ~Z sinwt + —2 (1 — coswt)
w w

y(t) =yo + 20z (coswt — 1) + 20 ginwt, (P2.19)
w w

Z(t) = Zzp + vot.

Podstawiajac (P2.9), otrzymujemy ostatecznie zaleznoSci opisujace ruch czastki:

s . gB B
w(t):xo—i—n?;g sm%t—i—% (1—cosqmt>,

x B . qB
y(t) = yo + Tr;g (cos %t - 1) + % sin %t, (P2.20)

2(t) = zo + vost.

Przyktad 3.

W kopalni polozonej na szerokoéci geograficznej ¢ wykopano szyb o glebokosci H. Z powierzchni Ziemi
rzucono do niego niewielki kamien, nie nadajac mu predkosci poczatkowej. Uwzgledniajac efekty wynikajace
z ruchu obrotowego Ziemi, znalezé¢ odchylenie toru kamienia od pionu w chwili, gdy spadnie on na dno szybu,
z dokladno$cig do wyrazéw pierwszego rzedu w predkosci katowej ruchu obrotowego Ziemi.

Rozwigzanie.

Na samym poczatku zdefiniujmy uklad odniesienia, ktérym bedziemy si¢ postugiwaé. Przyjmijmy, ze uktad
ten obraca sie wraz z Ziemia, jego poczatek pokrywa sie ze srodkiem Ziemi, zas 0§ Oz — z osia obrotu Ziemi.
Niech © = (0, 0, Q) bedzie predkoscia katowa ruchu obrotowego Ziemi. Oznaczmy przez r wektor wodzacy
kamienia. Dla wygody, zamiast szerokosci geograficznej ¢, mierzonej od rownika, w dalszych rozwazaniach
postugiwaé sie bedziemy jej dopelnieniem 6, czyli katem mierzonym od bieguna, zwiazanym z szeroko$cia
geograficzng zaleznoscia

f = g — 4. (P3.1)

Jest to oczywidcie kat, ktory wykorzystuje sie zwykle jako jedna ze wspdlrzednych sferycznych.

Uktad odniesienia zwigzany z obracajaca sie Ziemia jest ukladem nieinercjalnym — korzystajac z II zasady
dynamiki musimy wiec pamieta¢ o uwzglednieniu, oprocz rzeczywistej sity F dzialajacej na kamien, takze sit
pozornych: sity odsrodkowej Fogérodkowa 1 ity Coriolisa Fcoriolisa- ROWnanie ruchu przyjmuje zatem postac

ma=F + Fodérodkowa + FCoriolisa; (P32)

m oznacza tu mase kamienia, zas a — jego przyspieszenie. Caltkowita rzeczywista sita dzialajaca na kamien
to w naszym przypadku sita grawitacji

F = mg. (P3.3)

Sita odérodkowa dana jest wzorem

Fodérodkowa =m (Q X I‘) x €. (P34)



Jak wiemy z wykladu, efekty wynikajace z istnienia sily od$rodkowej mozemy najlatwiej uwzglednié, zaste-
pujac we wzorze na ciezar kamienia (P3.3) przyspieszenie ziemskie g przez przyspieszenie efektywne gen:

mg + Fodsrodkowa = MGeff- (P35)

Wyrazenie na geg znalez¢é mozna w notatkach z wykltadu — w naszych rozwazaniach nie bedzie ono odgrywato
zadnej roli.

Sita Coriolisa, kluczowa w rozwazanym zagadnieniu — to ona powoduje odchylenie od pionu toru swobodnie
spadajacego kamienia, dana jest wzorem

FCoriolisa =2mv x Q. (P36)

Uwzgledniajac réwnosci (P3.3) — (P3.6), réwnanie ruchu (P3.2) mozemy przedstawi¢ w postaci

ma = mgeg + 2mv x Q. (P3.7)

Prawa strona otrzymanego réwnania zalezy wylacznie od predkosci kamienia, nie zalezy za$ od jego polozenia.
Mogliby$my zatem, tak, jak w przykladzie 2., podstawié¢ a = v i przedstawié¢ (P3.7) jako wektorowe réwnanie
rozniczkowe pierwszego rzedu na v, a nastepnie sprobowac je rozwiaza¢. Postapimy tu jednak inaczej. Dzielac
réwnanie (P3.7) stronami przez m oraz wstawiajac a =t i v = F, otrzymujemy

i = go + 20 x Q. (P3.8)

Zajmiemy sie teraz szukaniem rozwiazan tego réwnania.

Na poczatku skorzystamy z faktu, ze w réwnaniu (P3.8) nie pojawia sie polozenie kamienia r, a tylko jego
pochodne. Oznacza to, ze postaé tego rownania nie zmieni sie, gdy przesuniemy poczatek ukladu wspol-
rzednych — transformacja taka odpowiada bowiem dodaniu do r stalego wektora. Wykorzystamy ten fakt
do wprowadzenia nowego, wygodniejszego ukladu wspolrzednych. Jego poczatek bedzie pokrywal sie z tym
punktem na dnie szybu, nad ktérym upuszczono kamieni (gdyby wiec Ziemia nie wykonywalta ruchu obroto-
wego 1 nie istnialyby sily pozorne, kamiefi spadlby na dno wlasnie w tym punkcie). O$ Oz nowego ukladu
skierowana bedzie pionowo ,do géry” z punktu widzenia osoby stojacej na Ziemi; o§ Oy — poziomo na pot-
noc, zas o Ox — poziomo na wschéd. W tak zdefiniowanym uktadzie wspdélrzednych poczatkowe polozenie
kamienia opisuje wektor rg = (0,0, H).

Rozpiszemy teraz réwnanie (P3.8) na skladowe w nowym ukladzie odniesienia. Mamy

r= (&, 9, 2) oraz Q = (0, Qsind, Qcosh), (P3.9)
wiec
S e
rxQ=| & Y z = (§Qcosh — 2Qsinfh, —iQcos b, £Qsinb). (P3.10)

0 Qsinf cosd
Réwnanie wektorowe (P3.8) jest zatem réwnowazne ukladowi trzech réwnan skalarnych
Z=2Q(ycosh — zsinb),

i = —2Qg cos b, (P3.11)
5 = —geg + 200 sin 6.

Znajdziemy teraz przyblizone rozwiazania tego ukladu, opierajac sie na fakcie, ze warto$¢ predkosci katowej
ruchu obrotowego Ziemi € jest wielkoscia bardzo mata. W pierwszym kroku zaniedbamy catkowicie wplyw



ruchu obrotowego Ziemi, przyjmujac Q =~ 0. Po zastosowaniu tego podstawienia uklad (P3.11) redukuje sie
do

i=0,
ij=0, (P3.12)
Z= —Jeff-

Calkujac dwukrotnie powyzsze réwnania i wykorzystujac warunki poczatkowe: ro = (0,0, H), vo = (0,0,0),
znajdujemy ruch kamienia w tym przyblizeniu:

x(t) =0,
y(t) =0, (P3.13)
A= H— %geﬁt2.

Sa to po prostu réwnania swobodnego spadku, nie ma tu zadnego odchylenia toru kamienia od pionu. Nalezato
sie tego spodziewaé, wszak zaniedbaliSmy zupelnie wplyw ruchu obrotowego Ziemi, czyli fakt istnienia sity
Coriolisa. Przyblizenie to okreslane jest mianem przyblizenia zerowego rzedu, poniewaz predkos¢ katowa
Ziemi pojawia sie w (P3.13) wylacznie w zerowej potedze (czyli w ogdle sie nie pojawia).

P6jdzmy teraz o krok dalej i sprobujmy otrzymaé lepsze przyblizenie. Skoro czlony z 2 w réwnaniach
(P3.11) sa male, nie popelnimy wielkiego bledu, jesli obliczymy je, postugujac sie przyblizeniem (P3.13).
Podstawiajac (P3.13) po prawej stronie réwnan (P3.11), otrzymujemy

T = 2Q¢gegt sin 0,
=0, (P3.14)

Z= —Jeff -

Catkujac te rownania dwukrotnie i korzystajac z warunkéw poczatkowych, dostajemy

1
x(t) = gQgcﬁ‘tB sin 6,

y(t) =0, (P3.15)
1
Z(t) =H — §gefft2.
W przyblizeniu tym, okreslanym mianem przyblizenia pierwszego rzedu (2 pojawia sie w nim bowiem w po-
tedze nie wigkszej niz pierwsza), widaé juz efekt istnienia sity Coriolisa: kamien nie spada pionowo w ddl,
tor jego spadku odchyla si¢ nieznacznie w dodatnim kierunku osi Oz, czyli na wschdd.

W celu otrzymania przyblizenia rzedu drugiego powinnismy teraz podstawié¢ (P3.15) po prawej stronie réwnan
(P3.11), a nastepnie dwukrotnie scalkowaé otrzymane w ten sposéb zaleznosci. Mogliby$my kontynuowaé te
procedure dowolnie dlugo i dostawaé coraz lepsze przyblizenia, tres¢ zadania pozwala nam jednak poprzestac
na przyblizeniu pierwszego rzedu.

Znajdziemy teraz odchylenie kamienia w chwili, gdy osiagnie on dno szybu. Musimy najpierw ustali¢, po
uplywie jakiego czasu kamien znajdzie sie na dnie. Oznaczmy ten czas przez T. Warunek z(7T') = 0 daje

1 2H
H— —gegT? =0, czyli T =

. P3.16
2 Jeft ( )

Dochodzimy zatem do ostatecznego wniosku, ze — z doktadnoscig do wyrazéw pierwszego rzedu w predkosci
katowej ruchu obrotowego Ziemi — tor spadajacego kamienia odchyli si¢ od pionu na wschéd, a w chwili



upadku kamienia na dno szybu odchylenie to bedzie rowne

H>3 sin (g - ¢) . (P3.17)

Geft

d=z(T) = %Qgcﬂ‘ (2

Wyraziliémy tu ponownie kat 6 przez podana w tresci zadania szeroko$¢ geograficzna ¢.

Interesujace jest to, jak wielki jest ten efekt. Przyjmijmy, ze kopalnia znajduje si¢ na réwniku (¢ = 0), a szyb
ma glebokos¢ H = 100 m. Podstawiajac przyblizone wartodci geg ~ 105, Q ~ 7,3 x 10_557 otrzymujemy

d=~2,2cm.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.

Rozwazmy uklad zlozony z trzech bloczkéw i trzech cigzarkéw przedstawiony
na rys. 4. Bloczki rozmieszczone sa réwnomiernie na prostej. Te z nich, kto-
re przymocowane sg do sufitu, nie wykonuja ruchu postepowego, moga jednak
obracaé sie wokél wlasnej osi; bloczek, ktéry zawieszony jest na nici, moze do-
datkowo porusza¢ si¢ w kierunku pionowym. Ciezarki maja identyczne masy.
Srodkowy ciezarek zawieszony jest na nici, ktérej drugi koniec przymocowa-
ny jest do osi srodkowego bloczka. Wszystkie bloczki sa identyczne, niewazkie
i obracaja si¢ woko6l wlasnej osi bez tarcia, a osie ich obrotéw usytuowane sa
poziomo; wszystkie nici sa nierozciagliwe i niewazkie. Znalezé przyspieszenie
kazdego z ciezarkéw.

Rozwiazanie.

Przyjmijmy, jak w przyktadzie 1., zwrot ,do géry” jako dodatni. Niech m bedzie
masa kazdego z cigzarkow, zas N — naciggiem nici przerzuconej przez bloczki.
Naciag nici, na ktérej zawieszony jest wewnetrzny ciezarek, jest réwny 2N, tak,
by sily dzialajace na wewnetrzny bloczek si¢ réwnowazyly.

Rys. 4. Uklad mechaniczny
z zadania 1.

Na kazdy z zewnetrznych cigzarkéw dziataja dwie sily: skierowany do dotu ciezar @@ = mg oraz skierowany
do gory naciag nici N. Catkowita sila dzialajaca na kazdy z tych ciezarkéw jest taka sama, zatem — na mocy
IT zasady dynamiki — musza one porusza¢ sie z takim samym przyspieszeniem; oznaczmy to przyspieszenie
przez ai. Ruch obu ciezarkow zewnetrznych jest wiec opisany takim samym réwnaniem, wystarczy zatem,
ze zapiszemy tylko jedno réwnanie Newtona dla obu tych ciezarkow. Wewnetrzny ciezarek réwniez poddany
jest dziataniu dwdch sit: skierowanego do dotu ciezaru ) = mg oraz skierowanego do gory naciagu nici, ktéry
tym razem réwny jest 2IN. Niech jego przyspieszeniem bedzie as. Zgodnie z Il zasada dynamiki rownania
ruchu maja zatem postac:

dla zewnetrznych ciezarkow: N —mg = may,

dla wewnetrznego ciezarka: 2N — mg = mas. (Z1.1)

Nierozciagliwo$¢ nici prowadzi do zwiazku miedzy przyspieszeniami:
2a0 + a1 + a1 =0, czyli as = —aj. (71.2)
Czynnik 2 stojacy przy przyspieszeniu as wynika z tego, ze gdy wewnetrzny bloczek wraz z przymocowanym

do niego ciezarkiem przemiesci si¢ na przykitad o d do gory, wowczas w Srodkowej czesci uktadu ,zniknie”
fragment nici o dlugosci 2d (zwisajacy pionowo fragment nici po lewej stronie wewnetrznego bloczka skréci



sie o d, podobnie zwisajacy pionowo fragment nici po jego prawej stronie); oznacza to, ze w zewnetrznych
czesciach uktadu musza ,,pojawic sie” fragmenty nici o tacznej dtugosci 2d — ciezarki zewnetrzne przemieszcza
sie w dol, a suma ich przemieszczen bedzie réwna 2d.

Réwnania (Z1.1) i (Z1.2) tworza uklad trzech réwnan na trzy niewiadome: a1, as i N. Rozwiazujac go,
otrzymujemy szukane przyspieszenia:

a 1g
1 = -5 Y

13 (Z1.3)
a2 = gg

Zadanie 2.
Na czastke o tadunku g poruszajaca sie z predkoscia v w polu elektrycznym o natezeniu E oraz polu ma-
gnetycznym o indukcji B dziata sita

F=¢(E+v xB).

Rozwazmy czastke o masie m i ladunku g poruszajaca sie w jednorodnym polu elektrycznym o natezeniu
E = Fé,, E = const, i jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B = Bé,, B = const. Polozenie
poczatkowe czastki ro = (0, 0, 0), za$ jej predkos$é poczatkowa vy = (0, voy, 0). Znalezé ruch czastki.

Wskazowka. Rownania Newtona, podobnie jak w przykladzie 2., mozna tu zapisa¢ w postaci ukltadu row-
nan rézniczkowych na sktadowe predkoéci czastki. Réwnania dla sktadowych v, i v, najlatwiej rozwigzac,
wprowadzajac nowe zmienne u, i u,, zdefiniowane réwnoéciami

E
Vp = Uy, Uy:uyfﬁ,

i postepujac dalej tak samo, jak w przykladzie 2.

Rozwiazanie.
Calkowita sila dzialajaca na czastke to, zgodnie z trescia zadania, F = ¢ (E + v x B), réwnanie ruchu
F = ma ma wigc postaé

ma=q(E+vxB). (Z2.1)

Podstawiajac a = v, sprowadzimy (Z2.1) do wektorowego réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu na v:
mv =gq(E+v xB). (22.2)
Roéwnanie to jest réwnowazne ukladowi trzech réwnan skalarnych

mi, = qF + qBuy,

miy = —qBuy, (Z2.3)
mv, = 0.
Trzecie z nich,
mv, = 0,

daje si¢ rozwiaza¢ przez bezposrednie caltkowanie. W wyniku otrzymujemy
v, (t) = C = const. (72.4)

Trzecia skladowa predkosci czastki pozostaje wiec stala w trakcie ruchu. Z warunkéw poczatkowych v, (0) =
0, zatem C = 0 i ostatecznie

v.(t) = 0. (72.5)

Czastka nie wykonuje zatem ruchu w kierunku osi Oz.
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Zajmiemy sie teraz réwnaniami na skladowe v, i vy, czyli pierwszymi dwoma sposréd réwnan (Z2.3):
mi, = qF + qBuy,
mv, = —qBu,. (72.6)

Zgodnie ze wskazdwka do zadania, dokonamy w nich zamiany zmiennych: wprowadzimy nowe zmienne u, i u,,
powigzane ze starymi zmiennymi v, i v, zalezno$ciami

E
Uy = Usg, vy = Uy~ g (Z2.7)
Podstawiajac (Z2.7) do (Z2.6), otrzymujemy
mil, = qBuy,
mi, = —qBu,. (Z2.8)

Roéwnania te maja postaé identyczng jak réwnania, ktore otrzymaliSmy w przykladzie 2., mozemy zatem
rozwigzaé je w ten sam sposéb. Powtarzajac rozumowanie z przyktadu 2., otrzymujemy

Uy (t) = A coswt + As sinwt,
uy(t) = —A; sinwt + As coswt, (72.9)

gdzie czestosé cyklotronowa

B
w= %, (22.10)

za§ Ay 1 Ay sa stalymi catkowania. Korzystajac z relacji (22.7), wracamy do oryginalnych zmiennych v, i vy

vy (t) = Ay coswt + Ay sinwt,

E
vy(t) = —Az sinwt + Ag coswt — B (Z2.11)
Na mocy warunkéw poczatkowych

v,(0) =0, czyli A =0,

E
vy (0) = voy, czyli Ay = B + oy, (72.12)

tak wiec ostatecznie

v (t) = <B + v0y> sin wt,

E E
vy(t) = <B + voy> coswt — B (Z2.13)

Pozostaje nam juz tylko scatkowaé skladowe predkosci (Z2.13) i (Z2.5), by otrzymaé sktadowe wektora
wodzacego:

| (E
o) = [uyae=-1 (5 +w,) cosst +C1
1 /F . E
y(t) = /vy(t) dt = " <B + v0y> sinwt — Et + (s, (Z2.14)
z@:/%@&:@.
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7 warunkéw poczatkowych

1 /F
z(0) =0, czyli C, = - ( + on> ,

B
y(0) =0, czyli O =0, (Z2.15)
z(0) =0, czyli C3 =0,
zatem
1 /F
z(t) = -5 + voy | (1 — coswt),
1 (FE . E
y(t) = = (B + v0y> sinwt — Et’ (72.16)
z(t) = 0.

Wstawiajac (Z2.10), otrzymujemy ostatecznie zaleznosci opisujace ruch czastki:

m (E B
x(t) = .5 <B + voy) <1 — cos (jnt> ,

m (FE . ¢B E
y(t) = pz] (B + v0y> sin Ht — Et’ (Z2.17)
z(t) =0

Zadanie 3.

Pitka zostala rzucona z predkoscia poczatkowa v( z powierzchni Ziemi na szerokosci geograficznej ¢. Uwzgled-
niajac efekty wynikajace z ruchu obrotowego Ziemi, znalezé ruch pitki r = r (¢) z dokladnoscia do wyrazéw
pierwszego rzedu w predkosci katowe]j ruchu obrotowego Ziemi. Pominaé opory powietrza i przyjaé, ze przy-
spieszenie Ziemskie g jest stale.

Rozwiazanie.
Rozwiazanie tego problemu przebiega niemal identycznie jak w przykladzie 3. — jedyna réznica sa inne
warunki poczatkowe.
Niech, jak w przykladzie 3., € bedzie predkoscig katowa ruchu obrotowego Ziemi, zas r — wektorem wodzacym
pitki. Wprowadzmy ponadto pomocniczy kat 6 = 5 —¢. Powtarzajac rozumowanie z przyktadu 3., znajdujemy
rownanie ruchu

I'=geg +2r x (Z3.1)

(por. (P3.8)). gest 0znacza tu efektywne przyspieszenie Ziemskie, uwzgledniajace efekty wynikajace z istnienia
sity odsrodkowe;.

Mozemy teraz, nadal nasladujac rozumowanie z przyktadu 3., wprowadzi¢ nowy, wygodniejszy uklad wspol-
rzednych. Niech jego poczatek pokrywa si¢ z punktem na powierzchni Ziemi, w ktérym w chwili poczatkowej
znajdowala sie piltka, jego osie za$ niech beda okreslone tak, jak w przykladzie 3. W tak zdefiniowanym
uktadzie zachodza réwnosci (P3.9) i (P3.10), réwnanie wektorowe (Z3.1) jest zatem réwnowazne ukladowi
trzech réwnan skalarnych identycznych z (P3.11):

Z =20 (ycosh — zsinb),
i = —2Qd cos 0, (Z3.2)
Z = —gor + 2QT sin 0.

Warunki poczatkowe, okreslone dla ¢t = 0, w nowym uktadzie przyjmuja postac:

polozenie poczatkowe: r(0) =ro = (0, 0, 0),
predkosé poczatkowa:  v(0) = v = (vog, Voy, Voz) - (73.3)

12



Szukanie przyblizonych rozwigzan tego réwnania mozemy przeprowadzi¢ w sposob identyczny, jak w przykta-
dzie 3., pamietajac, ze tym razem warunki poczatkowe to (Z3.3). Przyblizenie zerowego rzedu otrzymujemy,
podstawiajac 2 ~ 0 po prawej stronie réwnan (Z3.2):

F=0,
jj =0, (Z3.4)
Z= —Yeft,

a nastepnie catkujac dwukrotnie otrzymane réwnania (Z3.4) i uwzgledniajac warunki poczatkowe (Z3.3):

z(t) = voyt,

y(t) = voyt, (23.5)
1

2(t) = vout — = gesrt?.

2

W nastepnym kroku podstawiamy (Z3.5) po prawej stronie réwnan (Z3.2), otrzymujac

& = 2Q (voy cosf — vg, sin b + get sinb) ,
i = —2Qug, cos b, (73.6)
Z = —got + 2Quq, sin 6.

Calkujac te réwnania dwukrotnie, korzystajac z warunkéw poczatkowych (Z3.3) i podstawiajac 6§ = 5 — ¢,

2
dostajemy ruch pitki w przyblizeniu pierwszego rzedu:
1
x(t) = vzt + (voy cos (g — (;5) — Vg, sin (g — ¢)) 2 + gQgCHtS sin (g — ¢) ,
y(t) = voyt — Quogt? cos (g - ¢) : (Z3.7)

1
2(t) = vost — §geﬁt2 + Quggt? sin (g — ¢) ,

Barttomiej Zglinicki
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