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Zadanie 1. Klocek Kj o masie m; = 4kg spoczywa na klocku Ks o masie mo = 5kg,
ktory z kolei spoczywa na poziomej powierzchni. Pomiedzy ta powierzchnia a klockiem
K> nie wystepuje tarcie. Wspdlezynnik tarcia statycznego miedzy klockami jest za$ taki,
ze klocek K zaczyna sie §lizga¢, gdy tylko warto$é poziomej sily przytozonej do klocka
K przekroczy 20 N. Jaka jest maksymalna wartos¢ sity, z jaka mozna ciagna¢ w kierunku
poziomym klocek K tak, aby oba klocki poruszaly sie bez wzajemnego poslizgu?
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Rys. 1: Sita F przytozona do Ko Rys. 2: Sita F’ przytozona do Kj

Rozwigzanie. Klocki K7 1 Ko sa docisniete do siebie na skutek dziatania sity grawitacji
i sity sprezystos$ci podloza. Na skutek tego w chwili przylozenia do klocka Ks sity Fo
warto$ci nie wiekszej od 20N (rysunek 1) pojawia sie sily tarcia statycznego: F’E jest sita
tarcia, z jaka klocek K; dziata na klocek Ko, a F’g; jest sila tarcia, z jaka klocek Ky dziata
na klocek K. Na mocy III zasady dynamiki Newtona

Fh+FlL =o. (1.1)

Sity tarcia powodujg, ze oba klocki pozostaja wzgledem siebie w spoczynku i w re-
zultacie poruszaja sie w poziomie z tym samym przyspieszenie @. Ich réwnania ruchu (w
plaszczyZnie poziomej) maja postaé:

— —g
miad = Fyy,

i=FL+F
maoa = iy + L.

Wyliczajac z obu réwnan przyspieszenie @ i poréwnujac otrzymane wyrazenia dostajemy

A
— FL = —(FL + F).
p— m2( 12+ F)

Wykorzystujac rownanie (1.1) uzyskujemy réwnosé

= —1 |F]. (1.2)



W analogiczny sposéb, w oparciu o rysunek 2 wyprowadzamy nastepujaca zaleznosé:

2T m2 i

[Fo1 | = m’F E (1.3)
Wielkosci po lewej stronie rownan (1.2) i (1.3) to wartosci sily tarcia statycznego po-
miedzy klockami w dwoch roznych sytuacjach zobrazowanych na rysunkach 11 2. Ale
maksymalna wartosé \Fg\max tej sily jest jedna (przy ustalonej sile dociskajacej jeden klo-
cek do drugiego). Ta maksymalna warto$¢ odpowiada (i) maksymalnej wartosci |ﬁ | max
sity, jaka mozemy przytozyé do klocka Ko, nie dopuszczajac do poslizgu pomiedzy kloc-
kami i (4) maksymalnej wartosci |ﬁ "I max sily, jaka mozemy przylozy¢ do klocka K7, nie

dopuszczajac do poslizgu pomiedzy klockami. Zatem

—, ml —
’Fgﬂmax = ) +m2‘F’maX7

—, m2 —
’FQIJHIHaX - ) +m2‘F/‘maX

Mamy stad

— ml —
|F/|max - m_2|F|max-

Poniewaz |ﬁ lmax = 20N to szukana warto$¢ maksymalnej sily, jaka mozemy przytozy¢ do
klocka K7 wynosi
|F'|max = 16 N.

O

Zadanie 2. Tréjwymiarowy izotropowy oscylator harmoniczny Punkt materia-
Iny P o masie m poddany jest dzialaniu sity

F = —k7, (2.1)

gdzie k > 0 jest stata, a ¥ wektorem wodzacym punktu materialnego P. Znalezé i prze-
dyskutowaé¢ ruch punktu P.

Rozwigzanie. Sital (2.1) jest wprost proporcjonalna i przeciwnie skierowana do wektora
wodzacego 7 — silte taka nazywamy sitq elastyczng, a punkt materialny poddany takiej
sile nazywamy tzotropowym oscylatorem harmonicznym, gdzie przymiotnik “izotropowy”
oznacza, ze sita (2.1) nie wyréznia zadnej prostej (zadnego kierunku) przechodzacej przez
punkt 7= 0.

Wyprowadzajac kartezjaniski uktad wspolrzednych (x,y, z) w ten sposob, ze jego pocza-
tek pokrywa sie z punktem zaczepienia wektora wodzacego, mozemy réwnanie ruchu

—

mad =F

z sita (2.1) zapisa¢ w postaci trzech rownan rézniczkowych

mi = —kux,
mz = —kz

'Rozwigzanie zadania opracowano w oparciu o podrecznik [1].



Mamy tu trzy jednakowe réwnania rozniczkowe na funkcje, odpowiednio, x(t), y(t) i z(t),
wystarczy zatem rozwiazaé np. pierwsze z nich. W tym celu przepiszmy je w nastepujacej
postaci:

mi+kx =0 (2.3)

— lewa strona tego rownania to kombinacja liniowa funkcji x(t) i jej drugiej pochodnej, zas
prawa strona to funkcja stata rowna 0. Takie rownanie nazywamy liniowym réwnaniem
rozniczkowym drugiego rzedu (rzad rownania jest réwny rzedowi najwyzszej pochodnej
szukanej funkcji, jaka wystepuje w rownaniu).

Teoria liniowych réwnan rézniczkowych moéwi, ze kombinacja liniowa rozwiazan takiego
rOwnania réwniez jest jego rozwigzaniem, przez co zbior rozwiazan tworzy przestrzen li-
niowa. Co wiecej, wymiar tej przestrzeni jest réwny rzedowi réwnania. Oznacza to, ze
dla znalezienia og6lnego rozwiazania wystarczy znalezé baze przestrzeni rozwiagzan, czyli
kolekcje liniowo niezaleznych rozwiazan w liczbie rownej rzedowi rownania. Wobec tego w
przypadku rownania (2.3) wystarczy znalez¢ dwa liniowo niezalezne rozwiazania.

W tym celu zal6zmy, ze rozwiazanie rownania (2.3) jest postaci x(t) = exp(yt), gdzie
7 jest stala. Druga pochodna po czasie tej funkcji to i(t) = 72 exp(yt). Podstawiajac te
funkcje do réwnania (2.3) i dzielac jego obie strony przez exp(yt) otrzymujemy réwnanie
na v zwane réownaniem charakterystycznym

m+ %k = 0.

Poniewaz zaréwno m jak i k sa dodatnie,

v ==+iy/m/k e C

i w konsekwencji dostajemy dwa zespolone rozwiazania rownania (2.3) postaci exp(+iwt),
gdzie

w=+/m/k.
7 tych zespolonych rozwiagzan latwo utworzy¢ przy pomocy odpowiednich kombinacji li-
niowych dwa rozwiazania rzeczywiste

sin(wt) = %(exp(iwt) —exp(—iwt)),  cos(wt) = %(exp(iwt) + exp(—iwt)),  (2.4)

ktore sa liniowo niezalezne i tym samym stanowia baze przestrzeni (rzeczywistych) rozwia-
zan rownania (2.3). Wynika stad, ze ogolne (rzeczywiste) rozwiazanie rownania (2.3) jest
postaci
x(t) = Ay sin(wt) + B, cos(wt),
gdzie A, i B, sa dowolnymi stalymi.
Wobec powyzszego, ogolnym rozwiazaniem rownan ruchu (2.2) sa funkcje

x(t) = Ay sin(wt) + B, cos(wt),
y(t) = Ay sin(wt) + By cos(wt),
z(t) = A, sin(wt) + B, cos(wt),
gdzie A;, Ay, A, By, By i B, sa dowolnymi stalymi. Rozwigzanie to wygodnie jest zapisac¢

w postaci
7(t) = Asin(wt) + B cos(wt), (2.5)



gdzie

A=1[4,], B=|B,
A, B.

7 postaci (2.5) ogdlnego rozwiazania rownan ruchu wynika, ze jesli tylko |A|2+|B|? # 0,
to ruch punktu materialnego P jest ruchem okresowym o okresie

(e
w

Przypusémy teraz, ze punkt materialny P w chwili ¢ = 0 znajdowal sie w punkcie
opisanym wektorem wodzacym 7, a jego predkos¢ wynosita ¥:

7t = 0) = 7o, F(t = 0) = 0. (2.6)

Podstawiajac do powyzszych rownan wartosci 7(t = 0) i F(t = 0) obliczone na podstawie
(2.5) otrzymujemy

g = 7707 W/_( = 170.

Widzimy stad, ze rozwiazaniem speliajacym warunki poczatkowe (2.6) jest

—

7(t) = % sin(wt) 4 7 cos(wt).
w

Opiszemy teraz tor ruchu punktu materialnego P. W tym celu rozwazymy trzy przy-
padki: (i) A=0=B, (ii) |A]>+|B|? # 0 i wektory A, B sa liniowo zalezne i (iii ) wektory
fT, B sa liniowo niezalezne.

W przypadku (i) punkt materialny P pozostaje w spoczynku w punkcie ¥ = 0 i tor
ruchu jest oczywiscie punktem.

W przypadku (iz) istnieje Jednostkowy wektor 7 i liczby a 1 b, z ktérych przynajmniej
jedna jest niezerowa, takie, ze A=aiiiB = bi. Wtedy rozwiazanie (2.5) przyjmuje postac

7(t) = 7fi(asin(wt) + bcos(wt)).

Widag¢ stad, ze ruch odbywa sie wzdtuz odcinka prostej, ktérego kierunek wyznaczony jest
przez wektor 7, a ktorego dtugosé jest rowna maksymalnej wartosci funkeji ¢t — a sin(wt) +
b cos(wt) pomnozonej przez 2 czyli 2va? + b2.

W przypadku (iii) wektory A i B rozpinaja plaszezyzne, w ktorej zachodzi ruch punktu
P. Wynika stad, ze tor ruchu jest w tym przypadku krzywa plaska. Aby znalezé jej
rOwnanie, zal6zmy, ze uktad Wspo}rzqdnych (z,y,z) wybrany zostal tak, ze ptaszczyzna
rozpinana przez wektory AiB pokrywa sie z plaszczyzna OXY. W tej sytuacji z(t) = 0
podczas catego ruchu i tym samym z-owe sktadowe obu wektoréw tzn. A, i B, znikaja.
Zalezno$é wspoélrzednych x i y od czasu mozna teraz przedstawié¢ nastepujaco:

) =5 ) () .

Z liniowej niezalezno$ci wektorow A i B wynika nieosobliwo$é macierzy

(v &) 29



i w konsekwencji jej odwracalnosé

A, B\ ' 1 B, -B,
Ay B,) T A,B,— B,A,\-4, A, )

Korzystajac z powyzszego wzoru mozemy przeksztalcié rownanie (2.7) do nastepujacej

postaci: LB DA (;2%“:}3) _ <_B1211/y —AB;:B> <z>

Wprowadzmy teraz na plaszczyznie OXY wspolrzedne (z,y) otrzymane z wspolrzed-
nych (x,y) za pomoca obrotu o kat ¢:

x\ [cosp —sinp) (T
y) \sing cosyp )’

Sktadajac obydwa powyzsze przeksztatcenia otrzymujemy

B sin(wt)\ ([ By —DB:)\ (cose —sing) [T\

(4o By — Ba4y) <cos(wt)> - <—Ay A, > (sin @ cosp y)
_( Bycosp — Bysing —Bysing — Bycosg\ (T
- \—A4ycosp+ Agsing  Aysing + Agcosgp e

Wynika stad (po dtuzszych obliczeniach), ze
(A;B, — By A,)* = (A, B, — By A,)*(sin®(wt) + cos?(wt)) =
= [(By cos ¢ — By sin ¢)? + (— A, cos p + A, sin p)?] 72+
+ [(By sing + By cos 9)? + (A, sin p + A, cos p)?] g°+
1 . __
+2 [5(14925 + B2 - AZ - B;) sin(2¢) — (Az Ay + B, By) cos(2¢) | Zy.
(2.9)

Niech p i v beda dowolnymi liczbami. Wtedy istnieje taka liczba g, ze
psin(2pg) 4+ v cos(2p9) = 0.

Rzeczywiscie, jesli p =0 to pg = w/4. Jesli zas p # 0 to

1
o = —g arctg(v/u).

Oznacza to, ze dla pewnej wartosci kata ¢, ktéra oznaczymy g, zeruje sie cate wyrazenie
w ostatniej linii rownania (2.9).
Pozostale wyrazy po prawej stronie rownania (2.9) wygodnie jest przepisa¢ w postaci

2 2
B -B oS B, B oS
_ 2 _ Y T ®o —2 T Y ®o —2
(AeBy = Bedy) {<_Ay Ay > <sing00>} ) +{<Al“ Ay> <Sin¢0>} 7
(2.10
— wyrazenie w kazdym nawiasie klamrowym to wektor otrzymany w wyniku dziatania

macierzy na wektor (cos g, sin ¢g), a kwadrat przy nawiasie klamrowym oznacza kwadrat
wektora w sensie standardowego iloczynu skalarnego.



Zauwazmy teraz, ze wyrazenie po lewej stronie rownania (2.10) jest dodatnie, gdyz jest
kwadratem wyznacznika nieosobliwej macierzy (2.8). Odnosnie pierwszego skladnika po
prawej stronie tego rownania: wektor (cos g, sin¢y) jest niezerowy, a macierz

B, B

< A, Az> (2.11)
nieosobliwa, gdyz jej wyznacznik rowny jest wyznacznikowi macierzy (2.8). Zatem wy-
nik dziatania macierzy (2.11) na wektor (cos ¢g,singg) jest niezerowym wektorem. W
konsekwencji 2 w rozwazanym skladniku jest mnozone przez dodatni czynnik. Podob-
nie mozna uzasadnié¢, ze §? po prawej stronie réownania (2.10) réwniez jest mnozone przez

dodatni czynnik.
Wykazali$my w ten sposob, ze w rozwazanym przypadku (44i) istnieje uktad wspotrzed-
nych kartezjanskich (z, 7, z) taki, ze tor ruchu punktu materialnego P dany jest rownaniami

& =a’z® + v*y?, z2=0,

gdzie @, b i ¢ s dodatnimi statymi. Dzielac obie strony pierwszego z powyzszych rownan
przez ¢ i definiujac o := é/a oraz 8 := ¢/b otrzymujemy réwnania toru w postaci

z=0,

co oznacza, ze tor ruchu punktu materialnego P jest elipsa.
O

Zadanie 3. Oscylator harmoniczny z ttumieniem liniowym Punkt materialny P
o masie m porusza sie wzdtuz prostej [ pod dziataniem sity

F = —ki — 2p7, (3.1)

gdzie 7 jest wektorem wodzacym punktu P zaczepionym w pewnym punkcie prostej [, U
jest predkoscia punktu P, a p i k sa dodatnimi staltymi. Znalezé ruch punktu P.

Rozwigzanie. Sita (3.1) sktada sie z dwoch sktadnikow: skladnik —k7 to sita elastyczna

charakterystyczna dla oscylatora harmonicznego, a sktadnik —2p¥ jest sila skierowang

przeciwnie do chwilowej predko$ci ¥ punktu materialnego P i proporcjonalng do tejze

predkosci — jest to wiec sila ttumiaca zalezna w sposéb liniowy od predkosci. Intensywnosé

tlumienia zalezna jest od stalej p — im ta stala wieksza, tym silniejsze jest ttumienie.
Niech x bedzie wspotrzedna na prostej [ dobrang tak, ze wektor wodzacy

T = T€,.
Wtedy

U = L€y
1 rownanie ruchu

ma =F

z sita (3.1) mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci

ma + 2px + kx = 0. (3.2)



Otrzymane réwnanie ruchu to przyréwnana do zera liniowa kombinacja funkcji ¢ — x(t)
oraz jej pierwszej i drugiej pochodnej — zgodnie z terminologia wprowadzona w rozwig-
zaniu zadania 2, réwnanie to jest liniowym réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu na
funkcje t +— x(t). Aby znalezé¢ jego ogélne rozwiazanie, wystarczy zatem znalezé dwa
liniowo niezalezne rozwiazania tego réwnania. W tym celu postulujemy ponownie, ze
x(t) = exp(yt), gdzie v jest stata. Podstawiajac do (3.2) ta funkcje i jej pochodne otrzy-
mujemy réwnanie charakterystyczne na stata ~:

my? +2py+k =0, (3.3)

ktorego rozwiazania maja postac

Vo mk = p (3.4)

m

T+ =
W zaleznosci od znaku wyrazenia pod pierwiastkiem rozrézniamy trzy rodzaje rozwiazan:
1. p?> < mk — przypadek stabego ttumienia,
2. p? > mk — przypadek silnego tlumienia,
3. p?> = mk — przypadek graniczny.

W przypadku stabego ttumienia wyrazenie pod pierwiastkiem w (3.4) jest ujemne i
wobec tego rozwiazania yi sg zespolone. Oznaczmy

k— )2
VmE=p7 > 0.

&
Il

> 0, B L
m m
Wtedy
Y+ = Fiw —

i w konsekwencji otrzymujemy dwa zespolone rozwigzania rownania (3.2) w postaci funkcji
t — exp((Liw — B)t) = exp(—pt) exp(Liwt).

Przy pomocy kombinacji liniowej tatwo jest otrzymacé z powyzszych rozwiazan zespolonych
dwa liniowo niezalezne rozwiazania rzeczywiste (poréwnaj z (2.4)):

exp(—pt) sin(wt), exp(—[t) cos(wt).

Ogolne rozwiazanie rownania (3.2) w przypadku stabego ttumienia moze wiec by¢ za-
pisane w postaci
x(t) = exp(—pFt)(Asin(wt) + B cos(wt)) (3.5)

gdzie A 1 B to dowolne state.
Jesli A% + B2 # 0 to funkcje (3.5) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

(Asin(wt) + B cos(wt))
x(t) = VA% + B2 exp(—pft) Ny .

Maksymalna wartos¢ utamka w tym réownaniu wynosi 1 i dlatego czynnik /A2 4+ B2e Pt
moze by¢ interpretowany jako malejaca (bo 5 > 0) eksponencjalnie w czasie amplituda
drgani oscylatora.




Z postaci rozwiazania (3.5) wynika rowniez, ze w trakcie ruchu przy stabym tlumieniu
punkt materialny P bedzie przechodzil przez potozenie rownowagi x = 0 nieograniczona
liczbe razy.

W klasie ruchéw ze stabym ttumieniem mamy tez przypadek skrajny p = 0 czyli ruch
bez thumienia. Wtedy 8 = 0 i rozwiazanie (3.5) redukuje sie do standardowego rozwiazania
opisujacego zwykty (niettumiony) oscylator harmoniczny.

PrzejdZzmy teraz do przypadku silnego ttumienia. W tym przypadku obie wartosci v4
sa rzeczywiste. Latwo pokaza¢, ze \/p? — mk < p, skad mamy

v+ < 0.

Funkcje t — exp(£7t) sa liniowo niezalezne i dlatego ogolne rozwiazanie rownania ruchu
(3.2) w rozwazanym przypadku mozna zapisa¢ w postaci

x(t) = Aexp(v4+t) + Bexp(y-t),

gdzie A i B sa dowolnymi statymi.

Widaé z powyzszego, ze jesli v A2 + B2 # 0 to ruch punktu materialnego przy silnym
tlumieniu jest istotnie odmienny od ruchu niettumionego oscylatora harmonicznego: (7)
jesli state A i B nie sg przeciwnego znaku, to wychylenie punktu materialnego P z potozenia
rownowagi = 0 maleje eksponencjalnie do zera wraz z uptywem czasu, (ii) jesli A i B sa
przeciwnego znaku, to punkt P przechodzi przez polozenie réwnowagi jeden raz, oddala
sie od tego polozenia na pewna odlegtosé, a potem zachowuje sie tak, jak w przypadku (7)

W przypadku granicznym, dwa w og6lnosci rézne rozwiazania v+ réwnania charakte-
rystycznego (3.3) redukuja sie do jednego rozwiazania

Wz_p/m<0’

co z kolei daje tylko jedno rozwiazanie réwnania ruchu (3.2) postaci exp(vt). Z teorii li-
niowych réwnan rézniczkowych wynika, ze w takim przypadku drugie liniowo niezalezne
rozwiazanie rownania (3.2) moze by¢ wybrane w postaci funkcji ¢ exp(vt). Zatem w przy-
padku granicznym ogdélne rozwigzanie réwnania ruchu ma postaé

z(t) = (A + Bt)exp(11)

gdzie A i B sa dowolnymi statymi.
O

Andrzej Okotow
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