Mechanika i szczegélna teoria wzgledno$ci 2019/2020

Zadania na ¢wiczenia - seria 4.
30 marca 2020 r.

Zadania przykladowe

Przyktad 1.

Czastka o masie m znajduje si¢ pod dzialaniem sity F = (—kz +bx?)é,, gdzie k i b sa stalymi o dodatnich
wartosciach.

a) Naszkicowaé wykres energii potencjalnej czastki V(x) i przedyskutowaé jej ruch.

b) Wyznaczyé¢ czestosé malych drgan wokolo polozenia réwnowagi.

Rozwigzanie.
a) rozpatrywana sila jest potencjalna zachowawcza, a zatem:

V(z)=— /(—k:x + ba?)dz = %kzmQ - ibx‘l, (1)

gdzie zalozyliSmy, ze dla z = 0 potencjal ma warto$¢ réwna zeru. Zanim naszkicujemy wykres V(x)
zauwazmy, ze potencjal zeruje sie ré6wniez w punktach x = +./2k/b. Ponadto, V — —oo dla  — +oc.

Znajdziemy teraz ekstrema V(x):

%:k:cfbx:zzo, (2)

co daje nam nastepujace punkty: © = 0 oraz x = \/k/b. V(x) jest funkcja parzysta, b jest dodatnie, a
zatem:

— k% bk? k2
VmaX:V(:l: k/b):%—ﬁzz (3)

Mamy juz wszystkie informacje potrzebne do naszkicowania wykresu V(z) (Rys. 1).
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Rysunek 1: Wykres energii potencjalnej V()



W z = 0 znajduje sie stabilny punkt réwnowagi, czastka o energii £ = 0 umieszczona w tym punkcie
pozostanie w nim. Pod wplywem niewielkiego zwiekszenia energii czastki, zacznie ona drgaé (oscylowad)
woko6l punktu réwnowagi. Tego typu zachowanie nie jest mozliwe w z = 4+/k/b, mimo ze sa to réwniez
ekstrema V (z). Czastka o energii E = k?/4b moze pozostaé¢ w tych punktach w spoczynku, ale jakiekol-
wiek zaburzenie energii catkowicie wytraci czastke z jej polozenia - punkty te sa niestabilnymi punktami
réwnowagi. Istnieje krytyczna wartoéé energii E. = k?/4b, ponizej ktérej ruch czastki jest ograniczony.
W przypadku, kiedy energia jest wigksza od E., ruch czastki jest nieograniczony. Z kolei, kiedy E < E.
rownanie:

1 1
—be‘* + ikﬁ =F (4)

bedzie miato 4 pierwiastki. Jesli czastka o energii F < E. znajduje sie miedzy punktami z; a x2, jej
ruch jest ograniczony do przedziatu (z1,x2). Z kolei punkty x3 i x4 sa miejscami bariery dla czastki o
energii £ < E,. znajdujacej sie "na zewnatrz” od tych punktéw i nie bedzie ona w stanie ich przekroczy¢.
Omawiany uktad jest nazywany oscylatorem anharmonicznym ze wzgledu na wyraz bx3, ktéry powoduje
odstepstwa od ruchu harmonicznego. Modele oscylatoréw anharmonicznych wykorzystywane sg m.in. w
modelowaniu molekularnym.

b). Kiedy E — 0, to punkty x1, o — 0, a drgania wokél punktu réwnowagi staja sie mate, a wyraz b3
zaniedbywalny w stosunku do wyrazu liniowego —kx. W rezultacie sile mozemy przyblizy¢ wzorem:

F = —kxe,. (5)
Réwnanie ruchu sprowadza sie do:
d’z  k
— 4+ 2 =0 6
dt? + m" ’ (6)

a zatem réwnania oscylatora harmonicznego. Rozwiazanie ma postacé:

x(t) = Acos (wt + @) (7)
gdzie w = /k/m jest czestodcia drgan. Zatem okres drgan wynosi T' = 27/w = 2m+/m/k. Dokladna
analiza ruchu czastki pod dziataniem sily F = —kxé, jest tematem zadania 1 z zadan do samodzielnego
rozwiazania.

Przyktad 2.

Wyciagarka linowa przyciaga do siebie wiaderko z piaskiem ze sta-
la sita Fr(Rys. 2). Ruch wiaderka odbywa sie bez tarcia. Niech

F x bedzie odlegloscig wiaderka od wyciggarki a m masg piasku w
< wiaderku, ktérego ubywa w tempie dm/dt = bi. Wiedzac, ze w
Q _____ czasie t = 0 wiaderko zawieralo piasek o masie M i znajdowalo
| T sie w odleglosci [ od wyciagarki:
a) znajdZz mase m(t).
z=0 z=1

b) znajdz polozenie z(t) i predkosé v(t) wiaderka (zanim caly pia-
sek wydostal sie na zewnatrz). Znajdz polozenie i predko$é w funk-
cji masy: z(m), v(m). Jaka jest predkos¢ wiaderka tuz przed tym,
Rysunek 2: Wiaderko z piaskiem kiedy wydostanie si¢ z niego caly piasek (zakladajac, ze cala lina
wciggane przez wyciggarke. nie zostala jeszcze wciagnieta).

c) Jaka jest maksymalna warto$¢ energii kinetycznej wiaderka (za-
ktadajac, ze zostanie osiagnieta przed wciagnieciem calej liny przez wyciagarke)?
d) Jaka jest maksymalna warto$é pedu wiaderka (zakladajac, ze zostanie osiagnigta przed wciagnigciem
calej liny przez wyciagarke)?
e) Dla jakiej wartosci b wiaderko stanie si¢ puste w momencie, kiedy wyciagarka wciagnie cala ling?



Rozwigzanie.
a) Zagadnienie jest jednowymiarowe, zatem ruch wiaderka opisany jest réwnaniem:

m(t)i = —Fp (8)
Korzystajac z & = %‘Z—T dostajemy:
m(t) dm
—— = —Fr. 9
T T (9)

Rozdzielajac zmienne i catkujac po czasie obie strony réwnania dostajemy:

gdzie C) jest staly calkowania. Z warunkéw poczatkowych wyznaczamy:

M2
Cl == 7

Zatem masa w funkcji czasu ma nastepujaca postac:

m(t) = /M? — 2bFyt. (12)

Nalezy zwrécié uwage, ze wyrazenie 1) jest spelnione dla t < %,

wciagnieta przez wyciagarke.

o ile cala lina nie zostata jeszcze

b) Podstawiajac wyrazenie na mase do réwnania otrzymujemy:

-F
f=— T (13)
VM? — 2bF1t

Calkujemy po czasie obie strony réwnania i dostajemy:

i = %\/M2 — 2bFpt + Cs. (14)

Wiemy, ze w czasie t = 0 wartos¢ predkosci byla réwna zeru czyli:

Ca=—- (15)

Zatem predkos¢ wiaderka z piaskiem wynosi:

o(t) = i(t) = %\/MQ “ovrpt - M (16)

b
Ponownie calkujemy po czasie powyzsze rownanie, aby znalezé polozenie wiaderka w funkcji czasu:

3/2

M? — 2bFrt
2 rt) ML (17)

o(t) =—3 W2F, b

W chwili poczatkowej, wiaderko znajdowalo sie w odlegloéci | od wyciagarki, w zwiazku z czym:

M3

(18)
Teraz skorzystamy , aby znalez¢ zalezno$é czasu od masy t(m) i wykorzystaé ja do policzenia z(m)
i (m). Otrzymujemy:

1
~ 2bFp

t(m) (M? —m?). (19)



Mozemy teraz wyrazi¢ polozenie i predkosé w funkcji masy podstawiajac (19) odpowiednio do i :

1
a(m)=1L— m(M—m)2 (M + 2m), (20)
v(m) = mn _b M. (21)

Nastepnie szukamy predkosci wiaderka tuz przed tym jak wydostanie sie z niego caly piasek, tzn. dla
m — 0. Z powyzszego wzoru na v(m) wnioskujemy, ze szukana predkosé wyniesie f%.

¢) Podstawiajac do wzoru na energie kinetyczng otrzymujemy:

Lo o m 2

czyli wielomian trzeciego stopnia, ktorego miejsca zerowe znajduja sie w m = 0 i m = M. Na przedziale
(0, M) szukamy ekstremum (22)):

2
$<m<m;M>>:b12(m—M)(3m—M), (23)

wnioskujemy stad, ze energia kinetyczna T osiagnie swoje maksimum dla m = %
2M3
Tmax == W. (24)

d) Szukajac maksymalnej warto$ci pedu wiaderka postepujemy analogicznie do poprzedniego podpunktu:

pzmv:%(m—M), (25)

dp 2m—-M
vz 26
dm b (26)

Zatem maksymalna wartos¢ pedu wynosi:
M2

max — . 27
I——— (27)

e) Szukamy wartosci b, dla ktérej wiaderko stanie sie puste w momencie, kiedy uderzy w wyciagarke,
warunek ten mozemy zapisa¢ nastepujaco: z(m = 0) = 0. Korzystajac z otrzymujemy:

M3
0=10——= 28
T (28)
stad
| M3
b= —. 29
6F7l (29)
Przyktad 3.
Wyznaczy¢ i przedyskutowaé ruch czastki o masie m w potencjale:
V(r)=-¢+5, a,f > 0. (30)

Rozwiazanie.
Rozwiazywanie zadania zaczniemy od zasady zachowania energii, zasady zachowania momentu pedu i
rozwazan czysto jakosciowych:



e sila jest centralna. Oznacza to, ze ruch odbywa sie w pewnej plaszczyznie, ktéra mozemy opisaé

wspolrzednymi biegunowymi: p, ¢; a dlugo$é wektora momentu pedu jest stata:
L = mp?¢p = const
e sila jest potencjalna zachowawcza, wiec catkowita energia jest stata:

E=T+V=1

1
2
A 2
Y R gy

(31)

(32)

e wyrazenie %me jest dodatnie, wigc ustalenie wartosci E okresla zakres ruchu (Rys. 3). W zalezno$ci

od wartosci energii czastki, jej ruch moze by¢ ograniczony lub nieograniczony.

. o B
R — -+
i Ruch nieograniczony p p
f= | L2
i | Qmp:.)
- I? a f
D 2mp?  p  p?

Ruch ograniczony

Rysunek 3: Wykres energii potencjalnej V(x).

Rozwazania ilosciowe zaczniemy od zasady zachowania energii, zauwazmy najpierw:

Catkowitg energie mozemy zatem zapisa¢ w nastepujacy sposob:
E=1L (@)2+ (lz+ﬂ>w2—aw
T 2m \de 2m

2
7 powyzszego wzoru wyzhaczamy (3—“) :

2 2 2
() =28 - (1+ 28 ® + o,

(33)



Nastepnie obustronnie dziatamy % i korzystamy z faktu, ze E jest zachowana, tzn. % = 0, w rezultacie
otrzymujemy:

dw d?w 2m[3 dw mo dw
Dzielimy obustronnie przez 23—: i w rezultacie otrzymujemy réwnanie liniowe niejednorodne:
d2w 2mp mao

Stosujemy standardowe metody rozwiazywania tego typu réwnan:

ZmB

e Rozwiazania ogélnego rownania jednorodnego: réwnanie oscylatora harmonicznego o czestosci /1 +

w(p) = Acos < 1+ 28 ga) (39)

e Rozwiazanie szczegdlne réwnania niejednorodnego: szukamy rozwiazania w postaci funkcji stalej

wle) = i (40)
L2

e dodajemy oba wyniki i wstawiamy z powrotem do roéwnania wyjSciowego , aby wyznaczy¢
stala A:

A? (1+2m5)sin2< 1—1—22”2590):2’L’LQE—(1—|—QZZB>~A2COS2< 1+2£"2’8<p>

ma
- (1+ QZQH) - 2A cos (\/1—1— 22”f<p> +L2:nﬁ

L2
( 2mp m’a
—(1+ 7Ln2 )L72
()
+ 2ma A cos 1+ 28, + I (41)
L2 2 ¥ 13 2mPB
L2
Porzadkujac powyzsze réwnanie otrzymujemy:
A2 ( Qmﬁ’) _ 2mE + m2a? 49
L2 14 (1.},_227'25) ( )
Stad:
_ 1 2mE 2m3 242
A [ ()
% 2EL? 2m5
= s 14 225 (1+ ) (43)

L2

Szukane rozwiazanie ma nastepujaca postac:

1+\/1+ij2 (1+2m5>cos( 1 4 2mp )] (44)

w(@):w'



Pamietajac, ze p = % otrzymujemy:

L(1+2)
1+\/1+2fo€22 (1+2£”f)cos <\/1+2£”2’6<p>

Dla E < 0 tor przypomina elipse, tyle ze wyjsciowa odlegloé¢ od poczatku uktadu wspoétrzednych osiaga
si¢ po obrocie o kat:

p(e) = (45)

27

2
1+ Z‘f

< 2, (46)

oznacza to, ze elipsa ta "powoli si¢ obraca” (Rys. 3).

"y,
‘N-.._"_'_

Rysunek 4: Obracanie si¢ elipsy - ruch peryhelium.



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.

Czastka o masie m znajduje sie pod dzialaniem sity F = —kxé,, gdzie k jest stala.

a) Znalezé energie potencjalna V (z) czastki.

b) Dla dodatnich i ujemnych wartosci k& naszkicowaé¢ mozliwe wykresy V(z) i przedyskutowaé ruch czastki
korzystajac z zasady zachowania energii.

Przykladem uklady fizycznego, w ktérym pojawia sie taka sila jest cigzarek na sprezynie. Wspotezynnik
proporcjonalnosci k nazywamy wtedy staly sprezystosci.

Rozwigzanie.
a) Podobnie jak w Przykladzie 1, energie potencjalna czastki liczymy nastepujaco:

Viz) = — /(—kx)dx _ %m?, (47)

gdzie zalozyliSmy, ze w punkcie x = 0 potencjal jest réwny zeru.

b). Zgodnie z trescia zadania rozpatrywaé bedziemy dwa przypadki: k > 0 oraz k < 0.
I) k> 0.

Zauwazmy najpierw, ze w tym przypadku catkowita energia:

1 1
E = —mv? + =ka?, 48
jest nieujemna (zaden z wyrazéw nie przyjmuje wartoéci ujemnych). Jesli energia czastki £ = 0, spo-
czywa ona w punkcie x = 0, ktéry jest stabilnym punktem réwnowagi. Wychylenie z punktu réwnowagi
skutkowaé bedzie dzialaniem sity F' o przeciwnym zwrocie. W przypadku, kiedy E > 0, polozenie czastki
jest ograniczone do obszaru, w ktorym V < E. Je$li V = E| czyli v = 0, energia jest opisana wzorem:

E= %kﬁ, (49)
a pierwiastkami tego réownania sa: © = ++/2F/k. Na czastke, ktéra znajduje sie w punkcie x = /2E/k
dziata sita zwrécona w strone stabilnego punktu rownowagi x = 0. W tym punkcie czastka osiggnie mak-
symalng warto$é¢ predkoSci |vmax| = \/2FE/m. Jednak po przekroczeniu punktu z = 0, zwrot sity zmieni
sie 1 zacznie powodowaé spowolnienie czastki. Predko$é réwna zeru osiagnie w punkcie x = —/2E/k
(czyli drugim pierwiastku réwnania ), a nastepnie zacznie poruszaé sie w stron¢ punktu réwnowa-
gi. Ruch czastki jest ruchem periodycznym, o amplitudzie /2F/k. Mozemy réwniez znalezé okres tego

ruchu. Ze wzoru (48|) dostajemy:

dz\* 2E k ,

B I 50
( dt > m" (50)

Rozdzielamy zmienne i catkujemy:

szt—toz/ A (51)

dz
2 —/2E/k ,[2E _ £$2)

stad otrzymujemy, ze T' = 2mw/m/k.



—\2E/k V2E/k I

Rysunek 5: Wykres energii potencjalnej V(z) dla k > 0.

II). & <0.

E>0

Rysunek 6: Wykres energii potencjalnej V(z) dla k < 0.

Dla E > 0tzn. V > —T, ruch czastki jest nieograniczony. W punkcie x = 01 V' = 0 znajduje sie niestabilny
punkt rownowagi, jesli energia czastki zostanie zaburzona, czastka zmieni potozenie i bedzie sie oddalaé
od punktu réwnowago. W przypadku, kiedy E < 0, czyli V < —T, predko$¢ czastki znajdujacej sie
w x < 0 i poruszajacej sie w prawo, zmniejszy sie do zera w punkcie x = —+/2E/k, a nastepnie pod
dzialaniem sity F' zacznie przyspiesza¢ w lewo, a ruch bedzie nieograniczony.

Zadanie 2.

Rozwazyé¢ taki sam uktad jak w Przykladzie 2 z ta roznica, ze teraz masa wiaderka zmienia sie zgodnie
ze wzorem dm/dx = M/l (a nie jak w Przykladzie 2: dm/dt = b%). Wiedzac, ze w czasie ¢ = 0 wiaderko
zawieralo piasek o masie M i znajdowalo sie¢ w odleglosci [ od wyciagarki:

a) znalez¢ zalezno$é energii kinetycznej wiaderka z piaskiem od polozenia z. Jaka jest jej maksymalna
wartos$¢?

b) znalezé zalezno$é pedu wiaderka z piaskiem od polozenia x. Jaka jest jego maksymalna warto$é?

Rozwiazanie.



a) Zaczynamy od znalezienia zalezno$ci masy od polozenia. Rozdzielamy zmienne réwnania:

dn M
C = 52
dx 1’ (52)
a nastepnie catkujemy, w wyniku czego otrzymujemy:
M
m(z) = —z+C. (53)

l

Wiemy, ze w momencie, kiedy wiaderko znajdowalo si¢ w odlegltosci | od wyciagarki jego masa wynosila
M, a zatem:

C=0. (54)
Réwnanie ruchu ma postaé:
mi(t) = mo(t) = —Fr. (55)

Zauwazmy, ze v mozemy zapisa¢ nastepujaco:

. dv dx dv dv

VT dt T dtde da (56)
Podstawiajac to do réwnania ruchu dostajemy:
dv
—_— —F 5 57
my—— T (57)
rozwigzujemy metoda rozdzielenia zmiennych:
1 l 1
/vdv: —FT/dez _FTM/de
Lo _pt +D (58)
—v*=—Fp—1Inz
2 M ’
gdzie stata D wyznaczamy z warunkéw poczatkowych:
l
D:FTMlnl. (59)
W rezultacie, otrzymujemy:
1, Il =z
i’U = _FTM].HT (60)
Jestedmy juz gotowi policzenia energii kinetycznej:
1 M l
T = iva‘ = <—FTM In ?) = —Frxzln % (61)
Nastepnie szukamy jej maksymalnej wartosci:
dr x
= -Pr(mT41) =0
dz ring T
l
= -
e
[, 1 l
Trnax = 7FT7 In- = FT,_ (62)
e e e
b) Ze wzoru Wyznaczamy:
l T
VvV =— 72FTM11'17, (63)

10



stad:
M l T
= =——ux/—2Fp—In—. 64
p=muv ] xA/ T (64)
Szukamy wartosci maksymalnej pedu analogicznie do pierwszej czesci zadania i otrzymujemy:

EFrlM
P

(65)

‘p|max =

Zadanie 3.
Wyznaczy¢ ruch czastki o masie m w potencjale

Vir)=-4%, k> 0. (66)

Wskazowka. Rozwazy¢ 3 przypadki: L > v2mk, L < V/2mk, L = v/2mk.

Rozwigzanie.
Podobnie jak w Przyktadzie 3 znajdujemy catkowita energie czastki we wspolrzednych biegunowych:

E:T—i—V:%mpZ—i—%meng— k.

o2
(67)
Dokonujemy zamiany zmiennych (patrz Przyklad 3):
1 L dw
=—p=—-——— 68
P=ar m dp (68)
stad:
dw\? 2mE mk
_ = — _[1=-2—/— 2
(&) -5 - (252 &
Dzialajac obustronnie d/dy i dokonujac drobnych przeksztalcen otrzymujemy:
d*w mk

Zgodnie ze wskazowka, bedziemy teraz szukaé rozwiazan réwnania (70) w zaleznosci od tego czy wyrazenie
w nawiasie jest dodatnie, ujemne badz réwne zeru.

D). L =\2mk.

W tym przypadku réwnanie bedzie miato nastepujaca postac:

a jego rozwiazaniem jest:
w(p) = Ap + B. (72)
Podstawiajac rozwiazanie do znajdujemy stala catkowania:

2mE
A= T2 (73)
Powracajac do zmiennej p otrzymujemy:
p(0) = g (74)
QTZEQO 4 B

11



11). L > V2mk.

Tym razem rozwigzaniem réwnania (70) jest:

w(p) = Ccos(Qp + ¢o), (75)

Rozwiazanie wstawiamy do réwnania 7 aby znalezé stala C':

2mE
L2022’

[ L2Q)? 1
ple) = 2mE cos (Qo + o) 8
IM). L < V2mk.

Tutaj szukane rozwigzanie réwnania (70) ma postaé:

C:

a zatem

w(p) = % (Deo + Feo¥), (79)

a:./QTz—f—1 (80)

Podobnie jak w pkt. II, rozwiazanie podstawiamy do réwnania , w wyniku czego otrzymujemy:

E = —agL—gDF. (81)
2m

W zaleznoéci od wartosci statych D i F, energia E moze by¢ dodatnia, ujemna lub réwna zeru.
i) Jesli bylaby réwna zeru, to jedna ze stalych D i F musialaby réwniez sie zerowaé, a zatem rozwiazanie
mialoby nastepujaca postac:

ple) = 2%, b (2)
plo) = 2. (83)

ii) zakladajac, ze E > 0, mozemy zapisa¢ stale D i F' nastepujaco:

D = Ke %0, F =—Ke*°. (84)
W takim przypadku z liczymy:
2mE
K=\ T2 (85)

a rozwiazanie wynosi:

[ L2a? 1
ple) = 2mE sinh[a(p — ¢o)] (86)

iii) jesli F < 0 to stale D i F zapiszemy:
D = Ke™ %0, F = Ke“%°. (87)

Wtedy z liczymy:
2mE
L2002’

[ L2a2 1
o) =1/~ 2mE cosh[a(yp — )]’ (89)

12

K =

a rozwiazanie wynosi:




