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Zadanie 1. Wsdréd podanych ponizej pol wektorowych znalezé pola potencjalne i ich
potencjaly:
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(pola wyrazone sa w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych).

Rozwigzanie. Jezeli (roézniczkowalne) pole wektorowe F jest potencjalne, to jego rotacja
znika: V x F = 0. Dlatego tez sprawdzanie, czy dane pole jest potencjalne zaczynamy od
policzenia jego rotacji — jesli rotacja okaze sie niezerowa, to pole nie jest potencjalne. Jesli
rotacja jest zerem, to szukamy potencjatu f tego pola rozwiazujac réwnanie rézniczkowe
postaci
Vf=F

— funkcja f jest potencjatem pola ﬁ, jezeli spetnia powyzsze rownanie na catej dziedzinie
pola F tzn. wszedzie tam, gdzie pole F jest okreslone. Oznacza to w szczegdlnosci, ze
funkcja f musi by¢ funkcja rdézniczkowalng na catej dziedzinie pola F.

Przypadek a) W przypadku pola F,
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(wyrazenie pomiedzy pionowych falistymi ogranicznikami nie jest poprawnym wyrazeniem
matematycznym, lecz reguta mnemotechniczna utatwiajaca obliczanie rotacji). Zatem pole
F, spelnia warunek konieczny do bycia polem potencjalnym. Warunek ten nie jest jednak
wystarczajacy, dlatego tez nalezy sprawdzi¢, czy pole to posiada potencjal. Sprawdzenia
dokonamy probujac odcatkowaé rownanie, jakie musi spetnia¢ potencjat f, pola Fy:
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Rozpisujac pole F, na sktadowe, otrzymujemy z powyzszego rownania trzy czastkowe
rOwnania rozniczkowe na funkcje fy:
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Ustalmy na chwile wartosci wspotrzednych y = yg 1 z = 2p, dopuszczajac jedynie zmiennosé
wspohrzednej x. Wtedy funkcja trzech zmiennych f, staje sie funkcja jednej zmiennej
x > falT,y0,20) 1 pierwsze z rownan (1.1) mozemy zapisa¢ w postaci
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skad mamy

Yo Yo
fa($7y0720) = _/ (aj_yo)Q d.T = x_yO +C7

gdzie C jest stalg catkowania. Powyzszy wynik jest oczywiscie stuszny dla dowolnych y # x
i z. Nie mamy jednak podstaw do tego, aby zaktada¢ z gory, ze stata catkowania C' jest
taka sama dla wszystkich y i z. Dlatego tez musimy potraktowaé ja jako funkcje od y i z:

falasy2) = 2+ Cly.2) (12)

Wstawiajac powyzsza funkcje do drugiego z réwnani (1.1) otrzymujemy
oC
—— =0,
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co oznacza, ze funkcja C(y, z) nie zalezy od wspohrzednej y. Zatem postaé funkeji (1.2)
upraszcza sie do

Yy
falz,y,2) = T—y +C(2).
Podstawienie powyzszej funkcji do trzeciego z rownan (1.1) daje rownanie
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skad mamy
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gdzie C jest stala caltkowania.
Ostatecznie rozwiazanie rownan (1.1) przyjmuje postac

—cosz+ C". (1.3)
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Zauwazmy teraz, ze dziedzina tej funkcji pokrywa sie z dziedzinag pola wektorowego F,
(cate R? za wyjatkiem punktéw, w ktorych x = y) oraz, ze funkcja ta jest wszedzie r6z-
niczkowalna. Oznacza to, ze funkcja (1.3) jest potencjalem pola wektorowego Fy, a samo
pole jest polem potencjalnym.

Przypadek b) W przypadku pola F,
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Poniewaz rotacja pola F, jest niezerowa, pole to nie jest potencjalne.



Przypadek ¢) W przypadku pola F,
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Zatem pole F, spelnia warunek konieczny do bycia polem potencjalnym. Aby stwierdzié,
czy pole F; jest potencjalne sprébujmy odcatkowaé rownanie na potencjal fe:

Vfe = F.
Rozktadajac gradient funkcji f. i pole F., na skladowe otrzymujemy:
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Podstawiajac ten wynik do dwoch pozostatych rownan (1.4) dostajemy
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skad plynie wniosek, ze funkcja C(y, 2z) jest funkcja stata.
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jest funkcja roézniczkowalng na catej dziedzinie pola F i spelnia rownanie (1.4). Jest wiec
potencjatem tego pola.

Przypadek d) W przypadku pola ﬁd
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Zatem pole ﬁd spetnia warunek konieczny do bycia polem potencjalnym. Aby stwierdzié,
czy pole Fy jest potencjalne, sprobujmy odcatkowaé rownanie na potencjal fy:

Vi = Fi. (1.5)



W tym przypadku wygodnie bedzie postuzyé sie wspotrzednymi walcowymi (p, ¢, 2)
(patrz rozwiazanie zadania 1 z ¢wiczen nr 2). Gradient funkcji fg we wspoétrzednych
walcowych wyraza sie nastepujaco:
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Rozwazmy teraz okrag zadany réwnaniami p = pg > 01 2z = z9. Zauwazmy, ze

wspoélrzedna ¢ rosnie, gdy poruszamy sie wzdtuz tego okregu w jedna strone i maleje, gdy
poruszamy sie wzdtuz okregu w strone przeciwna. Oznacza to, ze istnieje punkt p na tym
okregu, w ktorym funkcja (1.6) jest nieciagta — w punkcie p wartosé¢ funkeji (1.6) zmienia
sie skokowo o 27. A skoro funkcja ta jest nieciagta w p, to nie moze by¢ w tym punkcie
rozniczkowalna.

Plynie stad nastepujacy wniosek: rownanie (1.5) na funkcje fgq nie posiada rozwiazania,
ktore jest okreslone na calej dziedzinie pola Fy. Zatem pole Fy nie jest potencjalne mimo,
ze jego rotacja jest niezerowa. Przyktad ten pokazuje, ze warunek znikania rotacji pola
wektorowego nie jest wystarczajacym warunkiem dla jego potencjalnosci.
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Zadanie 2. Punkt materialny P o masie m porusza sie w polu sity
F=—

a&), (2.1)

gdzie a # 0 jest stala. Pokazaé, ze jesli L jest momentem pedu punktu P liczonym
wzgledem punktu 7 = 0, to wielko$¢ wektorowa (zwana wektorem Rungego-Lenza)

jest wielkodcia zachowana podczas ruchu.

Rozwigzanie. Niech! p= mr bedzie pedem punktu materialnego P. Wtedy
L=Fxp=mFxTr

Z drugiej strony, rownanie ruchu punktu P pod dzialaniem sily (2.1) jest postaci
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'Rozwiazanie zadania opracowano w oparciu o podrecznik [1].




Mnozac wektorowo obie strony powyzszego rownania przez L otrzymujemy
mrx L =——=7xL. (2.2)
Poniewaz sita (2.1) jest centralna, L jako moment pedu liczony wzgledem centrum tej sily,

jest zachowany podczas ruchu. Dlatego wielko$¢ po lewej stronie rownania powyzej mozna
przeksztalcié nastepujaco:
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Przejdzmy teraz do prawej strony rownania (2.2):
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Zastosowanie do podwojnego iloczynu wektorowego 7 x (77 X 7) tozsamosci

daje
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gdzie r = |F]. Roézniczkujac po czasie obie strony tozsamosci r* = 7o 7 dostajemy

—
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Wstawienie tego wyniku do poprzedniego réwnania pozwala kontynuowaé przeksztatcenia:
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Uwzgledniajac powyzszy rezultat i rownanie (2.3) mozemy réwnanie (2.2) zapisa¢ w
postaci
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Tym samym wektor Rungego-Lenza jest zachowany podczas ruchu punktu materialnego
P.

Na zakoriczenie warto dodaé, ze dwie nastepujace sity maja postaé¢ (2.1):

1. sila ciezkosci, z jaka na cialo prébne dziala cialo masywne o sferycznie symetrycznym
rozktadzie masy,

2. sila oddzialywania elektrostatycznego, z jaka na tadunek probny dziala sferycznie
symetryczny rozktad tadunku.
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Zadanie 3. W pewnym punkcie p na powierzchni obracajacej sie Ziemi umieszczono
oscylator harmoniczny o masie m i stalej sprezystosci £ > 0 i ograniczono swobode jego
ruchu do ptaszczyzny prostopadtej do kierunku pionu w punkcie p. Znalezé ruch oscylatora,
przy zalozeniu, ze czesto$é drgan tego oscylatora (przy braku innych sit) jest duzo wieksza
od czestotliwosci obrotu Ziemi wokot swojej osi, a amplituda jego drgan jest duzo mniejsza
od promienia Ziemi.

Rozwigzanie. Niech? U bedzie uktadem inercjalnym, wzgledem ktorego érodek i o obrotu
Ziemi znajduja si¢ w spoczynku, za§ U’ niech bedzie nieinercjalnym uktadem odniesienia
zwigzanym trwale z obracajacg sie Ziemia. Przyjmujac statosé predkosci katowej & opisu-
jacej obrét Ziemi, mozemy wypisaé¢ rownania ruchu punktu materialnego P o masie m w
uktadzie U’:

d/QF, d/T—_»/
dt? dt
gdzie 7’ jest wektorem wodzacym punktu materialnego P zaczepionym w punkcie p, §
jest (grawitacyjnym) przyspieszeniem ziemskim, @i, przyspieszeniem punktu p wzgledem
uktadu U, wreszcie F reprezentuje wszystkie pozostalte sity dziatajace na P. Zauwazmy, ze
przy braku pozostatych sit F na nieruchomy punkt materialny znajdujacy sie w potozeniu
p dziata sita m(g — @y,) — sila ta wyznacza kierunek pionu

m :m@—atr—zwx —ﬁx(ﬁxf’))—i—ﬁ,
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= (3.1)
w punkcie p.
Wobec tego rownanie oscylatora harmonicznego opisanego w treéci zadania bedzie po-
staci
d/27:-‘/
dt?

/F/ R
:m<g*—6tr—2c3xﬁ—u7x(u7xf”)>—kF’—i—FR (3.2)
— Fg sg sitami reakcji zapewniajacymi, ze ruch oscylatora zachodzi w plaszczyznie pro-
stopadtlej do pionu 7 i dlatego Fr = |Fg|7.

Jak tatwo obliczy¢

m

| —md x (& x 7')| = mw?

k
sin a|7'|, | — k7| = k7| = m—|F'| = mwd|7|
m
— « € [0, [ jest tu katem pomiedzy wektorami & i 7/, w jest czestotliwoscia obrotu Ziemi
wokoét swojej osi, a wy czestotliwodcia drgan oscylatora przy braku innych sit. 7 zatozenia
w < wo wynika
| —m& x (0 x 7| < | - ki7’|,

dzieki czemu z dobrym przyblizeniem mozemy opuscié site —md x (& x ') w réwnaniu

(3.2).
Wprowadzmy w ukladzie odniesienia U’ uktad wspotrzednych (2/,y',2") o poczatku
w punkcie p i osi OZ’ skierowanej ku gorze tzn. €, = —n. Wtedy na mocy wiezow

natozonych na ruch oscylatora

7(t) =2 (e + o' (H)ey

?Rozwiazanie zadania opracowano w oparciu o podrecznik [1].



i w konsekwencji
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Jednakze sily reakcji F 'z niweluja skltadowa z’-owa powyzszej sily, jak rowniez calg sile
m(g — dyy) (zalozenie, ze amplituda drgan oscylatora jest bardzo mata w poréwnaniu z
promieniem Ziemi, pozwala nam traktowaé site m(g — ay,) jako stala w obszarze ruchu).
Dzieki temu réwnania ruchu (3.2) przybieraja nastepujaca prosta postac:

./ ./
mi’ = 2myw, — k',
o/ ./ /
my = —2mi'w, — ky'.
Wprowadzajac zmienng zespolona u = x’ + iy’ mozna powyzsze dwa rownania zapisaé

w postaci
mil + 2miu + ku = 0. (3.3)

Otrzymalismy w ten sposob liniowe réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu na zespolong
funkcje czasu t — u(t), ktoére mozna rozwiaza¢ metoda opisana w rozwiazaniu zadania 3 z
¢wiczen wykltadowych nr 3.

Ogolne rozwiazanie rownania (3.3) jest postaci

u(t) = Aexp(i24+t) + Bexp(iQ2_t), (3.4)

gdzie A i1 B sg zespolonymi stalymi, a

Oy = —wy =+ \/wz, —i—w%.

Ruch oscylatora opisany jest zatem funkcjami
2'(t) = Reu(t), y'(t) = Imu(t).

Nie bedziemy jednak znajdowaé jawnej postaci powyzszych funkcji, a ograniczymy sie
jedynie do analizy szczegbélnego ruchu tego oscylatora otrzymanego poprzez wychylenie
go z polozenia réwnowagi w kierunku osi OX’ i oswobodzenie go z zerowa predkoscig
poczatkowa.

Zatem w chwili poczatkowej t = 0 wartos¢ funkeji (3.4) powinna by¢ rzeczywista (bo
y'(t =0) =Imu(t =0) =0):

u(t=0)=A+BecR.

Mamy stad
A=a+ic, B =a—ic,

gdzie a, b i c sa rzeczywiste. Skoro w chwili ¢ = 0 predkos$¢ oscylatora jest zerowa to
wartos¢ funkcji

u(t) = &' (t) + i (t) = iAQ, exp(iQyt) + iBQ_ exp(iQ_t)
w chwili ¢ = 0 powinna by¢ réwna zeru:

Wt =0) = iAQ, +iBQ_ = 0.



Wynika stad, ze
A=—-afd_, B =0y

— « # 0 jest tu stalg rzeczywista. Ostatecznie poszukiwane przez nas rozwiazanie przyj-
muje postaé

u(t) = a(—Q_ exp(iQyt) + Qp exp(i2_t)) =

= ay/w? + W} [(L + 1) exp(i24t) + ($ + 1) exp(iQ_t)}
/w2 + Wi w? +w§
7 zalozenia w = , /wi, + wz, + w?, < wo wynika, ze
L < 1
\/ wgl + w%

i dlatego z dobrym przyblizeniem

u(t) = ay/w? + wd (exp(iQ4t) + exp(iQ_t)) =
= a\/wg, + wd exp(—iwzxt)<exp (i\/wg, + wd t) + exp ( — i\/wf, + w} t)) =
=20y /w? + wi exp(—iwt) cos (\/w? + wit). (3.5)

Zauwazmy teraz, ze gdyby w powyzszym wyrazeniu nie bylo czynnika exp(—iw,/t) to
warto$¢ u(t) bytaby rzeczywista dla kazdego t i wtedy funkcja ta opisywataby ruch oscy-

latora wzdhuz osi OX’ z czestotliwoscia \/wg/ + wg . Na plaszczyznie zespolonej mnozenie

przez exp(ip), ¢ € R, skutkuje obrotem o kat ¢ wzgledem punktu z = 0. Zatem czyn-
nik exp(—iw,t) w (3.5) wywoluje obrét w plaszezyznie OX'Y’ o kat —w,.t. Widaé stad,
ze ruch opisany rozwiazaniem (3.5) jest ztozeniem (i) drgan oscylatora wzdluz poziomej
prostej zachodzacych z “duza”’ czestotliwoscia ,/wz, —|—w8 i () obrotu tej prostej wokot
pionowej osi OZ’ z “malg” czestotliwoscig —w.,.

Rozwiazanie (3.5) moze by¢ traktowane jako przyblizony opis “matych drgan” wahadla
Foucaulta na powierzchni obracajacej sie Ziemi — w wyniku obrotu Ziemi wokdét swojej
osi plaszczyzna drgan tego wahadla obraca sie wzgledem Ziemi wokoét kierunku pionu z
czestotliwoscia

—Ww, =10 W,

gdzie wektor 7 dany wzorem (3.1) jest kierunkiem pionu, a & predkoscia katowa Ziemi.
O
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