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Zadania przykladowe

Przyktad 1.

W polu grawitacyjnym g, na szczycie potowy kuli o promieniu R znajduje sie koralik o masie m i poczatkowe;j
predkosci v. Poczatkowo koralik bedzie zeslizgiwal sie¢ po powierzchni kuli. Na jakiej wysokoéci nad ziemia
si¢ od niej oderwie?

Zastosowaé formalizm réwnan Lagrange’a I rodzaju.

Rozwiazanie.
W zadaniu wykorzystamy formalizm réwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju. Na poczatku zastanéwmy sie,
jak przetlumaczy¢ warunek “oderwania si¢” koralika od powierzchni kuli na ten jezyk.

W ogdlnosci w zadaniu mamy do czynienia z wiezami jednostronnymi (r > R) — odpowiada to faktowi, iz
sita rekacji podloza moze by¢ skierowana wylacznie na zewnatrz kuli (chroni ona koralik przez wniknieciem
do wnetrza kuli, ale nie zapobiega odpadnieciu na zewnatrz).

Z drugiej strony na wykltadzie uczyliSmy sie przeprowadza¢ rachunki dla wiezéw dwustronnych (r = R),
co w naszym przypadku byloby rownowazne stwierdzeniu, iz sita reakcji mozey dziataé¢ zaréwno na zewnatrz,
jak i do wnetrza kuli.

Mozemy zatem przeprowadzié¢ nastepujace rozumowanie — napisa¢ rownania Lagrange’a dla wigzéw dwu-
stronnych a nastepnie zobaczy¢, na jakiej wysokosci wartosé sily reakcji (skierowanej na zewnatrz) koniecznej
do utrzymania koralika na powierzchni osiaga ujemna warto$¢. Bedzie to punkt, w ktérym (podlegajacy wie-
zom jednostronnym) koralik odrywa si¢ od powierzchni.

Dla uproszczenia rachunkéw zauwazmy, ze caly ruch bedzie odbywal sie¢ w plaszczyznie kartki (nie wyste-
puja zadne sity do niej prostopadle). Wprowadzmy uklad wspélrzednych o poczatku w srodku kuli. Wéwczas
mamy:

mr=mj+ A\V(? - R?), #—-R*=0 (P1.1)

gdzie symbol V oznacza gradient. Czlon \-V (72 — R?) wyraza sile reakcji — skalar \ zezwala, aby przyjmowata
dowolng wartoéé, a czton V(72 — R?) gwarantuje, ze jest ona skierowana prostopadle do powierzchni wiezéw
wyznaczonej rownaniem 72 — R? = 0 (tutaj: powierzchni kuli).

Zeby przeprowadzié¢ dalsze rachunki musimy wybraé konkretny uklad wspélrzednych. Ze wgledu na spe-
cyfike problemu, naturalnym wyborem bedzie uktad wspélrzednych biegunowych (gdzie ¢ = 0 odpowiada



wektorowi skierowanemu w gére i ¢ narasta zgodnie ruchem wskazéwek zegara). Przypominamy sobie jawne
wyrazenia na przyspieszenie oraz gradient:

F= (i — r@?)e, + (ré + 27@)e,, (P1.2)
v=[£,1L2 (PL3)
Réwnanie sfery dane jest prostym wzorem 72 — R? = 0, zatem silta reakcji przyjmuje postaé:
AV (r? — R?) = \2ré,. (P1.4)
Rokladamy site grawitacji na sktadowe:
mg = —mg cos(p)é, + mgsin(¢)é,. (P1.5)

Podstawiajac to wszystko do réwnania ruchu (Z2.42) i zapisujac osobno réwnania dla obu wspélrzednych
otrzymujemy:

m(i —rp?) = —mgcos(p) + A2r
m(ré +2ro) = mgsin(p) (P1.6)
r? — R? =0.

7 ostatniego mamy r = R, 7 = 0; podstawiajac do dwbéch poprzednich:

_ 52—
{ mR¢p mg cos(¢) + A\2R (P1.7)

mRp = mgsin(p)

skad A = % (gcos(p) — R?). Pozostaje nam ustalié, dla jakiego ¢ wartoéé \ staje sie ujemna. Poniewaz
réwnania na o(t) sa nieliniowe, ich bezposrednie rozwiazanie byloby trudne — na szczedcie nie musimy tego
robié¢. Korzystajac z faktu, iz sily reakeji nie wykonujg zadnej pracy (gdyz sa zawsze prostopadle do kierunku
ruchu), mozemy uzy¢ zasady zachowania energii:

mv? m(R¢)?

Ey = R =
0 5 +mg 9

+ mgR cos(p) (P1.8)

Stad Ry? = % +2¢(1 — cos(yp)), zatem:

2

A= % <3 cos(p) — (2 + ;g)) (P1.9)

Powyzsze wyrazenie na przedziale ¢ € [0, 7/2] jest malejaca funkcja ¢ i osiaga wartosé zero A = 0 dla:

cos(y) = % (2 + ;f;) , (P1.10)

(dla wigkszych ¢ warto$é A bedzie ujemna), zatem koralik oderwie sie od powierzchni na wysokosci:

’U2
h = Rcos(p)|,_, = g (2 + Rg) . (P1.11)

Zastan6éwmy sie jeszcze przez chwile, czy powyzszy wynik ma sens. Warto zadaé¢ sobie pytanie, dla jakich
wartosci predkos$ci pozatkowej koralik w ogdle utrzyma sie na poczaku na powierzchni. Sprowadza sie do

istnienia rozwiazania réwnania (P1.10) (ze wzgledu na ), czyli innymi stowy 1 > % (2 + Ig—zg). Warunek ten

1)2

mozemy przearanzowa¢ do postaci g > ‘&, co ma juz prosta interpetacj¢ — aby wystapil etap slizgania, w



chwili poczatkowej przyspieszenie dosrodkowe musi mie¢ mniejsza warto$¢ niz przyspieszenie grawitacyjne
(wéwezas pojawia sie sita rekacji podloza, niwelujaca réznice).

W powyzszym zadaniu zastosowaliémy formalizm réwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju, ktére maja
charakter wektorowy (Z2.42). Zwiazana byla z tym pewna trudno$é — chcac je rozwiazaé z wykorzystaniem
pewnego konkretnego ukladu wspoélrzednych (tutaj: biegunowego), musieliSmy znaé (lub wyprowadzi¢ od
zera) postaé wektoréw: przspieszenia (Z2.43) oraz gradientu (Z2.44) w tych wspélrzednych.

W pozostalych dwoch przyktadach skupimy sie na rownaniach Lagrange’a drugiego rodzaju, ktore ope-
ruja na obiekcie skalarnym, jakim jest lagranzjan. Pozwala to znacznie latwiej wyprowadzaé¢ rownania w
arbitralnych uktadach wspélrzednych, gdyz transoformacja obiektow skalarnych sprowadza sie do zwyklego
podstawienia zmiennych.

Przyktad 2.

Nieskoniczenie dlugi pret, nachylony do pionu pod stalym katem « obraca sie ze stala predkoscia katowa w
wokot pionowej osi. Na pret nanizany jest koralik o masie m. Calosé znajduje sie w polu grawitacyjnym g.
Podaé¢ wzér na polozenie koralika od czasu ¢(t) dla dowolnych warunkéw poczatkowych. Czy istnieja takie
warunki poczatkowe, dla ktorych koralik nie bedzie sie poruszal?

Zastosowaé formalizm rownan Lagrange’a II rodzaju.

Rozwigzanie.
Ogodlnie koralik porusza sie w trojwymiarowe]j przestrzeni, ale swoboda jego ruchu jest ograniczona do jed-
nego wymiaru (sparametryzowanego na obrazku przez q). Aby zastosowaé réwnania Lagrange’a II rodzaju,
potrzebujemy wyrazi¢ energie kinetyczna i potencjalna jako funkcje tej wspélrzednej; w szczegdlnosci energia
kinetyczna moze sprawia¢ problemy.

Aby nie musieé nic “zgadywaé”, ani “latwo zauwazaé¢”, mozemy to zrobi¢ w dwoch krokach:

e zapisa¢ energie kinetyczna uzywajac jakiego$ standardowego uktadu wspélrzednych (kartezjanskie,
sferyczne itd.), dla ktérego znamy odpowiednie wyrazenia.

e powiazaé te wspolrzedne ze zmienng ¢ oraz uwzgledni¢ narzucone wiezy.

Do tego zadanie wygodne beda wspdlrzedne sferyczne (r,0,¢) (gdzie poczatek ukladu wspoélrzednych
znajduje si¢ na przecigciu preta i osi obrotu). Energia kinetyczna jest dana wéwcezas jako:

mi2  m(rf)?>  m(rsin(0)p)?

T =
2+ 2 - 2

(P2.12)



Ropatrzmy na razie przypadek ¢ > 0. Z tresci zadania kat nachylenia preta do pionu jest staly 6 = «
(a zatem 6 = 0), a takze predko$é obrotu wokdl pionowej osi ma stala wartosé ¢ = w. Wreszcie dlugosé
promienia wodzacego jest réwna r = ¢, zatem energia kinetyczna (jako funkcja jednej zmiennej uogélnionej
q i jej pochodnej ¢) jest réwna:

~ m¢*  m(gsin(a)w)?

T= P2.13

(wzor jest symetryzny na zamiang ¢ — —q oraz a — « + 7, a wiec bedzie obowiazywal réwniez dla ¢ < 0).
Widzimy, ze catkowita energia kinetyczna koralika jest suma energii zwiazanej z ruchem wdtuz preta oraz
ruchem wokot osi obrotu — dzieje sie¢ tak dlatego, ze wektory predkosci zwiazne z tymi dwoma ruchami sa
wzajemnie prostopadle.

Energia potencjalna wystepujaca w zadaniu to energia grawitacji. Przyjmujac, ze warto$¢ potencjalu
wynosi 0 w punkcie przecigcia preta z osig obrotu, otrzymujemy:

V = mgq cos(c). (P2.14)
Mozemy teraz zapisaé peten Lagranzjan:
.2 . 2
L=T-V = m2q mlg sn;(a)w) — mgq cos() (P2.15)
oraz réwnanie Eulera-Lagrange’a:
d oL OL
—— = . P2.16
dt 9q Jq ( )
Wyliczamy wzory na poszczegdlne wyrazenia:
oL d oL
s =2 i P2.17
9 = "= qgq = M0 ( )
oL
% = msin®(a)w?q — mg cos(a). (P2.18)

Podstawiajac wyniki i dzielac stronami prze m otrzymujemy:
§ = sin®(a)w?q — g cos(a) (P2.19)

Warto zauwazy¢, ze juz w tym momencie mozemy odpowiedzie¢ na koncowe pytanie z tresci zadania “Czy
istnieja takie warunki poczatkowe, dla ktérych koralik nie bedzie sie poruszal?”. Widzimy, ze przyspieszenie

908(0)7atem jesli umiedcimy go tam z zerowa
sin?(a)w? " Y

bedzie réwne zero, gdy koralik znajdzie si¢ w punkcie g =
predkoscia poczatkowa, pozostanie nieruchomy.

Aby znalezé ogodlny wzor, uzyjemy standardowych metod rozwigzywania liniowych réwnan niejednorod-
nych. Wspomniane przed chwila rozwiazanie stacjonarne jest rozwigzaniem szczeg6lnym réwnania niejedno-

rodnego (RSRNJ):

qrsrNJ(t) = m, (P2.20)
a rozwiazaniem ogdlnym réwnania jednorodnego (RORJ) jest:
qroR(t) = Cres™M(@wl 4 Cyesin(@wt, (P2.21)
zatem ostatecznie:
q(t) = Cresin@et 4 e sin(e)wt Sfﬂ‘;‘g)o‘ :2 . (P2.22)



Zadajac warunki poczatkowe ¢(0) = qo, G(0) = vo, otrzymujemy uktad dwéch réwnan liniowych:

cos(a) -
C.Vl + C2 + sin2.(o¢)w2 = 4o <P223)
sin(a)wCy — sin(a)wCy = vy
Porzadkujemy wyrazy:
Ci1+Cy =qo— 7-9205(@
sin(a)w? P2.24
{ G-C =S e
Dodajac i odejmujac stronami otrzymujemy ostatecznie:
; ; cos
q(t) — C«lesm(a)wt 4 Che sin(a)wt + g - (04)27
sin”(a)w
@ v P2.25
Cl = % (qo - siqnc;zix()LBZ) + sin(gc)w ( )
Gy = % (QO B siqncztziy()ogz) B sinz()gc)w

Chcac sprawdzi¢ poprawno$é¢ rachunkéw mozemy podstawié¢ zidentyfikowane wczesniej warunki poczatkowe
g cos(a)

rozwiazania stacjonarnego (qo, vg) = (W’ 0) — faktycznie, obie state Cp, Cs sie woéwczas zeruja.

Z ogdlnego wzoru widzimy réwniez, ze nie jest to polozenie rownowagi trwatej, tylko chwiejnej — jezeli
poczatkowo umiedcimy nieruchomy koralik nieco powyzej tego punktu (Cy > 0), zacznie sie od ekspotenjalnie
szybko oddala¢ w goére; podobnie, jesli zaczniemy nieco ponizej punktu rownowagi z zerowa predkodcia
(C1 < 0), poleci od w dét.

Przyktad 3.

W polu grawitacyjnym ¢ na réwni pochylej o kacie nachylenia 6 i masie M umieszczona jest cegla o masie
m. Nie ma tarcia miedzy réwnia a podlozem (réwnia moze przesuwaé si¢ w poziomie), ani miedzy cegla a
rownia. Wyznaczy¢ wartosé przyspieszenia réwni.

Zastosowaé formalizm réwnan Lagrange’a IT rodzaju (na rysunku zaproponowano przykladowe wspélrzedne
uogdlnione (q1,92) = (¢m, qrr))-

Rozwiazanie.

Ponownie gtéwna trudnoscia zadania jest tutaj poprawne zapisanie wzoru na energie kinetyczna wyrazona
przez wpsoélrzedne uogdlnione. Zauwazmy, ze o ile wspélrzedna qp; parametryzuje ruch réwni wzgledem
incercjalnego uktadu odniesienia (zatem energia kinetyczna réwni zalezeé bedzie wylacznie od ¢ar), to gm



okresla polozenie cegly wzgledem réwni, ktéra tez sie porusza (czyli energia kinetyczna cegly zalezeé¢ bedzie
zaréwno od ¢, jak i ¢ar). Aby to usystematyzowaé, wprowadZzmy uktad wspélrzednych kartezjanskich o
poczatku z lewej strony obrazka na wysokosci czubka rowni. Wspolrzedne kartezjanskie poszczegdlnych
obiektow wyrazaja sie wowczas przez wspdlrzedne uogdlnione w nastepujacy sposob:

TM =M Tm = qum + cos(0)qm
, . . P3.26
{ ym =0 { Ym = — Sln(e)%n ( )
Rézniczkujac po czasie otrzymujemy:
Ty =qm Ty = qu + cos(0)gm
. , . . . P3.27
{ gy =0 { Um = —sin(0)gm ( )

(kto$ moze zauwazy¢, ze nie sa to wspélrzedne rodkéw masy, lecz pewnych krancowych punktéw obydwu
bryl — nie stanowi to jednak problemu, gdyz, jakoze bryly si¢ nie obracaja, dowolny punkt bryly porusza sie
z ta sama predkoscia co $rodek masy). Dalej, znajac wzér na energie kinetyczna wyrazona we wspélrzednych
kartezjanskich mozemy podstawié¢ powyzsza zaleznosé i otrzymac:

M(@3, +9%) | m@, +on) _ My,  my. o

T =

Energia potencjalna grawitacji wyraza sie¢ w prosty sposéb:

V = —gmqp, sin(0) (P3.29)

Mamy zatem:
_ _ M q%d mi.o ) . . ) -
L=T-V= — + 5 \dm + 2cos(0)qnrdm + 4z, ) + gmam sin(6) (P3.30)

Zapisujemy réwnania EL dla kazdej ze wspotrzednych. Dla qa;:
d OL oL

a9L 9L P3.31
dt 9¢m Oqm ( )
oL . . d oL . ;
—— = (M +m)dn +mcos(0)gm = — —— = (M +m)gar +mcos(0)dm (P3.32)
9qm dt Ogar
OL
— =0 P3.33
oqm ( )
Podstawiajac poszczegdlne elementy do (P3.31)
(M 4+ m)dar + mcos(0)gpn, = 0. (P3.34)
Dla gp,:
d 0L OL
el - - P3.
T (Pa.35)
L d 0L
% = mqy, + mcos(0)gy = a;{;—M = M, + mcos(8) g (P3.36)
L
aaq—m = gmsin(6) (P3.37)
Podstawiajac poszczegdlne elementy do (P3.35)
M, + mcos(8)gar = gmsin(6). (P3.38)



Otrzymujemy zatem uktad dwoch rownan rézniczkowych:

d 0L _ 0L . .
o T o { (M +m)gy + meos@)fm =0 (P3.39)
B0 = Ben MGy + mcos(0) Gy = gmsin(6)

Interesuje nas jedynie przyspieszenie réwni (Gps), zatem dla ograniczenia rachunkéw sprébujmy “pozbyé
si¢” drugiej zmiennej bez jej jawnego wyliczania. Przemnazajac drugie réwnanie przez cos(f) i odejmujac
stronami dostajemy:

(M + m(1 — cos®(0))) G = —gmsin(6) cos(6), (P3.40)

co po podzieleniu stronami (i wykorzystaniu jedynki trygonometrycznej) daje:

~ gmsin(6) cos(#)

. P3.41
M + msin®(0) ( )

Gn =
Poniewaz wynik wyglada nieco egzotycznie, warto sie zastanowi¢, czy jesteSmy w stanie skontrolowaé jego
poprawno$¢ badajac pewne przypadki graniczne, np.:
e gdy masa réwni dazy do nieskonczonosci, przyspieszenie dazy do 0 (ok.).

e gdy masa rowni dazy do zera, przyspieszenie dazy do —gctg(f) — ma to sens, gdyz kiedy réwnia jest
niewazka, na biezaco wysliguje sie on spod cegly spadajacej z przyspieszeniem g (ok.).

e gdy 0 = 0, przyspieszenie réwni réwniez jest zerowe (bo caly uktad spoczywa) (ok.).
e gdy 0 = 7/2, przyspieszenie réwni jest zerowe (cegla spada pionowo, nie naciskajac na réwnie) (ok.).

Oczywiscie sprawdzenie granicznych przypadkéw nie daje gwarancji poprawnoéci rozwiazania, ale czesto
pozwala wyeliminowaé bledy rachunkowe.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.

Koralik o masie m wisi na nitce o dlugoéci I w polu grawitacyjnym g§. Maksymalne naprezenienie, jakie jest
w stanie wytrzymaé nitka, wynosi Npax. W chwili poczatkowej koralik wychylony jest o /2 w prawo i nie
porusza sie, po czym zaczyna spada¢ pod wplywem grawitacji. Dla jakiego kata ¢ nitka ulegnie zerwaniu
(zakladajac, ze masa koralika jest na tyle duza, iz faktycznie dojdzie do zerwania)?

Zastosowaé formalizm rownan Lagrange’a I rodzaju.
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Rozwigzanie.
Postepujemy podobnie jak w przyktadowym zadaniu 1. Przyjmujemy $rodek uktadu wspétrzednych w punk-
cie zaczepienia nitki do sufitu. Fakt, ze koralik znajduje si¢ na konicu nitki o dtugosci [ wyraza si¢ réwnaniem
wiezéw 72 — [2 = 0, mamy zatem:

mr=mg+ AV (2 —12), #—12=0, (72.42)
gdzie AV (72 — [?) =: N to sitag naprezenia nici — interesuje nas, kiedy osiagnie ona wartosé |J\7| = Nnax.
Tak jak ostatnio ruch bedzie zachodzil w jednej ptaszczyznie. Wprowadzamy wspélrzedne biegunowe, gdzie

¢ przyjmuje warto$¢ 0 dla koralika zwisajacego w d6l i narasta w prawo (antyzegarowo) — jak na rysunku.
Korzystajac z wyrazen na pryspieszenie i gradient:

F= (7 = r@?)ér + (ré + 2r@)eé,, (22.43)

V=[5 r ol = AV0? = 17) = A2ré, (22.44)
i roktadajac site grawitacji na sktadowe:
mg = mg cos(p)é, —mgsin(p)é, (72.45)

(zauwazmy, ze powyzsze réwnanie rézni sie od tego z zadania przykladowego, gdyz przyjeliSmy tu inna
konwencje mierzenia kata ¢) otrzymujemy:

m(i —rp?) = mgcos(p) + A\2r
m(ry + 2rp) = —mgsin(yp) (72.46)
r? — 2 =0.

7 ostatniego mamy r = [, 7 = 0; podstawiajac do dwoch poprzednich:

mRo = —mgsin(y) (22.47)

{ —mRp? = mgcos(p) + A2
skad N = X2l = —m(gcos(p) + 1¢?). Widzimy, ze przyjmuje ona warto$é ujemna — to dobrze, gdyz wersor
é, skierowany jest na zewnatrz okregu, po ktérym porusza sie koralik, zatem sita N = N§é,. skierowana jest
w strone punktu zaczepienia (tak jak powinna).

Aby znalezé¢ punkt, w ktorym nitka ulegnie zerwaniu, ponownie skorzystajmy z zasady zachowania energii:

)2
Ey =mgl = @ + mgl(1 — cos(p)) (72.48)
Stad 1p? = 2g cos(p), zatem:
|N| = 3mg cos(y) (72.49)
Nitka ulegnie zerwaniu dla kata spelniajacego:
Nma.x
|N| = Nmax = ¢ = arccos . (72.50)
3mg

Zadanie 2.
Do pionowego preta przyczepiona jest jednym koncem sprezyna o stalej k, z ciezarkiem m na drugim koncu.
Dtugo$é nierozciagnietej sprezyny wynosi xg. Caly uklad obraca si¢ z czestoscia katowa w. Znalezé czestosé
drgan cigzarka (sprezyna nie ulega wygieciu na boki).
Zastosowaé formalizm réwnan Lagrange’a II rodzaju.



Rozwigzanie.
Wybierzmy za wspélrzedna uogdlniona odlegtoéé x ciezarka od osi obrotu. Energia kinetyczna wyrazona we
wspOlrzednych biegunowych (w plaszcezyZnie poziomej) dana jest wzorem:

mi?  m(rp)?
T=— 72.51
5 T (72.51)
U nas r =z, ¢ = w, zatem:
p - M, maw)? (Z2.52)
2 2 '
Energia potencjalna sprezyny wynosi V = $k(z — 29)?; mamy wiec ostatecznie:
-2 2 1
L=roy =T PO Ly a2, (22.53)
2 2 2
Zapisujemy rownanie EL:
doL OL
— == 72.54
dt 0r Oz ( )
mi = mw?x — k(z — x0) (Z2.55)
i=—(& -whz+ L (72.56)
Punktem réwnowagi jest tutaj x = kf;ffwz. Wprowadzajac dla wygody nowa zmienng & = x — kf;ffw?
dostajemy:
i=—(&-uw?i, (72.57)
co jest réwnaniem oscylatora o czestosci wese = % — w?. Widzimy, ze wynik ten ma sens wytacznie dla

w? < % Istotnie, tylko dla takich predkosci katowych ciezarek bedzie oscylowal — jesli w bedzie wieksza,
sita odérodkowa okaze sie zbyt duza, aby sprezyna byla w stanie ja zrownowazy¢, a ciezarek oddali sie do
nieskonczonosci.

Zadanie 3.

Na poziomej szynie umieszczony jest klocek o masie M (moze sie on swobodnie przemieszczaé wzdluz szyny).
Do klocka przyczepione jest wahadlo o masie m i dlugosci ! (przyspieszenie ziemskie wynosi ). Zapisaé¢ uklad
rézniczkowych na warto$é wspélrzednych uogdlnionych w zaleznosci od czasu (bez rozwiazywania).



Zastosowaé formalizm réwnan Lagrange’a II rodzaju (na rysunku zaproponowano przykladowe wspél-

rzedne uogélnione (q1,q2) = (zar, ¢)).

Rozwigzanie.
Wprowadzmy uklad kartezjanski o poczatku na szynie z lewej strony obrazka. Wspélrzedne kartezjanskie
poszczegdlnych obiektéw wyrazaja sie wowczas przez Ty, ¢ nastepujaco:

{xM =z {xm =z + sin(p)l

yu =0 Ym = — COS(‘PV
Predkosci:
iy =i Ty = 2 + cos(@)lp
Zatem:
M2, + 12 P2 g2 Mi?
T (:cM; ) 4 m(xm; bn) 1 2 (@ + 2 cos(@)anles + (19)?).

V = —mgl cos(p).
Wypisujemy Lagranzjan:

.2
Mzy, m

L=T-V= 5 + 5 (x?w + 2cos(p)taple + (lgb)2) + mgl cos(y)
i rownania EL:
d oL 9L
dt 833M o a.%'M
aoL_or
dtop  dp’
Liczymy bezposrednio:
L L
8, = (M + m)ip + mecos(p)l = 26— = (M 4 m)& — msin(p)l? + mcos(p)lPp
8:5M dt 8$M
oL
89:M

(73.58)

(73.59)

(73.60)

(23.61)

(23.62)

(23.63)

(Z3.64)

(23.65)



L d oL
gTb = ml*p + cos(p)inl = &ZTO = mi%@ — msin(p)aarlp + mcos(p)il
oL
=™ sin(p)dplp — mglsin(y)
P

i podstawiamy:

(M +m)ip —msin(e)l? + mceos(p)lg =0
ml?@ — msin(p)inlg + mcos(p)id gl = —msin(p)Zplp — mglsin(p)

Czeé¢ wyrazow sie upraszcza i ostatecznie mamy:

{ (M +m)ip +m(—sin(@)lg? + cos(p)lg) =0
1¢ + cos(p)in + gsin(p) = 0.

Roéwnania sie wysoce nieliniowe i nie da sie ich rozwigzaé¢ standardowymi metodami.

(73.66)

(23.67)

(73.68)

(23.69)

Ciekawostka dla zainteresowanych: mozna zauwazy¢, ze pierwsze z powyzszych rownan ma prosta
intepretacje. Zauwazmy, ze na uklad nie dzialaja zadne sily zewnetrzne w kierunku poziomym (sily reakeji
wiezéw sa pionowe); oznacza to, ze skladowa pozioma wektora pedu jest zachowana. Wyraza sie ona jako:

Mips +m(@p + lpcos(p)) = const.

(23.70)

Rézniczkujac po czasie otrzymamy dokladnie pierwsze réwnanie z (723.69). Wyprzedzajac nieco material
i uzywajac jezyka z wykladu z 6 kwietnia, powiedzielibySmy, ze x,; jest tutaj wspdlrzedna cykliczng, a

sktadowa pozioma pedu calego ukladu — odpowiadajacym jej pedem uogdlnionym.

Wojciech Gorecki
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