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Zadanie 1. Wahadlo cykloidalne Punkt materialny P o masie m porusza sie bez
tarcia po cykloidzie C, bedacej obrazem odwzorowania

x(A) a(\ +sin )
[~m, 7] 2 A= |y | = 0 € R3, (1.1)
z(A) —a(l+4cos))

gdzie a > 0 jest stala (patrz rysunek 1). Oprocz sily reakeji cykloidy na punkt P dziata
sita ciezkosci Fo = —mge, (g > 0 jest wielkoscia stala). Znalezé ruch punktu P oraz
zalezno$¢ dzialajacej nan sity reakcji od potozenia. Czy okres drgan punktu P zalezy od
amplitudy drgan?
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Rys. 1: Wahadto cykloidalne

Rozwigzanie. Poniewaz odwzorowanie (1.1) jest roznowartosciowe, wiec parametr A moze
by¢ traktowany jak wspotrzedna na cykloidzie! C, a znalezienie ruchu punktu materialnego
P mozna wobec tego rozumie¢ jako znalezienie zaleznosci t — A(t), gdzie A(t) opisuje
polozenie punktu P na cykloidzie.

W celu znalezienia ruchu punktu P postuzymy sie zasada zachowania energii — sita
ciezkosci ﬁg jest sila potencjalna o potencjale V(x,y,z) = mgz, a sila reakcji cykloidy
jest sita dzialajaca prostopadle do chwilowego kierunku ruchu, w zwigzku z czym sita ta
nie wykonuje pracy. W efekcie catkowita energia mechaniczna F, bedaca suma energii
kinetycznej i potencjalnej (rownej potencjatowi sity ﬁg), jest stala w czasie:

1
E= §m172 + mgz = const.

Oznaczajac symbolem e ilo$¢ energii przypadajacej na jednostke masy, e = E/m otrzymu-
jemy z powyzszego réwnania nastepujace prawo zachowania

1
e= 5172 + gz = const., (1.2)

1Scisle rzecz biorac, parametr A jest wspolrzedna na cykloidzie poza jej koncami, gdzie odpowiednie
pochodne jednostronne dz/d\ = 0 = dz/dA.




ktore bedzie punktem wyjécia do znalezienia ruchu punktu P.

Przedtem jednak okreslimy dozwolone wartosci wielkosci e. Z (1.1) wynika, ze zakres
zmienno$ci wspoélrzednej z wzdluz cykloidy to przedzial [—2a,0]. Minimalna wartosé e
otrzymamy minimalizujac obydwa czlony po prawej strony (1.2) kltadac =01 z = —2a.
Zatem minimalna warto$é¢ e to —2ga. 7 drugiej strony, wartos¢ e nie moze by¢ wieksza od
zera — gdyby byla, to na kazdym z koricow cykloidy (z,y, z) = (7, 0,0) réwnanie (1.2)
przyjmowaloby postaé

O<e= %172.
Oznaczaloby to, ze punkt P moze mie¢ na koricu cykloidy niezerows predko$é¢ skierowang
ku goérze, co oznaczaloby opuszczenie cykloidy przez punkt P. Zatem

e € [~2ga,0). (1.3)

Przejdzmy teraz do wyznaczenia ruchu punktu materialnego P. Zaczniemy od wyra-
zenia predkosci ¢ wystepujacej w (1.2) za pomoca funkcji ¢t — A(¢) 1 jej pochodnej A\. Z
(1.1) mamy

dr dy dz\ :
T=(&,9,%) = <£,%,£>)\:a(l—i—cos)\,O,sin)\))\. (1.4)
Wstawiajac powyzszy wynik do (1.2) i wyrazajac z w funkcji A dostajemy

a2

e= 7((1 + cos \)? + sin? A)}\Q —ag(l +cos\) = a?(1 4 cos \)A? — ag(1 + cos \).

Mozemy stad obliczy¢ wartosé A

- e+ ag(l+cos\)
)\_i\/ a?(l+cosA) (15)

Do przeksztalcenia powyzszego wyrazenia wykorzystamy tozsamosé trygonometrycznag po-

staci
14 cos A = 2cos?(A/2).

Dla X € [—m, 7| wartos¢ cos(A\/2) jest nieujemna, wobec czego
V1 + cos A = V2| cos(A/2)] = V2 cos(A/2).
Zatem wyrazenie (1.5) na pochodna \ mozna zapisaé jak nastepuje:

Ve + 2ag cos2(N\/2)
V2a cos(\/2)

A=+

1 w efekcie

11 V20 cos(\/2)
Ve +2agcos?()/2)

Odcatkowujac obie strony powyzszego rownania po czasie otrzymujemy

=4/ 209 gin
+ (t — tO) = \/504 COS(}‘/Q) d\ = U= e+2ag (A/2)
Ve +2agcos?()\/2) du —

—,/4—a/d7u—1/4—aarcsinu (1.7)
9 ) Vi—u? g S




Na podstawie powyzszego wyniku znajdziemy teraz zalezno$é¢ wu(t), pamietajac o tym,
ze znak + mnozacy nawias (t — tg) po lewej stronie (1.7) jest znakiem pochodnej A (patrz
(1.5)). Ustalmy zatem wartosé tg = t’ i zaldzmy, ze pochodna A jest wtedy dodatnia. Biorac
pod uwage fakt, ze dziedzing i obrazem funkcji arcus sinus sg przedzialy, odpowiednio,
[-1,1] i [-7/2,7/2] widzimy, ze w rozwiazaniu (1.7) z ustalonym ¢y = ¢’ i znakiem +

, T m
ue[—l,l], t—te[—%,%},

w= \/g. (1.9)

Zaktadajac powyzsze ograniczenia mozemy odwrocié zaleznosé (1.7) otrzymujac

(1.8)

gdzie

u(t) = sin(w(t —t)). (1.10)
Rozwazmy teraz rozwiazanie (1.7) ze znakiem — i ustalonym ¢y = ¢’ + 7/w. Wtedy
T
€ -1,1], f—t - e[——,—} 111
wel1.1] T (111)
i w konsekwencji
u(t) = —sin (w(t —t') + m) = sin(w(t — t')). (1.12)
Widzimy teraz, ze zalezno$¢ u(t) ma taka sama posta¢ (1.10) i (1.12) dla
T T 3T ™ 3T
IR DR TV A D SR L1s
< 2w 2w 2w’ 2w 2w’ 2w ( )

— otrzymany tu zakres wartosci t — ¢’ wynika z ograniczen (1.8) i (1.11).
Latwo si¢ teraz przekonaé, ze (i) rozwiazania (1.7) ze znakiem + z lewej strony i

to=t +2kn/w, keEZ,
oraz (ii) rozwiazania (1.7) ze znakiem — z lewej strony i
to=t'+ 2k + )r/w, keZ,

“zszywaja sie” po odwroceniu do jednego rozwigzania postaci (1.10) obowiazujacego dla
kazdego t € R.
Wyrazajac zmienna u przez zmienng A otrzymujemy

sin (A(t)/2) = ,/%Sm (w(t—1t)). (1.14)

Zauwazmy teraz, ze zakres zmiennosci wielkosci A(t)/2 zawiera sie w przedziale [—7 /2, /2]
(patrz (1.1)). Z drugiej strony, biorac po uwage ograniczenie (1.3), widzimy, ze pierwiastek
po prawej stronie rownania (1.14) jest nie wiekszy niz 1, co oznacza, ze zakres zmiennosci
tej strony réwnania jest podzbiorem przedziatu [—1,1]. Mozemy zatem na obie strony
réwnania (1.14) podziata¢ funkcja arcus sinus, otrzymujac w ten sposob ruch punktu ma-
terialnego P opisany za pomoca wspotrzednej \ 2:

A(t) = 2arcsin (1 / % sin (w(t — t’))) ) (1.15)

’Dla e = 0 funkcja t — A(t) jest nierézniczkowalna w t = ' + kn/2, k € Z. W tych chwilach punkt
P znajduje sie na jednym lub na drugim koncu cykloidy, czyli w punkcie, w ktérym parametr A nie jest
dobrze okreslona wspoétrzedna na cykloidzie.




Whioskujemy stad, ze ruch punktu P jest ruchem okresowym z czestoscia (1.9).
Aby znalezé sile reakcji Fr dzialajaca na punkt materialny P skorzystamy z réwnan
ruchu
md = Fr + Fg,
gdzie @ jest przyspieszeniem punktu P. Mamy z (1.4)

a=1v= a(—sin A, 0, cos A))\Q + a(1 4 cos A, 0, sin A)\.

Druga pochodng A wyliczamy rézniczkujac po czasie wyrazenie (1.6):

v d e+ ag(l+cos ) d e g\1/2.
=2+ SR LA N
dt( \/ a?(1+ cos\) d)\<a2(1+cos)\) + a)

1 e g)*1/2 esin A : esin A
a?(

2<a2(1—|—cos)\) +E 1+ cos\)? - 2a2(1 4 cos \)?

— w ostatnim kroku uzylismy (1.6) ponownie. Zatem zaleznos¢ sity reakeji od potozenia
przedstawia sie nastepujaco:

& i—F i , e g
Fr(\) =mad — Fg = ma(—sin A, 0, cos \) (m + a>_|_

esin A
a?(1+ cos \)?
Odnosnie zaleznosci okresu drgan od amplitudy: z zaleznosci wspotrzednej z od pa-

rametru A (patrz (1.1)) i ze wzoru (1.2) wynika, ze dla minimalnej dozwolonej wartosci
e = —2ga (patrz (1.3)) zachodzi

+ a1 4 cos A, 0, sin )\)2 —m(0,0, g).

1
0= 5172 + ag(l —cos A).

Rownosé ta méwi, ze suma dwoch nieujemnych sktadnikéw jest zerem, a to moze byé
spetnione tylko wtedy, gdy oba sktadniki sg réwne zeru. Oznacza to, ze w przypadku
minimalnej wartosci e, punkt P spoczywa w polozeniu A = 0. Wnioskujemy stad, ze A =0
jest potozeniem réwnowagi.

Przez amplitude drgan punktu P (przy ustalonym e z zakresu (1.3)) bedziemy rozumieli
maksymalna warto$¢ wychylenia sie punktu P z polozenia rownowagi A = 0. Z réwnania
(1.15) mamy

2
2 arcsin <, / etlag sin (w(t — t/))>
2ag

— ostatnia rownosé zachodzi dzieki temu, ze arcus sinus jest funkcja rosnaca i nieparzysta.
A poniewaz jest funkcja rosnaca, wiec maksymalna warto$¢ wychylenia |A|yax otrzymamy
przy maksymalnej warto$ci bezwzglednej sinusa tzn. przy ‘ sin (w(t — t’))| =1

2
|A|max = 2 arcsin (, / w).
2ag

Widaé stad, ze dla ustalonej cykloidy i sity ciezkosci (ustalone wartosci stalych « i g)
amplituda |A|pmax drgan punktu P jest funkcja wielkosci e. Natomiast czestotliwosé drgan w
dana wzorem (1.9) jest wielkoscia zalezna tylko od stalych ari g. W konsekwencji, zaréwno
czestotliwosé drgan punktu P jak i okres T' = 27 /w tych drgan nie zaleza od amplitudy.

Ruch oscylujacy (wahadlowy) o tej wlasnosci nazywamy ruchem izochronicznym. O

YOI s

= 2arcsin ( w‘ sin (w(t —t')) ‘)



Zadanie 2. Obrecz w ksztalcie okregu o promieniu R obraca sie ze stala predkoscig
katowa & wokol pionowej osi zawierajacej jedng ze Srednic obreczy. Na obreczy znajduje
sie koralik K o masie m. Zaktadajac, ze pomiedzy koralikiem a obrecza nie wystepuja sity
tarcia, znalez¢ polozenia rownowagi koralika na obreczy.

Rozwigzanie. Niech uktad U bedzie ukladem nieinercjalnym trwale zwiazanym z obrecza.
Przyjmijmy, ze w ukladzie U uklad wspoélrzednych kartezjanskich (z,y,z) wybrany jest
tak, ze 0§ OZ jest pionowa i skierowana ku gorze, a obrecz zadana jest rownaniami

fi(z,y, 2) =22+ - R? =0, fo(z,y,2) =y =0. (2.1)

W uktadzie U koralik K podlega dzialaniu sity ciezkosci ﬁg, sit bezwladnosci: Corio-
lisa i odsrodkowej oraz sitom reakcji obreczy — sity reakcji sa prostopadite do obreczy i
dlatego moga by¢ wyrazone jako wielkosci proporcjonalne do gradientow funkcji (2.1). Wy-
nika stad, ze réwnania ruchu koralika moga by¢ zapisane w postaci rownania Lagrange’a
pierwszego rodzaju:

d*7 dr = = =
m— :m(—zw XX (@ xF)) FFa 4+ MV i+ AV o,
fl(x7y7z) = xz +22 - R2 = 07
f2($,y, Z) =Y = 0’
gdzie A1 1 A2 s3 mnoznikami Lagrange’a.

Jesli w potozeniu rownowagi umiescimy koralik z zerows predkoscia poczatkowa (wzgle-
dem uktadu U), to bedzie on pozostawal w tym potozeniu dowolnie dlugo. Zatem w tym
polozeniu predkosé¢ i przyspieszenie koralika sa zerowe w kazdej chwili. Uwzgledniajac
ponadto, ze

T = L€y + 2€,, 0= wey, ﬁG: —mgé,, ¢g>0,

mozemy uprosci¢ robwnania ruchu do nastepujacej postaci:

0 = mw?zé, — mgé. + A (2x€, + 2z€.) + A2€),
0=2x+2%2 - R?,
0=y.

Po rozpisaniu pierwszego z powyzszych réwnan na sktadowe otrzymujemy

0 = (mw? + 2\ )z,

0 = Ag,

0=—mg+ 2z, (2.2)
0=2%422 - R?,

0=y.

Pierwsze z powyzszych réwnan jest spetnione, jesli (i) x = 0 lub (i) mw? 4+ 2A; = 0.
W przypadku (i) z czwartego z rownan (2.2) wynika, ze z = £R. W przypadku (i)



podstawiajac \; = —mw?/2 do trzeciego z réownan (2.2) dostajemy z = —g/w?. Wstawiajac
ten wynik do czwartego z rownan (2.2) otrzymujemy

x =+ R?— g%/t (2.3)
Podsumowujac, potozeniami réwnowagi sa punkty
(0,0,£R).

Jesli warto$é predkosci katowej jest dostatecznie duza: w? > g/R (warunek nieujemnogci
wyrazenia pod pierwiastkiem w (2.3)), to istnieja dodatkowe potozenia réwnowagi

(£v/R? — g2 /w40, —g/w?).
|
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