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Zadania z rozwiagzaniami

Zadanie 1. Wypisa¢ réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju dla swobodnego punktu
materialnego we wspotrzednych parabolicznych (£,7,¢) (£ > 0, n > 0) okreslonych wzo-
rami

v = Vancoss, y=VErsing. s=gE-m). ()

Rozwigzanie. Lagranzjan swobodnego punktu materialnego ma postaé energii kinetycznej
T = m?/2 tego punktu wyrazonej za pomoca odpowiednich wspoétrzednych. W naszym
wypadku beda to oczywiscie wspodlrzedne paraboliczne. W pierwszym kroku wyrazimy
kartezjanskie sktadowe predkosci (&,y, 2) za pomoca wspotrzednych parabolicznych i ich
pochodnych po czasie. Korzystajac z (1.1) otrzymujemy
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Mozna teraz przystapi¢ do wypisania réwnan Lagrange’a. Zacznijmy od wspotrzednej
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Roéwnanie Lagrange’a zadane przez wspotrzedna ¢:
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Aby otrzymaé¢ rownanie Lagrange’a zadane przez wspotrzedna n wystarczy zauwazy¢,
ze lagranzjan (1.2) jest niezmienniczy wzgledem zamiany (£,£) <> (n,7) i dokonaé¢ analo-
gicznej “roszady” w rownaniu (1.4):
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Na zakoriczenie podkreslmy, ze rownania (1.3), (1.4) i (1.5) opisuja ruch czastki swo-
bodnej. Jednakze réwnania te nie maja postaci typu

“masa X druga pochodna wspélrzednej po czasie = (07,

poniewaz wspotrzedne paraboliczne sa wspotrzednymi krzywoliniowymi. W zwiazku z tym
prawe strony rownan (1.3), (1.4) i (1.5) mozemy traktowa¢ jako sity pozorne, ktorych zro-
dlem jest krzywoliniowos¢ uktadu wspotrzednych, a zatem geometria tego uktadu. Warto
tu zauwazy¢, ze sity te sa proporcjonalne do masy punktu materialnego i sa kwadratowymi
funkcjami pochodnych €, 7 i ¢. O

Zadanie 2. Dwa koraliki K7 i K5 o masach odpowiednio mj i me nawleczone sg na
druciang obrecz w ksztalcie okregu o promieniu R. Koraliki polaczone sa w sposéb poka-
zany na rysunku 1 niewazkimi sprezynami Sy i So o statych sprezystosci odpowiednio k;
i ko i takiej samej dlugosci swobodnej wR. Znalezé ruch koralikéw przy zaltozeniach, ze
nie dochodzi do zderzenn pomiedzy nimi i ze nie ma tarcia pomiedzy koralikami a obrecza.
Poda¢ warunek braku zderzeri.



Rysunek 1: Uktad koralikéw i sprezyn na okregu

Rozwigzanie. Oznaczmy polozenia koralikéw na okregu za pomoca katoéw o1 1 @9 tak, jak

to jest zaznaczone na rysunku 1, przy czym

o1 < 2 < 1+ 2m.

(2.1)

W tej sytuacji dlugosé sprezyny S; (dlugo$é sprezyn mierzymy tu jak dlugosé tukow
okregu) wynosi R(p2 — 1), a dtugosé sprezyny Ss to R(2m — (p2 — ¢1)) jako, ze suma
dtugosci obu sprezyn to dlugo$é okregu. Biorac pod uwage, ze dlugo$é swobodna kazdej
sprezyny wynosi mR otrzymujemy nastepujace wzory na energie potencjalng obu sprezyn:
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Mozemy wobec powyzszego wypisaé lagranzjan dla rozwazanego tu uktadu

kit ke
2

. . mq . mo .
L(p1, 02,91, P2) = 7R2tp? + 7R2w§ R (g3 — 1 — m)?

oraz wynikajace z niego rownania ruchu
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Powyzszy ukltad réwnan tatwo jest rozwiazaé¢ wprowadzajac nowe zmienne
Q=2 — 1, B i=mip1 + maps.
Transformacja odwrotna ma postaé
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Z drugiego z rownani (2.3) wynika, ze
B =mi$1 + ma@s.

Korzystajac z tego wyniku, po dodaniu stronami réwnan (2.2) otrzymujemy

g =0, (2.5)
skad wynika, ze '
B(t) = Bot + o,

gdzie Bo i Bo sg stalymi catkowania.
Z drugiej strony z (2.4) i (2.5) mamy
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Wstawiajac powyzsze wyniki do rownan (2.2) otrzymujemy jedno réwnanie postaci
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a(t) = Asin(wt) + B cos(wt), (2.6)
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Koraliki nie beda sie zderza¢, jesli spelniony bedzie warunek (2.1). Warunek ten mozna
zapisa¢ w rownowaznej postaci

<y —@—nT <.

Tym samym
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Z drugiej strony, maksymalna i minimalna warto$¢ funkcji (2.6) to wartosci odpowiednio
+v A2 + B2, Zatem warunek braku zderzen koralikow to

VA2 4+ B? < 7.
O

Zadanie 3. Punkt materialny P o masie m porusza sie w polu sity elastycznej F =
—kzé, (k > 0 jest stala) po powierzchni ¥ danej warunkiem f(x,y, z) = (z/l)—cosh(z/l) =
0, gdzie [ > 0 jest stala o wymiarze dtugosci. Znalezé ruch punktu P.



Rozwigzanie. Powierzchnie ¥ mozna sparametryzowaé¢ w nastepujacy sposéb

z(a, B) la
R? 3 (o, B) = [ y(a, B) | = g eR? (3.1)
z(a, B) [ cosh(a)

i potraktowa¢ parametry (o, 3) jako (bezwymiarowe) wspohrzedne na X.
W celu znalezienia lagranzjanu punktu materialnego P wyrazimy jego energie kine-
tyczna T we wspohrzednych (a, ) — z (3.1) mamy

i =la, v =18, 3 =lsinhad,
zatem
mo ml o o mi? 2.2 | 2 c
T = 50 = T( + % + sinh*a ) = T(cosh ad”+p%)=T(o,B,6,58), (3.2)
gdzie w trzecim kroku skorzystalismy z “jedynki hiperbolicznej”.
Z drugiej strony jako potencjal sity F' = —kzé, mozna wybraé¢ funkcje
k kl?
V(z,y,z) = 522 =5 cosh?a = V(a, B) (3.3)

— w drugim kroku uzylismy (3.1).
Lagranzjan punktu materialnego P przedstawia sie wiec nastepujaco:
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a wynikajace zent rownania ruchu maja postaé
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Drugie z powyzszych réwnan ma proste rozwiazanie
B(t) = fot + b,

gdzie Bo i Bo sg stalymi catkowania.
Pierwsze z rownaii (3.4) podzielimy stronami przez I2 cosh o, a nastepnie dokonamy
zamiany zmiennych podstawiajac
u = sinh

skad wynika, ze
ii = sinh o &% + cosh a é.

Po tych operacjach rozwazane rownanie upraszcza sie do réwnania
mii + ku = 0.
Jego ogblnym rozwiazaniem jest funkcja

u(t) = Asin(wt) + B cos(wt),



gdzie A i B sa dowolnymi statymi, a

k
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Ostatecznie ruch punktu materialnego P opisany jest funkcjami

a(t) = arsinhu(t) = arsinh (A sin(wt) + B cos(wt)), B(t) = Bot + fo.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie S1. Wypisaé rownania Lagrange’a drugiego rodzaju dla swobodnego punktu
materialnego we wspolrzednych sferycznych.

Szkic rozwigzania. Kwadrat predkosci swobodnego punktu materialnego wyrazony za po-
mocy wspoOtrzednych sferycznych ma postaé

7 =72 +r20% + r2p%sin? 6.

Lagranzjan jest tu energia kinetyczna punktu wyrazong we wspotrzednych sferycznych:
L(r,0,¢,7,0,¢) = %(ﬁ +r20% + 122 sin? 6).
Wynikaja zen nastepujace réwnania:
mit = mr(0% + $*sin?9),
ml = m< — 2%9 + ¢%sin 6 cos@),
me = m< — 2# —i—é@ctg@).
O

Zadanie S2. Punkt materialny P; o masie m; zawieszony jest na niewazkiej sprezynie
S1 o stalej sprezystosci ki i dtugosci swobodnej [y — patrz rysunek 2. Do punktu P;
doczepiona jest niewazka sprezyna Ss o stalej sprezystosci ks i dlugosci swobodnej [o,
na koncu ktoérej znajduje sie punkt materialny P, o masie my. Znalez¢é ruch punktow
Py, i P,, zakladajac, ze (i) oba punkty materialne maja swobode ruchu jedynie wzdtuz
prostej pionowej przechodzacej przez punkt zawieszenia sprezyny S; oraz ze (ii) podczas
ruchu obie sprezyny podlegaja jedynie rozciaganiu i $ciskaniu wzdtuz wspomnianej proste;j.
Kierunek pionu zadany jest przez jednorodng staly w czasie site grawitacji.

Szkic rozwigzania. Przyjmijmy, ze punkty materialne P} i P poruszaja sie wzdhuz piono-
wej 1 skierowanej ku dotowi osi OZ, ktorej poczatek pokrywa sie z punktem zawieszenia
sprezyny S1. Niech 0 < z; < 29 beda wspoétrzednymi punktéw, odpowiednio, Py i Ps.



S1

Sa

P

Rysunek 2: Uktad punktéw materialnych i sprezyn w polu grawitacyjnym

Energia kinetyczna uktadu punktow P i P, wyraza sie wzorem

.. mi .o M2 .9
T(ZI,ZQ,ZI,ZQ) = 2 21 + 9 29,

za$ energia potencjalna jest suma energii potencjalnej obu punktéw w polu sity grawitacji
oraz energii potencjalnych obu sprezyn:

k k
V(z1, 22) = —g(miz1 + maza) + ?1(21 — 1)+ 52(22 — 2 — 1o)?,

gdzie g > 0 jest wartodcia przyspieszenia ziemskiego. Zatem lagranzjan uktadu ma postaé

L(z1, 22, 21, 22) = 712% + 7227% + g(myz1 + mazg) — 31(21 —h)? - 52(22 — 2 — Ip)?.

i generuje nastepujace réwnania ruchu:

0=m1Z1 —mig+ki(z1 — ) — ka(z2 — 21 — la),

0 =maZs — mag + ka(22 — 21 — la),
ktore mozna zapisa¢ w postaci wektorowej

k1 + ko ko kily — kalo

Z1 m my 21 g+ m

_ 1 1 1 Az, T

Ol AT Gl ISR
meo ma ma

Widaé stad, ze rownania ruchu tworza uktad liniowych réwnan niejednorodnych.
W pierwszym kroku rozwiazemy uklad réwnan liniowych (jednorodnych) otrzymany
przez polozenie b = 0 w (S2.1):
7= AZ. (S2.2)

Podobnie jak w rozwiazaniu zadania 2 dokonamy zamiany zmiennych 21, 29 na takie zmie-
nne, w ktorych uktad (S2.2) rozpada sie na dwa niezalezne réwnania rézniczkowe. Trudno



jednak bedzie znalezé tu odpowiednie zmienne w prosty sposob (tak jak w rozwiazaniu
zadania 2) i dlatego tez w tym celu bedziemy musieli znalezé wartosci wlasne i wektory
wlasne macierzy A.

Zapisujac macierz A w prostszy sposob:

—a b
c —c
gdzie a,b,c > 0, otrzymujemy réwnanie na wartosci wlasne A tej macierzy

0 = det (—ac— A _Cb_ A) =X+ (a+c)A+ (a—b)e

Wyrdznik tego réwnania
A= (a+c)? —4(a —b)c = (a — c)* + 4bc
jest dodatni (bo b, ¢ sa dodatnie) i mniejszy od (a + ¢)? (bo réznica a — b = ki/m1 i c sa

dodatnie). W konsekwencji otrzymujemy dwie rézne i ujemne wartosci wlasne macierzy

A:

- ++/(a+¢)2 —4(a —b)c — (a +¢) _
* 2

1 ki +k ko \2 k1 k ki +k k
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- (52.3)

Zatem wektor wlasny 51 = (si1, S42) macierzy A o wartosci wlasnej AL spelnia réwnanie

o L) ()
=0
c —c— At S49

Ale macierz powyzej jest osobliwa, wobec czego dla znalezienia wektora s+ wystarczy
rozwigza¢ réwnanie
cs+1 — (c+ Ax)s42 =0,

= (2) = () - (M)

Jesli wiec do uktadu réwnan (S2.2) podstawimy wektor Z przedstawiony w postaci

skad mamy

Z=5uy +5 u_,
gdzie (u4,u_) sa nowymi zmiennymi, to uklad ten przyjmie prosta postaé

. 2
Uy = —W Uy,
i = —w?u_,
wobec czego tatwo jest wypisaé ogblne rozwigzanie tego uktadu i wyrazié je za pomoca
wyjsciowych zmiennych (z1, 2z2).



Znajdziemy teraz szczegolne rozwiazanie uktadu niejednorodnego (S2.1). Rozwazany
przez nas uktad fizyczny powinien mie¢ potozenie réwnowagi i w zwiazku z tym powinno
istnie¢ rozwiazanie ukladu (S2.1) postaci z; = const. i z5 = const.. Podstawiajac tak
zapostulowane rozwiazanie do (S2.1) otrzymujemy

0= AZ+b,
skad mamy rozwiazanie postaci
Z=—A""b.
Ogolne rozwiazanie rownan ruchu (S2.1) mozna przedstawi¢ w postaci sumy ogolnego
rozwiazania uktadu jednorodnego (S2.2) i znalezionego przed chwila szczegdlnego rozwia-

zania ukladu niejednorodnego (S2.1). Wyrazajac te dwa ostatnie rozwiazania w postaci
jawnej otrzymujemy ogoblne rozwigzanie réwnan ruchu:

k
21(t) = (é - wi) (Asin(wyt) + Bcos(wyt))+
+ (T]:L—QZ - w%) (Csin(w_t) + D cos(w-_t)) + g%lmz + 1,
2o(t) = T]:L—QQ(A sin(w4t) + B cos(wt) + Csin(w_t) + D cos(w_t))+
mi—+mg = My
+9(T + 172) 1+ b,

gdzie wy > 0 dane sa wzorem (S2.3), a A, B, C'i D sa dowolnymi stalymi.
Ruch uktadu jest wiec superpozycja drgan z czestotliwosciami wi wokdl potozenia
réwnowagi.

O

Zadanie S3. Punkt materialny P o masie m porusza sie w polu sity elastycznej F =
—kzé, (k > 0 jest stata) po krzywej I' danej warunkami f;(z,vy, z) = (z/l) —cosh(z/l) = 0,
gdzie [ > 0 jest stala o wymiarze dtugosci, i fo(x,y,2) = y = 0. Znalez¢ ruch punktu
postugujac sie catka energii.

Wskazowka. Rozwiazujac zadanie mozna wzorowaé sie na rozwigzaniu zadania 3 z ni-
niejszych ¢wiczen oraz na rozwiazaniu zadania 1 z éwiczen wykladowych nr 5 (wahadto
cykloidalne).

Szkic rozwigzania. Na punkt materialny P dzialaja: silta elastyczna bedaca sita potencjalng
i sity reakcji niezaleznych od czasu wiezow. Wynika stad, ze catkowita energia E punktu
jest wielkoscia zachowang.

W stosunku do zadania 3 punkt P podlega tu dodatkowemu warunkowi wiezéw y = 0,
co pozwala nam latwo skorzysta¢ z wynikow tego zadania. I tak: jako (bezwymiarowej)
wspolrzednej na krzywej I' uzyjemy parametru a:

z(a) la
Roar— yla) ]| = 0 eR3
z(a) [ cosh «

(patrz (3.1)), a catkowita energia punktu P wyraza sie wzorem

12 kl?
E = mT cosh?a a? + > cosh?a (S3.1)



(patrz (3.2) i (3.3)). Wida¢ stad, ze minimalna wartoé¢ energii to E = kI2/2 — przy tej
wartosci punkt P spoczywa w potozeniu a = 0. W konsekwencji z ruchem punktu P mamy
do czynienia, gdy
P
2

Z réownania (S3.1) mamy

L v/ml cosh « 4
\/2E — k2 cosh?a

Odcatkowujac obie strony tego réwnania po czasie otrzymujemy

Lt —to) /ml cosh « d U=/ %sinha
V2E — kI2 cosh®a du = \/% cosh o do

_/m du _/m .
= ? \/T—Qﬂ = Z arcsin u.

Definiujac
k
w=1/—
m

i stosujac rozumowanie przedstawione w rozwiazaniu zadania 1 z ¢wiczennt wyktadowych nr
5 otrzymujemy zaleznosé
u(t) = sin (w(t — to))

obowiazujaca dla kazdego ¢t € R, skad mamy

a(t) = arsinh < % sin (w(t — to))>.
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