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Jak zmienia sie lagranzjan L(q;, ¢;,t) i rownania Lagrange’a drugiego ro-
N) przy przejsciu do wspotrzednych

Zadanie 1.
dzaju zapisane we wspotrzednych (¢;) (i = 1,2,
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Od przedostatniego rOwnania odejmijmy teraz stronami réwnanie ostatnie
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Poniewaz dla kazdego ¢, (1.1) jest transformacja wspolrzednych, wiec macierz pochod-

(jtgi gi). (1.4)

nych (OF;/0Qk) jest nieosobliwa. To za$ oznacza, ze
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Plynie stad nastepujacy wniosek: transformacja wspotrzednych (1.1) nie zmienia réw-
nani Lagrange’a pod warunkiem, ze lagranzjan L zalezny od nowych wspélrzednych zo-

stal otrzymany z lagranzjanu od starych wspotrzednych przez zamiane zmiennych (1.1) i
(1.2). O

Zadanie 2. Kartezjanski uktad wspohrzednych (2)), (i = 1,2, 3) obraca si¢ wzgledem
kartezjariskiego uktadu wspotrzednych (z;), (7 = 1,2,3) ze stala predkoscia katowa o w
taki sposob, ze w pewnej chwili czasu 0§ O’ X’ pokrywa sie z osig OX, 0§ O'Y’ z osig OY,
a o O'Z' z osia OZ. Przyjmujac, ze uklad (x;) jest uktadem wspolrzednych pewnego
uktadu inercjalnego U, wyrazi¢ we wspolrzednych (z}) lagranzjan punktu materialnego P,
swobodnego w uktadzie U.

Rozwigzanie. Niech (w;) beda sktadowymi predkosci katowej & (w obu uktadach (2}) i (z;)
sktadowe & sa takie same). Rozwazmy macierz 0 wymiaru 3 x 3, ktorej sktadowe maja

postac
Qir = Y _ €k,
J
gdzie €;; jest symbolem calkowicie antysymetrycznym uzywanym do zapisania iloczynu

wektorowego.
Zwiazek pomiedzy wspohrzednymi (z;5), a (x},) jest postaci

T = Z[exp(Qt)]ik:cﬁg, (2.1)

k

gdzie macierz exp(€2t) jest macierza 3 x 3 zdefiniowana jak nastepuje:

_ o~ (Q0)"

exp(Qt) =1+ nzzl .
(1 jest tu macierza jednostkowa 3 x 3). Z geometrycznego punktu widzenia, macierz
exp(£2t) jest macierza obrotu wokol przechodzacej przez poczatek uktadu wspohrzednych
osi 0 zwrocie i kierunku zadanym przez & o kat |d|t.

Widaé stad, ze transformacja wspotrzednych jest transformacja typu (1.1). Do znalezie-
nia szukanego lagranzjanu mozemy zatem zastosowaé¢ wyniki zadania 1 — skoro lagranzjan
swobodnego punktu materialnego o masie m ma we wspotrzednych (x;) posta¢

. m - m ..
L(w;, &) = 5332 =3 > bijii, (2.2)
ij

wiec dla rozwigzania zadania wystarczy jedynie wyrazi¢ wystepujace powyzej pochodne
(i) za pomoca wspohrzednych (2%) i ich pochodnych (7).
Z rownania (2.1) mamy

=) <%[6Xp(ﬂt)]m)w§c + D _lexp(Q)]ind} (23)
k

k



7 drugiej strony, w zapisie macierzowym

d

— exp(Qt) = exp(2t)Q,
dt

skad wynika, ze

%[exp(@t)]ik = ;[exp(Qt)]ﬂQlk = ;[exp(ﬂt)]ileljkwj.

Wstawiajac ten rezultat do (2.3) uzyskujemy

2= [exp(Qt)|aepwizy, + > [exp(Q)]ud] = Y [exp(Qt)]a( > | ejpwjah + ) =

ljk ] l i
=D _lexp(@0)]a((@ x )i +i7) = D _[exp(@0)]u(@ x &' + ')
l

l

Podstawienie powyzszego wyniku do (2.2) daje

L(a!, i) = % 3 8ilexp(Q)]a(@ x & + &) [exp(Q)) (@ x & + &)y =
ijkl
= T dilexp(Q)]ulexp(QW)ju(@ x & + &)@ x & + ).
ijkl

Kazda macierz A obrotu spelnia warunek

Z 0ij A Aji = ki,

tj

zatem

L(x),d%) = T;%:ékl(w T NG ) T = D@ T ) =

- %(:’z’)Q (@ x &7 + %(w x )2 (2.4)

Wiadomo, ze w nieinercjalnym uktadzie odniesienia opisanym wspotrzednymi (:c;) na
swobodny punkt materialny beda dziala¢ dwie sily pozorne: sita Coriolisa i sita odsrod-
kowa. W lagranzjanie (2.4) sktadnik m(d x Z')Z" jest uogdlnionym potencjatem sity Co-

riolisa, a sktadnik % (i x 27 )2 potencjatem sity odérodkowe;. O]

Zadanie 3. Na punkt materialny P o masie m dziala jednorodna i stala w czasie sita
ciezkosci F = mg, a jego ruch jest ograniczony do krzywej I' zawartej w pionowej plasz-
czyznie. Na krzywej I istnieje wspotrzedna u taka, ze rownanie ruchu punktu P zapisane
przy uzyciu tej wspotrzednej ma postaé réwnania oscylatora harmonicznego

ati + bu = 0, (3.1)

gdzie a i b sa stalymi dodatnimi. Znalezé krzywa I' (tzn. podac jej opis parametryczny).



Rozwigzanie. Wprowadzmy uktad wspotrzednych kartezjanskich tak, ze jego o§ OZ jest
pionowa i zwrocona ku gorze, a krzywa I' zawiera sie w ptaszczyznie XOZ. W tej sytuacji

F = —mgé,, (g > 0 jest stala), a krzywa I' moze by¢ sparametryzowana za pomoca
wspoélrzednej u, o ktérej mowa w tresci zadania, w nastepujacy sposob:
(u) f(u)
[ur,ug) Surs ly(u) | = 0 | eR3, (3.2)
z(u) h(u)

gdzie f i h sg nieznanymi funkcjami. Rozwiazanie zadania bedzie rownoznaczne ze znale-
zieniem jawnej postaci tych funkcji.

W celu znalezienia funkcji f i h wyrazimy za ich pomocg lagranzjan i réwnanie ruchu
punktu materialnego P. Mamy

f:%%:f’u, y =0, Z:%%:h'a,
gdzie prim oznacza pochodng po u. Zatem energia kinetyczna
Tluyi)) = 5 (& + 3 + 2) = T (7 (w) + h?(w))i
7 drugiej strony energia potencjalna punktu P w polu sity ciezkosci to
V(u) = mgz = mgh(u).
Lagranzjan przyjmuje wiec postaé
L(u,4) = %(f’2 + ")a? — mgh.
Wypiszmy teraz réwnanie ruchu wynikajace z tego lagranzjanu
% =m(f?+h?)i,
%% =m(f? + h?)0* +m(f? + h'?)i,
gﬁ = %(f’2 + W a* — mgh'.
Mamy stad
= %g—z - % =m(f?+ )i + %(f’2 + W) 02 + mgh'. (3.3)

Zgodnie z trescia zadania powyzsze rownanie ruchu powinno mieé¢ postaé¢ (3.1). W
szczegblnosci w powyzszym réwnaniu nie powinno byé czlonu z pochodng 4. Jedynym
sposobem na wyeliminowanie tego czlonu jest natozenie warunku

(f2+ 12 =0, (3.4)

co oznacza, ze funkcja 2+ h'? jest stata. Stala ta jest nieujemna, bo jest suma kwadratow
i, co wiecej, nie moze byé¢ réwna zeru, gdyz oznaczaloby to zerowanie sie obu pochodnych
f'1 k', ato z kolei znaczyloby, ze u nie jest wspolrzedna na krzywej I'. Zatem

2+ n?=c? (3.5)



dla pewnej dodatniej statej C.
Widaé¢ wiec, ze po nalozeniu warunku réwnanie (3.3) upraszcza sie do postaci

mC?i + mgh' = 0.
Aby ta postaé byta zgodna z (3.1) pozostaje jedynie zapewnié, ze
dh

mgh’' = mg— = bu,
du
gdzie b jest dowolng stata dodatnia. Zatem
b 2 B 2
= — D = — D .
h(u) 2mgu + F U+ (3.6)

— D jest tu stala calkowania, a B = b/mg dowolna stala dodatnia.
Korzystajac z wlasnie otrzymanego wyniku i réownania (3.5) znajdziemy teraz jawna

postaé funkeji f:
d
f = —d‘i = +v/C? — B2u? (3.7)

Calkujac obie strony po u otrzymujemy

flu) = i% (Bum + C? arcsin %) + E, (3.8)

gdzie FE jest stala catkowania.

Podsumowujac, krzywa I' jest opisana w sposéb parametryczny wyrazeniem (3.2), w
ktorym funkcje f i h maja posta¢ (3.8) i (3.6), gdzie B, C to dodatnie state dowolne, a D
i E to stale dowolne. Dodajmy jeszcze, ze z rownania (3.7) wynika, ze maksymalny zakres
wspohrzednej u to [-C/B,C/B].

Na tym mozna by skonczyé rozwigzanie zadania, wypadaloby jednak zidentyfikowaé
krzywg I'. Bioragc pod uwage maksymalny zakres wspotrzednej u wprowadZmy zmienng A
w nastepujacy sposob:

C .
u= 5 sin(\/2), X € [-m, ). (3.9)

Podstawiajac powyzszy wzor do (3.8) otrzymujemy

FO) = j:% (c sin()\/2)\/ 02 — O2sin?(\/2) + C2 arcsin(sin()\/Q))) ‘E=

C? C?
— w powyzszych przeksztalceniach wykorzystalismy (i) fakt, ze funkcja odwrotna do funk-
cji sinus ograniczonej do przedziatu [—m /2, w/2] jest arcus sinus oraz (i) dodatniosé¢ funkeji
cos(A/2) dla obowiazujacego zakresu zmiennosci parametru A.
Podstawiajac (3.9) do (3.6) uzyskujemy
c? ., C? C? C?
= — i 2 D=—(1- D=—— — 4+ D A1

h(\) 57 St (A\/2) + 4B( cos \) + 4Bcos)\+4B+ , (3.11)

gdzie w drugim kroku wykorzystaliSmy tozsamosé

1 —cos\

sin?(\/2) = 5



Poniewaz D jest stala dowolna, wiec mozemy ja zapisa¢ w postaci D = D' — C?/(2B).
Przy takim zapisie wyrazenie (3.11) wyglada nastepujaco:

C2
h(A) = ——=(1+cos\) + D, (3.12)
4B
gdzie D' jest stala dowolna.
Ostatecznie na podstawie wzorow (3.9), (3.10) i (3.12) otrzymujemy nastepujacy para-
metryczny opis krzywej I'

z(N) ta(A+sin\) + E
[-m, w3 A—= [y(\) | = 0 € R3,
2(A) —a(l+cosA)+ D’

gdzie a = C2?/(4B) jest dowolng stata dodatnia, a D’ i E sa statymi dowolnymi.

Widag¢ stad, ze krzywa I" to cykloida, o osi symetrii réwnolegtej do osi OZ, zwrocona
“garbem” ku dotowi (poréwnaj z zadaniem nr 1 z éwiczenn wyktadowych nr 5).

Mozna zatem powiedzieé, ze cykloida jest jedyna krzywa, na ktérej jednorodna, stata
w czasie sila ciezko$ci oraz sila reakcji generujg rownanie ruchu oscylatora harmonicznego.
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