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Wprowadzenie

Zanim przejdziemy do przyktadéw, zgromadzimy najwazniejsze wzory i podstawowe wiadomosci, ktére beda
nam potrzebne. Przedstawione tu informacje moga na poczatku wydawaé sie¢ niejasne, rozwiazania przykla-
dowych zadan powinny jednak uczynié¢ je bardziej przystepnymi. Dokladniejsze oméwienie tych zagadnien
znalez¢ mozna w notatkach z wyktadu.

Zakladamy, ze mamy do czynienia z brylami sztywnymi o ciaglym rozkladzie masy. Symbolem |, p oznaczac
bedziemy catkowanie po calym obszarze bryly B. W przypadku bryl o dyskretnym rozkladzie masy (np.
uklad mas punktowych sztywno polaczonych niewazkimi pretami) nalezaloby uzy¢ innych wzoréw, w ktérych
calki zostalyby zastapione przez sumy; nie bedziemy sie tu jednak zajmowaé takimi brylami.

Srodek masy bryly sztywnej B to — jak wiemy z wykladu — pewien wyrdzniony punkt, odgrywajacy
kluczowa role w opisie ruchu bryly. Jest on zdefiniowany jako punkt, ktérego wektor wodzacy rsy (wzgledem
dowolnego, arbitralnie wybranego uktadu wspélrzednych) dany jest wzorem

1
rsm = —/ rdm. (W1)
m.JB

m jest tu calkowitg masa bryly, dm — elementem masy bryly, zas r — wektorem wodzacym wskazujacym
polozenie danego elementu masy. Element masy dm obliczamy na rézne sposoby w zaleznoéci od tego, z bryla
jakiego wymiaru mamy do czynienia. Dla przyktadu, w przypadku tréjwymiarowym mozna go przedstawié
w postaci dm = o(r)dV, gdzie o(r) jest funkcja opisujaca gestosé bryly B, zas dV — elementem objetosci
bryly; catka po prawej stronie (W1) jest wowczas caltka potréjna. We wspdlrzednych kartezjanskich o(r) =
o(z, y, z) oraz dV = da dy dz. Réwnanie wektorowe (W1) we wspolrzednych kartezjaniskich réwnowazne jest
uktadowi trzech réwnan skalarnych

1
rsmMo = —/wdm,
mJp
1
YsM = —/ydm, (W2)
mJp
1
ZSM = —/zdm
mJp

Wyznaczaniem $rodka masy zajmiemy sie¢ w przyktadzie 3.

Moment bezwladnosci bryly B wzgledem ustalonej osi k dany jest wzorem

I = / p*dm, (W3)
B

w ktérym dm oznacza, jak poprzednio, element masy bryly, zas p — jego odlegtosé¢ od osi k. Nalezy uwazaé, by
nie pomyli¢ wielkosci g, czyli gestosci trojwymiarowej bryly, z oznaczang tu podobnym symbolem odlegloécia
p. Obliczaniu momentu bezwladnosci poswigcony jest przyktad 1.

Twierdzentie Steinera wiaze ze soba wartoSci momentéw bezwladnoéci bryly wzgledem dwéch réznych
osi, spelniajacych okreslone warunki. Niech Iy bedzie momentem bezwtadnosci bryly B wzgledem dowolnej
osi k przechodzacej przez $rodek masy tej bryly, zas I — momentem bezwladnosci bryly B wzgledem innej
osi, réwnoleglej do k. Wowcezas

I = Iy +md?, (W4)



gdzie m jest masa bryly, d natomiast — odlegtoScig miedzy osiami. Nalezy tu zwrdci¢ uwage na dwa wazne
zalozenia: osie musza by¢ réwnolegle, a jedna z nich, zwigzana z momentem bezwladnosci Iy, musi prze-
chodzié przez $rodek masy bryly. Jesli choé¢ jeden z tych warunkéw nie zachodzi, réwno$é (W4) nie jest
spelniona. Dowdd twierdzenia Steinera podany zostanie na wykladzie, a z jego wykorzystaniem zetkniemy
sie w przyktadzie 1.

Tensor momentu bezwladnosci bryly B w ustalonym ukladzie wspoélrzednych mozna zapisa¢ w postaci
macierzy

Iww Ia:y Ixz
I= Iz Iyy 1Iy.|, (W5)
sz Izy Izz
ktorej elementy macierzowe dane sa wzorem
I = / (rzéij —rir;) dm, i, j=x,v, 2. (W6)
B

W wyrazeniu tym, jak zwykle, r = /22 + y2 + 22 jest dlugosdcia wektora wodzacego, natomiast r, = x,
ry =y ir, =z to jego wspbirzedne. Symbolem J;; oznaczamy tzw. delte Kroneckera, zdefiniowana wzorem

ij =

1 dvi— i
LY (W7)
0, gdyi#j.
Wzér (W6) wyglada na dosyé skomplikowany, jednak w istocie pozwala bardzo latwo obliczyé poszczegdlne
elementy macierzowe (W5). Oto one:

Im:fB (y2+22) dm, Izy:—fB:cydm, Izz:—fozdm,
Iy = = [gyadm, Iy = [ (2* +2%) dm, Iy = = [pyzdm, (W8)
Ly =— [pzxdm, Ly =— [ zydm, L. =[5 (2 +y?) dm.

Jak wynika z (W8) (oraz oczywiscie z (W6)), tensor momentu bezwladnosci jest symetryczny: I;; = Ij;.

Tensor jest obiektem geometrycznym, czyli niezaleznym od ukladu wspoélrzednych, macierz natomiast jest
»brzedstawieniem” tensora w konkretnym ukladzie wspolrzednych. Sytuacja jest tu analogiczna jak w przy-
padku wektoréw: wektor to abstrakcyjny, niezalezny od ukladu wspélrzednych obiekt, mozemy jednak po
wybraniu pewnego konkretnego uktadu wspoétrzednych zapisaé¢ sktadowe wektora w tym uktadzie; gdy przej-
dziemy do innego ukladu (np. obracajac osie wyjsciowego ukladu), sktadowe wektora zmienia sie, choé
pozostanie on tym samym wektorem. Wzory (W8) zadaja skladowe tensora momentu bezwladnosci (W5)
w pewnym uktadzie wspélrzednych, ktéry musimy wybra¢ na samym poczatku, zanim przystapimy do ob-
liczania calek. Przejécie do innego ukladu wspélrzednych spowoduje, ze bedziemy zmuszeni skorzystaé ze
wzoréw (W8) jeszcze raz, by policzy¢ skladowe tensora w tym nowym ukladzie wspolrzednych (zamiast liczyé
skltadowe od nowa, mozemy tez poddaé¢ macierz tensora w starym ukladzie odpowiedniej transformacji).

Na wykladzie udowodniono, ze dla dowolnej bryly sztywnej B wirujacej wokot ustalonego punktu O istnieje
pewien szczegdlny, wyrdzniony uktad wspélrzednych, w ktérym tensor momentu bezwladnosci ma wyjatkowo
prosta postaé — jest diagonalny:

I, 0 0
I=|0 1, 0. (W9)
0 0 L

Osie tego wyroznionego uktadu nazywamy osiami glownymi brylty B wzgledem punktu O, za$ wielkoéci I,
I, i1, — gtéwnymi momentami bezwladnosci. Znalezienie osi i momentéw gléwnych wymaga zatem zdiago-
nalizowania macierzy tensora momentu bezwladnosci I, wyznaczonej dla dowolnego uktadu wspoétrzednych.
Diagonalizacja tej macierzy przebiega w dwéch krokach:



a) wyznaczenie wartosci wlasnych macierzy I

Szukamy rozwiazan rownania charakterystycznego macierzy I, czyli rGwnania

det (I — A1) =0, (W10)

w ktérym det oznacza wyznacznik, 1 — macierz jednostkowa 3 X 3, A za$ jest liczba. Lewa strona
réwnania (W10) jest wielomianem trzeciego stopnia w A, w ogdlnym przypadku réwnanie to bedzie
wiec mialo trzy rozwiazania A;, ¢ = 1, 2, 3, nazywane wartosciami wiasnymi macierzy L. Liczby te sg
wlasdnie szukanymi gtéwnymi momentami bezwtadnosci.

b) wyznaczenie wektoréw wlasnych macierzy I

Dla kazdej ze znalezionych w poprzednim punkcie wartosci wtasnych \; zapisujemy réwnanie

i rozwiazujemy je, wyznaczajac wektor w;, nazywany wektorem wlasnym macierzy I zwiazanym z war-
toécig wlasna A;. Otrzymane w ten sposob trzy wektory w;, i = 1, 2, 3, zadaja osie gléwne bryty.

W przypadku, gdy dwie lub trzy sposréd wartoéci wlasnych \; sa sobie réwne, réwnania (W11) nie
wyznaczaja osi gléownych jednoznacznie i mamy wtedy pewng dowolno$¢ w ich wyborze. Nauczymy sie
radzi¢ sobie z takimi sytuacjami w przyktadzie 2.

Znajdowanie tensora momentu bezwladnosci oraz osi i momentéw gtéwnych bryly sztywnej jest tematem
przykladéw 2. i 3.

Momenty bezwladnosci i tensor momentu bezwladnosci maja ogromne znaczenie dla opisu ruchu obrotowego
bryty sztywnej. Odgrywaja one w tym opisie role analogiczna do roli masy w opisie ruchu postepowego.
Zagadnienia zwigzane z dynamika ruchu obrotowego beda jednak poruszane na nastepnych zajeciach. Tym
razem skupimy sie na ¢wiczeniu obliczania momentow bezwladnosci i tensora momentu bezwladnosci.

Zadania przyktadowe

Przyktlad 1.
Znalez¢ moment bezwladno$ci

a) jednorodnego cienkiego preta o masie m i dlugosci | wzgledem osi prostopadlej do preta i przechodzacej
przez jego srodek oraz wzgledem osi prostopadlej do preta i przechodzacej przez jeden z jego koncow,

b) jednorodnego tréjkata réwnoramiennego o masie m, ramieniu b i kacie pomiedzy ramionami 23 wzgle-
dem osi prostopadtej do plaszczyzny tréjkata i przechodzacej przez wierzchotek pomiedzy ramionami,

c¢) jednorodnego n-kata foremnego o masie m i promieniu r wzgledem osi prostopadlej do plaszczyzny
wielokata i przechodzacej przez jego $rodek.

Rozwigzanie.

a) Pret jest cienki, zaniedbamy zatem zupelnie jego wymiary poprzeczne i potraktujemy go jak obiekt
jednowymiarowy — odcinek o dlugoéci [. Jednorodnoéé preta oznacza, ze jego gestosé liniowa A, czyli
masa przypadajaca na jednostke dlugosci preta, jest stata i réwna

=0 (P1.1)
l
Pret to odcinek prostej, zatem najproéciej bedzie wykonywaé obliczenia w kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych.



Zacznijmy od znalezienia momentu bezwtadnos$ci preta wzgledem osi obrotu przechodzacej przez jeden
z jego koncéw. Umiedémy pret w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, wzdiuz dodatniej potosi Oz,
tak, by koniec preta, przez ktéry przechodzi o$ obrotu, znajdowal sie w poczatku uktadu. O$ obrotu
lezy wowczas w plaszczyznie Oyz. Odlegtosé punktu preta o wspdlrzednej x od osi obrotu jest wiec
rowna p = z, element masy preta mozemy zas przestawic¢ jako dm = Adx. Zmienna x ma przebiegaé
caly pret, musi zatem zmienia¢ sie¢ w przedziale 0 < z < [. Moment bezwladnosci preta wzgledem osi
przechodzacej przez jego koniec, zgodnie ze wzorem (W3), wynosi wiec

! ! 1 3
Ikoniec = / P2 dm = / -'172 dm = )\/ LUQ de =\ £
0 0 0 3

W przedostatnim kroku wykorzystaliSmy definicje gestosci liniowej preta, podstawiajac A = m/L.

! 1

1 1m
SV E S SULTC N ) P1.2
.3 31 3" (P12)

Zajmijmy sie teraz osia przechodzaca przez srodek preta. Ponownie umie$émy pret w kartezjanskim
uktadzie wspoétrzednych, wzdtuz osi Oz, tym razem jednak w poczatku ukladu znajdowaé si¢ bedzie
srodek preta — dzieki temu o$ obrotu lezeé bedzie, jak poprzednio, w plaszczyznie Oyz. Odleglosé
punktu preta o wspélrzednej  od osi obrotu wynosi p = |z|, element masy preta jest ponownie réwny
dm = Adz. Zmienna = tym razem bedzie sie zmienia¢ w przedziale —1/2 < z < I/2. Szukany moment
bezwladnosci wynosi zatem

/2 1/2 1/2 23
ISM:/ ,02dm:/ xQdm:)\/ 22de =\
—1/2 —1/2 —1/2 3

—1)2

Zauwazmy, ze znajac jeden z wynikéw: (P1.2) lub (P1.3), mogliby$my znalezé drugi, korzystajac z twier-
dzenia Steinera. Skoro jednak mamy juz je oba, wykorzystamy je, by potwierdzi¢ prawdziwosé te-
go twierdzenia. Odlegloéé pomiedzy osiami, ktére rozwazalidmy, wynosi [/2. Podstawiajac w (W4)
I = Ixoniec, Lo = Ism oraz d = 1/2, dostajemy

l 2
Ikoniec = ISM +m (2> . (P14)

Wstawiajac teraz wartodci Ixoniec 1 Ism z (P1.2) 1 (P1.3), przekonamy sie, ze réwnosé (P1.4) rzeczywiscie
zachodzi.

Warto jeszcze raz podkredlié, ze moment bezwladnosci Iy we wzorze (W4) musi odnosié sie do osi
przechodzacej przez srodek masy bryty. Jesli, wracajac do naszego preta, wprowadzimy jeszcze jedna
oS obrotu, odlegla o np. 1/6 od kofica preta, moment bezwladnosci wzgledem tej osi nie bedzie sie r6znit
od Ixoniec 0 m(1/ 6)2. Mozemy jednak w takiej sytuacji zastosowaé twierdzenie Steinera dwukrotnie:
nowa oS jest odlegla od osi przechodzacej przez $rodek masy o 1/3, za$ o§ przechodzaca przez koniec
preta, jak juz wspomnieliSmy, o [/2, zatem moment bezwladnosci wzgledem nowej osi rézni si¢ od

Toniee 0 M ((z /2)% — (1l /3)2) = 5mi?/36.

Niech h bedzie wysokoscia tréjkata opuszczona na podstawe, woéwcezas h = b cos 8 (wzdr ten wynika
z prostych rozwazan geometrycznych). Z jednorodnosci tréjkata wynika, ze jego gestosé powierzchniowa
o, czyli masa przypadajaca na jednostke powierzchni, jest statla w kazdym jego punkcie i réwna

m

= Ptep (P1.5)

g

W mianowniku wykorzystaliémy znany z geometrii wzér na pole tréjkata réwnoramiennego.

Spojrzmy teraz na trojkat jak na sume nieskonczenie wielu odcinkow réwnolegtych do podstawy, o dtu-
gosciach rosnacych od 0 (wierzcholek) az do dlugosci podstawy. Dzielac tréjkat na takie odcinki,
bedziemy mogli kazdy z nich potraktowaé jak pret, ktérym zajmowaliSmy si¢ w punkcie a). Niech



x bedzie odlegtoscia danego odcinka od wierzchotka tréjkata, dtugosé tego odcinka jest wowczas réwna
[ = 2xtglB (ponownie jest to wniosek z prostej analizy geometrycznej). Odcinek traktowaé¢ mozemy
jak nieskonczenie cienki prostokat, przypiszmy zatem kazdemu z odcinkow taka samg nieskonczenie
malg szeroko$¢ dx. Masa takiego nieskoniczenie cienkiego prostokata jest oczywiscie iloczynem gestosci
powierzchniowej i pola jego powierzchni, wynosi wiec dm = oldz = 20z tgf da.

Niech dI(z) bedzie momentem bezwladnosci odcinka w odleglosci z od wierzcholka tréjkata wzgledem
interesujacej nas osi obrotu (czyli osi prostopadlej do plaszczyzny tréjkata i przechodzacej przez jego
wierzcholek). W punkcie a) znalezliémy moment bezwladnosci cienkiego preta wzgledem osi do niego
prostopadlej i przechodzacej przez jego $rodek masy — wzér (P1.3). O$ obrotu tréjkata jest, co tatwo
sobie wyobrazié, dla kazdego z odcinkéw réwnolegta do osi, dla ktérej wyprowadzili$my wzér (P1.3),
jest jednak wzgledem niej przesunieta o x. Korzystajac z twierdzenia Steinera, mozemy zatem zapisaé

dI(z) = <11212 + x2> dm = (112 (22 tgB)” + :c2> dm = <z1)’tg2ﬁ + 1) x? dm. (P1.6)

Moment bezwladno$ci jest addytywny — oznacza to, ze gdy podzielimy bryle na czesci, jej moment bez-
wladnosci wzgledem pewnej ustalonej osi jest sumg momentéw bezwladnodci wszystkich czesci wzgle-
dem tej osi. Tak wiec, szukany moment bezwladnoéci tréjkata obliczymy, dodajac do siebie momenty
(P1.6) poszczegdlnych odcinkéw, na ktére trojkat podzieliliémy. Odcinkéw tych jest nieskoniczenie wiele
i sa one numerowane ciggla zmienng x, sumowanie w tym przypadku bedzie zatem catkowaniem wzgle-
dem zmiennej x w przedziale od 0 do h (dla z = 0 otrzymujemy bowiem pierwszy skrajny odcinek,
czyli wierzcholek tréjkata, zas dla z = h — drugi skrajny odcinek, czyli podstawe tréjkata). Ostatecznie,
moment bezwladnosci trojkata wynosi

_ _ L o 2
I= /Bdl(a:) —/B<3tg ﬂ+1>x dm

h
/ (;tgzﬁ—i— 1) 2?2 (20xtgfdr) = 20tgl ( tg?f + 1) x3 dx
0

h4 4
20tgﬁ<tgﬁ+1)4= thﬁtgﬁ<tgﬁ+l)4
:mh2< tgﬁ+1)= (bcosﬁ) ( Qﬂ_l_l)

2 2
2
= % (;)sinzﬂ—kcosz ﬂ) = %me (1 — gsinz ﬂ) ) (P1.7)

W tym dosy¢ dlugim rachunku wykorzystalismy wyprowadzone wczesniej wzory na dm, o i h oraz
tozsamodci trygonometryczne.

Geometria uczy, ze na n-kat foremny mozna patrze¢ jak na sume n identycznych trojkatéw rownora-
miennych. Trojkaty te maja wspélny wierzcholek w srodku wielokata, o§ obrotu przebiega zatem przez
wierzchotek kazdego z trojkatéw. Najprostszym sposobem obliczenia szukanego momentu bezwtadnosci
wielokata bedzie zatem podzielenie go na takie identyczne tréjkaty réwnoramienne, obliczenie momen-
tu bezwladnosci kazdego z nich za pomoca wyrazenia (P1.7), a nastepnie dodanie tak otrzymanych
wynikow.

W przypadku kazdego z tréjkatéw ramie ma dlugosé r, kat pomiedzy ramionami jest réwny 25 = 27 /n,
masa za$ wynosi m/n. Trojkaty sa identyczne, wiec sumowanie ich momentéw bezwladnosci polega po
prostu na pomnozeniu momentu bezwtadnosci jednego z nich przez liczbe tréjkatow, czyli n. Tak wiec,
na mocy wzoru (P1.7) moment bezwladnosci n-kata wynosi

1 2 1 2
T=n-"02(1-Zsn?T) = ;e (1— Zsin " ). (P1.8)
n n 2 3 n



Na koniec zwroémy jeszcze uwage na fakt, ze n-kat foremny w granicy n — oo dazy do kota. Moment
bezwladnoéci jednorodnego dysku o masie m i promieniu r wynosi zatem

1 2 1
Taysk = nli_)n;ol = nh—>Holo imTQ (1 ~3 sin? Z) = imr2. (P1.9)

Ten sam wynik zostal otrzymany na wyktadzie bardziej bezposrednim sposobem.

Przyktlad 2.
Rozwazmy jednorodny szescian o masie m i boku a, obracajacy sie wokol jednego ze swoich wierzchotkéw.
Znalezé

a) tensor momentu bezwladno$ci sze$cianu w ukladzie wspdtrzednych, ktérego osie sa réwnolegle do
krawedzi szedcianu,

b) osie gléwne szeScianu i odpowiadajace im gléwne momenty bezwladnodci oraz tensor momentu bez-
wladnosci w uktadzie osi gtéwnych.

Rozwigzanie.
a) SzeScian jest jednorodny, jego gestosé g jest wiec stala w calym jego obszarze i réwna ilorazowi masy
szescianu przez jego objetosé:
m
= —. P2.1
0= 3 (P2.1)

Element masy sze$cianu ma postaé¢ dm = odV.

Umie$émy szescian w kartezjanskim ukladzie wspélrzednych w taki sposob, by wierzcholek, wokdt
ktérego szedcian sie obraca, znajdowal sie w poczatku uktadu, za$ krawedzie szeScianu byty réwnolegle
do osi uktadu. Obszar szescianu jest wowczas opisany nieréwnoéciami

0 < =z < a,
0 < y < a, (P2.2)
0 < z < a.

Calki po obszarze szescianu beda zatem mialy postaé

/dV :/ dx/ dy/ dz. (P2.3)
B 0 0 0

Poszczegdlne sktadowe tensora momentu bezwtadnosci I szedcianu znajdziemy, korzystajac ze wzoréw
(W8). Zacznijmy od skladowej I,,; jest ona dana przez

Imz/(y2—|—z2)dng/ dsc/ dy/ dz(y2+z2)
B 0 0 0

:g/ dx/ dy/ dzy2—|—g/ dx/ dy/ dz 22 (P2.4)
0 0 0 0 0 0

Jest to suma dwoéch catek potréjnych, z ktérych kazda mozna przedstawié¢ jako iloczyn trzech calek
pojedynczych. Pierwsza z calek w (P2.4) daje

a a a a a a 1 1 m 1
Q/ dx/ dy/ dzy? =op (/ d:c) (/ y2dy> (/ dz) = —oa® = 7—3(15 = -ma®.  (P2.5)
0 0 0 0 0 0 3 3a 3

Druga calka po prawej stronie (P2.4) ma taka sama warto$¢ na mocy symetrii: ze wzgledu na szcze-
gblnie prosta postaé (P2.3), zastepujac w wyrazeniu podcalkowym po lewej stronie (P2.5) y? przez 2>



otrzymamy taki sam iloczyn trzech calek pojedynczych z ta jedynie réznica, ze role catki po dy bedzie
teraz odgrywala calka po dz i vice versa; wynik obliczen nie zmieni sie jednak. Tak wiec

1 1 2
I.n = —ma® + —ma® = “ma®. P2.6
3 * 3 3 ( )
Na mocy symetrii pozostate dwie skladowe diagonalne, I, i I,,, muszg mie¢ taka sama postac. Naj-
tatwiej sie o tym przekonaé, stosujac ten sam argument, ktérym postuzylidémy sie przed chwila: dzieki
symetrii (P2.3), zamieniajac rolami zmienne z, y i z w funkcjach podcatkowych wzoréw na I, Iy,
iI,. (W8), nie zmienimy postaci calek, wszystkie musza zatem mieé¢ taka sama warto$é. Dochodzimy

w ten sposéb do wniosku, ze
2
Ly=1,=1.= gmaz. (P2.7)

Czytelnik majacy problem ze zrozumieniem przytoczonego tu argumentu opartego na symetrii powinien
obliczy¢ sktadowe I, i I, bezposrednio, korzystajac ze wzoréw (W8), i poréwnac kolejne kroki obliczen
z rachunkami (P2.4) i (P2.5).

Przejdzmy teraz do sktadowych pozadiagonalnych. Pierwsza z nich ma wartosé

Imy:f/mydm:fg dx/ dy/ dzzyg(/ xdx) (/ ydy) </ dz)
B 0 0 0 0 0 0
_ L1

1 1m 4

Wszystkie pozostale elementy pozadiagonalne maja, na mocy symetrii, taka sama warto$¢ — argumen-
tacja jest tu podobna, jak poprzednio.

Mamy juz wszystkie skladowe szukanego tensora momentu bezwladnosci. Zbierajac otrzymane wyniki,
mozemy przedstawié¢ ten tensor w wybranym przez nas ukltadzie wspotrzednych jako macierz

2 2 1 2 1 2

gma 71777,(1 7Zma 1 8 -3 -3
I = |-ima®> Z2ma® —1ima®| = ﬁma2 -3 8 -3|. (P2.9)
—ima? —ima®  Zma? -3 -3 8

Zwrdémy uwage, ze — zgodnie z oczekiwaniami — macierz ta jest symetryczna.
Na poczatku wprowadZzmy pomocnicze oznaczenie

1 2
p=gma. (P2.10)
Wyznaczona przez nas przed chwila macierz (P2.9), reprezentujaca tensor momentu bezwladnosci sze-
$cianu w ukladzie wspolrzednych, ktorego osie sa rownolegte do krawedzi szeécianu, nie jest diagonalna.
Wynika stad, ze osie réwnolegte do krawedzi szescianu nie sa jego osiami gléwnymi. Gdy mamy juz
(P2.9), znalezienie osi gléwnych i gléwnych momentéw bezwladnosci szescianu jest jednak bardzo pro-
ste — wystarczy zdiagonalizowaé te macierz.

Zgodnie z tym, co powiedzieliémy we wprowadzeniu, w pierwszym kroku musimy znalezé wartosci
wlasne macierzy (P2.9), rozwiazujac réwnanie (W10). Mamy

8u  —3u —3u A0 O 8u—X\ —3u —3u
I—-A1=|-3u 8u —=3ul—10 X O = | =3u 8u—X =3u |, (P2.11)
—3u —3u 8w 0 0 A —3u —3u 8u—A
zatem
det (I— A1) = (21— A) (11— N)%. (P2.12)



Roéwnanie charakterystyczne (W10) przyjmuje zatem postaé

(2 —X) (11— N2 =0 (P2.13)
i ma pierwiastki
Te trzy liczby sa wladnie warto$ciami wlasnymi macierzy (P2.9), czyli gléwnymi momentami bezwlad-
nosci sze$cianu. Zwréémy uwage, ze dwa z nich sa sobie réwne.

Kolejny krok to znalezienie wektoréw wlasnych macierzy (P2.9), poniewaz — zgodnie z tym, co po-
wiedzieliémy we wprowadzeniu — to one okreslaja kierunki osi gléwnych szescianu. Wektory wtasne
wyznaczone sa przez réwnanie (W11), ktére musimy rozwiazaé niezaleznie dla kazdej z wartosci wla-
snych (P2.14).

Zacznijmy od A;. Dla A = A\; = 2p otrzymujemy

8 —2u —3u —3u 6 -3 -3
I-A1 = —3u 8u—2u  —3p =upul|-3 6 =3|, (P2.15)
—3u —3u 8 — 2 -3 -3 6

réwnanie (W11) przyjmuje wiec postaé

6 -3 3| |wis 0
wl=3 6 =3 |wy| = |0 (P2.16)
-3 -3 6] |wi 0

i jest rownowazne ukladowi trzech réwnan

2w, — Wiy — Wiz = 0,
—W1ig + 2wy — w1, = 0, (P2.17)

—Wiz — Wiy + W1, = 0.

Odejmujac od pierwszego z tych réwnan drugie, dostajemy wi, = wiy, co z kolei, w polaczeniu z pierw-
szym réwnaniem, prowadzi do wniosku wy, = wq,. Tak wiec, na mocy (P2.17) skladowe pierwszego
wektora wlasnego wy spelniaja

Wiy = Wiy = Wig- <P2.18)

Zwiazek ten wyznacza jednoznacznie kierunek wektora wi, nie okresla jednak jego zwrotu i dlugosci.
Zaleznosci (P2.18) sa spelniane przez nieskonczenie wiele wektoréw, np. (2, 2, 2), (=3, —3, —3); wek-
tory te réznia sie dtugoscia i zwrotem, wszystkie maja jednak wspolny kierunek. Nie jest to jednak
problem — interesuja nas przeciez kierunki osi gtéwnych, ktore sa réwnoleglte do kierunkéw wektordow
wlasnych; zwroty i dlugoéci tych wektoré6w nie maja znaczenia i mozemy je wybra¢ dowolnie. Zgod-
nie z powszechnie stosowana i wygodna konwencja przyjmiemy, ze wektor wi jest wersorem (czyli
wektorem o dlugosdci 1) o dodatnich sktadowych, czyli

(1 ! 1) L1 (P2.19)
w = T =y T =y T e = = ? I : :

' V3 V3T VB V3

Wersor ten wyznacza pierwszg z osi gtownych — jak widzimy, pokrywa sie ona z przekatna szescia-

nu przechodzaca przez wierzcholek, wokol ktérego szescian sie obraca. Moment gléwny bezwladnosci
zwigzany z ta osia jest rowny

1
I,=X\ =2u= émaQ. (P2.20)

Tyle tez wynosi moment bezwladnosci szescianu wzgledem tej osi.



PéjdZmy teraz dalej i wyznaczmy pozostale osie gléwne. Dwie wartosci wlasne z (P2.14), ktére nam
pozostaly, sg réwne: Ay = A3 = 11y, mamy zatem do przeanalizowania tylko jeden przypadek. Dla
A = Ay = 11y dostajemy

Su—11p —3u —3u -3 -3 -3
I-)A1 = —3u Sp—11p —3u =up|-3 =3 =3, (P2.21)
—3u —3u Su—11p -3 -3 -3

réwnanie (W11) ma wigc postaé

-3 =3 =3| |was
=3 =3 =3 |wyy| =
-3 =3 —=3| |wo,

(P2.22)

o O O

Formalnie jest to — jak poprzednio — uktad trzech réwnan na sktadowe wektora wso, tym razem jednak
wszystkie trzy rownania sa identyczne:

Wog + Way + Way = 0. (P223)

Roéwnanie (P2.23) nie wyznacza kierunku wektora wo w sposéb jednoznaczny. Zauwazmy, ze z réwnania
tego wynika, iz iloczyn skalarny wektorow wi i wo znika:

Istotnie, iloczyn ten wynosi
1 1 1 1
W1 - Wo = ﬁwgw + ﬁ’u@y + ﬁwzz = ﬁ (w21 + Way + wgz) 5 (P225)

zatem na mocy (P2.23) jest réwny 0. Jak wiemy, dwa wektory, ktérych iloczyn skalarny znika, sa do
siebie prostopadle. Tak wiec, réwnanie (P2.23) méwi, ze wektorem wlasnym wy moze byé dowolny
wektor prostopadly do wektora wi. Ze wzgledu na rownoéé wartosci wlasnych Ao = A3, w przypadku
trzeciego wektora wlasnego ws otrzymamy takie same rownania i dojdziemy do takich samych wnio-
skéw. Ostatecznie wiec, role dwoch pozostalych osi gléwnych moga pelni¢ dowolne dwie wzajemnie
prostopadle proste, ktére sa prostopadle do pierwszej osi gléwnej, okreslonej przez wektor (P2.19);
odpowiadajace tym osiom gléwne momenty bezwladnosci maja wartosé

11
I,=1I1=1lp= ﬁmaz. (P2.26)
Gdy znamy juz osie gtéwne i odpowiadajace im gtéwne momenty bezwladnosci, mozemy znalezé postaé
tensora momentu bezwladnodci w ukladzie osi gtéwnych, czyli w ukladzie wspdlrzednych okreélonym
przez wektory bazowe (w1, wa, w3). Nie wymaga to zadnych obliczen — zgodnie z tym, co méwilismy
we wprowadzeniu, w tym ukladzie tensor momentu bezwladnosci dany jest macierza

I, 0 0 ) 2 0 0
I=1|(0 I, O :Emcﬁ 0 11 0. (P2.27)
0 0 I, 0 0 11

Sytuacja, z ktora zetknelidmy sie w tym przykladzie, jest ogdlna: zawsze, gdy dwa sposrod momentdw
gltéwnych sa sobie réwne, za odpowiadajace im osie gléwne mozemy przyjaé¢ dwie dowolne osie pro-
stopadle do trzeciej osi gléwnej. Mozemy sformulowaé ogélniejsze twierdzenie, obejmujace wszystkie
mozliwe przypadki:



e wszystkie momenty gléwne sa rézne: I, # I, # I,
Wizystkie osie gléwne sa jednoznacznie okreslone (i automatycznie wzajemnie prostopadle). Znaj-
dujemy je tak, jak w tym przykladzie w przypadku osi okreslonej przez wektor wy.

e dwa momenty giéwne sa réowne: I, = I, # I,
Dwie osie gltéwne zwiazane z réwnymi momentami gtéwnymi sg dowolnymi osiami prostopadtymi
do trzeciej osi gtéwnej, ktora jest jednoznacznie wyznaczona. Z ta sytuacja mieliémy do czynienia
w tym przykladzie; spotykamy sie z nig réwniez wtedy, gdy bryla ma symetrie obrotowa wzgledem
osi przechodzacej przez punkt, wokét ktorego bryla sie obraca.

o wszystkie momenty gtéwne sg réwne: I, = I, = I,
Osia gléwna moze by¢ dowolna o$. Jest tak na przyktad w przypadku kuli i szeScianu obracajacych
sie wokot swojego $rodka masy.

Nie bedziemy tu dowodzié¢ tego twierdzenia.

Przyktlad 3.
Rozwazmy jednorodny bak o masie m w ksztalcie stozka o wysoko$ci h i promieniu podstawy r, obracajacy
sig wokot swojego wierzchotka. Znalezé¢

a) polozenie $rodka masy baka,

b) tensor momentu bezwladnosci baka w ukladzie wspdlrzednych, w ktérym o§ Oz pokrywa si¢ z osia
stozka,

c) osie gléwne baka i odpowiadajace im gléwne momenty bezwladnosci oraz tensor momentu bezwladnosci
w ukladzie osi gtéwnych.

Rozwiazanie.

a) Umie$émy stozek w kartezjanskim ukladzie wspélrzednych w taki sposéb, by jego wierzcholek znajdo-
wal sie w poczatku ukladu, o$ symetrii pokrywala si¢ z osig Oz oraz by stozek znajdowal si¢ w gornej
pélprzestrzeni (tzn. by wypelnial obszar, w ktérym 0 < z < h, nie za§ —h < z < 0). Polozenie $rodka
masy stozka w tym ukladzie, raym = (zsm, Ysm, 2sm), znajdziemy, postugujac sie wzorami (W2).

Stozek jest jednorodny, ma zatem stala gesto$é, réwna ilorazowi jego masy i objetosci:

m 3m

—_— . P3.1
%777"2h mr2h ( )

Q:

Jednorodno$¢ stozka prowadzi réwniez do wniosku, ze jego masa roztozona jest symetrycznie wzgledem
jego osi symetrii. Wynika stad, ze srodek masy stozka lezy na jego osi symetrii, czyli na osi Oz. Stad

rgm = Ysm = 0. (P3.2)

Do tego samego wniosku mozna réwniez doj$é, po prostu obliczajac xsy 1 ysm za pomocg wzordéw
(W2).

Zajmijmy sie teraz skladowa zgy. Na mocy trzeciego ze wzoréw (W2)

1
ZSMZ—/ zdng/ de:£/ zdaxdydz. (P3.3)
mJB m.JB m.JB

Zauwazmy, ze dla dowolnego ustalonego z € [0, h] przekrdj stozka plaszczyzna prostopadla do osi Oz
i przecinajaca te o w punkcie o wspoélrzednej z jest kotem o promieniu

R(z) = — (P3.4)



(wzo6r ten wynika z dosyé prostej analizy geometrycznej; warto zwrécié uwage, ze dla z = 0, czyli
w wierzcholku stozka, otrzymujemy R(0) = 0, za$ dla z = h, czyli dla podstawy stozka, dostajemy
R(h) = r, zgodnie z oczekiwaniami). Oznaczajac to kolo przez K(z), mozemy wiec napisaé

h
ZsM = ﬁ/ dzz/ dady. (P3.5)
m Jo K(z)

Ostatnia catka w tym wyrazeniu jest calka powierzchniowa po obszarze kola K(z) ze stalej funkeji
f(z, y) =1, daje wiec w wyniku pole kola K(z):

/K(Z) drdy = TR?*(2) = %2;2 (P3.6)
Otrzymujemy zatem
0 h 222 omr? h 3 orr?ht 3
ZSM:E/O e dZ:mh2/0 Zdz:thIZZh' (P3.7)

W ostatnim kroku skorzystalismy z (P3.1).

Tak wiec, abstrahujac od uktadu wspétrzednych, w ktérym wykonywaliSémy obliczenia, mozemy powie-
dzieé, ze érodek masy jednorodnego stozka o wysokosci h lezy na jego osi symetrii w odleglosci 3h/4
od jego wierzchotka.

Umie$émy ponownie stozek w kartezjaniskim ukladzie wspolrzednych w sposéb opisany w punkcie a).
Skladowe tensora momentu bezwladnosci wyznaczymy, korzystajac jak zwykle ze wzoréw (W8).

Zacznijmy od sktadowej I,,. Wyraza sie ona catka

I.= / (z° +¢°) dm = g/ (z® +y?) dV. (P3.8)
B B
Calke te najprosciej jest obliczyé we wspdlrzednych walcowych (p, ¢, z), zdefiniowanych réwno$ciami

T = p cos o,

y=psing, (P9)
z jak we wspolrzednych kartezjanskich

(nalezy uwazaé, by nie pomyli¢ symbolu g, oznaczajacego gestosé stozka, z symbolem p, oznaczajacym
jedna ze wspélrzednych walcowych). W tych wspdlrzednych

funkcja podcalkowa: 2 + y% = p?,
element objetosci:  dV = pdpdedz. (P3.10)

Calkowanie ma odbywa¢é si¢ po calym obszarze stozka, catka po dz ma wiec granice 0 < z < h; dla
ustalonego z calkujemy, jak w punkcie a), po kole w plaszczyZnie prostopadlej do osi Oz o promieniu
R(z), zdefiniowanym réwnoscig (P3.4), dlatego pozostale granice calkowania to 0 < p < R(z) oraz
0 < ¢ < 27. Otrzymujemy zatem

h 27 R(z) 3
I, = g/ prdV = g/ dz/ d(b/ dpp® = 1—Omr2. (P3.11)
B 0 0 0

Zajmiemy si¢ teraz sktadowymi I, i I,. Sktadowe te muszg by¢ sobie réwne — wynika to z symetrii:
gdy obrécimy uktad wspdtrzednych wokédl osi Oz o 90° w prawo, przeprowadzimy o$ Oz w o$ Oy, nie

11



zmieniajac jednak sytuacji fizycznej ze wzgledu na symetrie obrotowa stozka wokot osi Oz. Skladowe
I, i I,, maja interpretacje momentéw bezwladnosci wzgledem osi, odpowiednio, Oz i Oy, zatem ze
wzgledu na réwnowaznos¢ tych osi, ktérg przed chwilg wykazaliSmy, musi zachodzi¢ I, = Iy,.

Sktadowa I, dana jest wzorem

Low :/ (v +2%) dm:g/ (v* + 2%) dV:g/ y2dv+g/ 22dv. (P3.12)
B B B B

Pierwsza z catek po prawej stronie tego wyrazenia obliczymy, postugujac sie pewna sztuczka. Zauwazmy,
ze calke po prawej stronie wzoru na I, (P3.8), réwniez mozemy zapisa¢ jako sume dwéch calek, a jedna
z nich bedzie réwna calce, ktéra sie teraz zajmujemy. Ze wzgledu na symetrie obrotowa stozka obie
calki sktadowe (P3.8) beda réwne, obracajac uktad wspéhrzednych mozemy bowiem zamieni¢ zmienne
x i y rolami, nie zmieniajac bryty. Wynika stad, ze

3 2

1 1
g/ 22dV = g/ y2dV = fg/ (x2 +y2) dV ==1I,, = —mr~. (P3.13)
5 5 2° 2 20

Druga calke we wzorze (P3.12) mozemy obliczy¢ bezposrednio we wspo6trzednych walcowych:

h 2m R(z) 3
Q/ 22dV = Q/ 22 dz/ d(b/ dpp = =mh?. (P3.14)
B 0 0 0 3
Ostatecznie 5 3 3
Iy = Iy = Q—OmTQ + gth = 2—0m (7"2 + 4h2) . (P3.15)

Pozostaly nam jeszcze do wyznaczenia pozadiagonalne skladowe tensora momentu bezwladnoéci stoz-
ka. Sprawa bedzie prosta — dzieki symetrii wszystkie te sktadowe sa rowne zeru. Stozek ma symetrie
obrotowa, wzgledem osi Oz, jest on wiec w szczegdlnoséci symetryczny wzgledem plaszezyzn = = 0
oraz y = 0. Symetria wzgledem plaszczyzny = 0 prowadzi do wniosku, ze I,y = I, = 0, poniewaz
w calkach wystepujacych po prawych stronach wzoréw na te sktadowe (W8) przyczynki pochodzace
od czesci stozka, dla ktorej = > 0, zniosa sie z przyczynkami od tej czesci stozka, dla ktorej x < 0
(przyczynki te beda mialy taka sama wartos¢ bezwzgledna, beda sie jednak réznily znakiem). Analo-
gicznie, z symetrii stozka wzgledem plaszczyzny y = 0 wynika, ze Iy, = I, = 0. Wszystkie sktadowe
pozadiagonalne znikaja zatem.

Zbierajac otrzymane wyniki, stwierdzamy, ze tensor momentu bezwladnosci stozka wzgledem jego
wierzchotka w wybranym uktadzie wspoétrzednych dany jest macierza

3 r? + 4h? 0 0
I= 0™ 0 r?+4h? 0 |. (P3.16)
0 0 2r2

Ta czesé zadania jest juz rozwiazana. Okazalo sie, ze w ukladzie wspolrzednych, ktérym postugiwaliSmy
sie w punkcie b), tensor momentu bezwladnosci (P3.16) jest diagonalny. Osiami gléwnymi sa zatem o$
symetrii stozka oraz dwie dowolne osie do niej prostopadle. Odpowiednie momenty gléwne znajduja
sie na diagonali macierzy (P3.16); réwno$¢ dwdch z nich jest wlasnie przyczyna dowolnosci wyboru
dwoch osi gtéwnych, zgodnie z tym, co méwiliSmy w przyktadzie 2.

Ten i poprzedni przyklad dowodza, ze symetria bryly, ktorej tensora momentu bezwladnosci szukamy,
moze znacznie uprosci¢ obliczenia.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.
Znalez¢ moment bezwladnosci

2)

b)

jednorodnego, ptaskiego dysku o masie m i promieniu r wzgledem osi prostopadtej do ptaszczyzny
dysku i przechodzacej przez punkt na jego brzegu,

jednorodnego prostokata o masie m i bokach a oraz b wzgledem osi prostopadlej do jego plaszczyzny
i przechodzacej przez jego geometryczny Srodek.

Rozwigzanie.

2)

Moment bezwladnosci jednorodnego, ptaskiego dysku o masie m i promieniu r wzgledem osi k prosto-
padlej do plaszczyzny dysku i przechodzacej przez jego $rodek zostal znaleziony na wykladzie — wynosi
on )

Iy = imr2. (Z1.1)

05 z tresci zadania jest réwnolegta do osi k i odlegta od niej o r, zatem na mocy twierdzenia Steinera
szukany moment bezwtadnosci jest réwny

1 3
I=Iy+mr?= imr2 +mr? = §mr2. (Z21.2)

Umie$émy prostokat w kartezjanskim uktadzie wspélrzednych, w plaszczyznie Oxy, tak, by jego boki
o dlugosci a byly rownolegte do osi Ox, boki o dlugosci b — réwnolegle do osi Oy, zas jego geometryczny
srodek pokrywal sie z poczatkiem uktadu. O$ obrotu jest wéwczas tozsama z osia Oz. Na mocy jedno-
rodnoéci prostokata jego gestosé powierzchniowa o, czyli masa przypadajaca na jednostke powierzchni,

jest stata w kazdym jego punkcie i réwna
m

o=
Rozumujac podobnie, jak w przykladzie 1. pkt. b), spéjrzmy na prostokat jak na sume nieskonczenie
wielu odcinkéw réwnoleglych do osi Oy — dzielac prostokat na takie odcinki, bedziemy mogli kazdy
z nich potraktowaé jak pret. Dlugosé kazdego z odcinkéw to b. Odcinek uwazaé¢ mozemy za nieskoncze-
nie cienki prostokat, przypiszmy zatem kazdemu z odcinkéw taka sama nieskonczenie mala szerokoéé
dz. Masa tego nieskoficzenie cienkiego prostokata jest iloczynem gestosci powierzchniowej i pola jego
powierzchni, wynosi wiec dm = o bdx.

(71.3)

Niech dI(x) bedzie momentem bezwladnosci odcinka o wspoétrzednej x wzgledem osi obrotu (czyli osi
Oz). Moment bezwladnosci cienkiego preta wzgledem osi do niego prostopadlej i przechodzacej przez
jego $rodek masy wynosi (P1.3). O$ obrotu prostokata jest dla kazdego z odcinkéw réwnolegla do
osi, dla ktérej wyprowadziliémy wzér (P1.3), jest jednak wzgledem niej przesunieta o |z|. Na mocy
twierdzenia Steinera mamy zatem

dI(z) = (112172 + 332> dm. (71.4)

Szukany moment bezwladnosci prostokata obliczymy, sumujac momenty (Z1.4) poszczegdlnych odcin-
kow, na ktére go podzieliliémy. Odcinkéw tych jest nieskonczenie wiele i sa one numerowane ciagla
zmienng x, sumowanie bedzie zatem calkowaniem wzgledem zmiennej x w przedziale od —a/2 do a/2.
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Moment bezwladnosci prostokata wynosi wiec

/d[() /<1b2+2)d /a/2(1b2+2> bd
= x) = [— x m = —_— X g xr
B B \12 —ay2 \12

1 a/2 a/2 1 1
= —Ub?’/ dx + ob 22dx = —cab® + —0ad’b

1277 )2 s 12 12
_ 1 oy _ I m 2y _ 1 2
_120ab(a —f—b)—12 bab(a +b)—12m(a +0%). (71.5)

Zadanie 2.
Rozwazmy jednorodny prostopadloécian o masie m i bokach a, b oraz c, obracajacy si¢ wokdt jednego ze
swoich wierzchotkow. Znalezé

a) tensor momentu bezwladnosci prostopadloscianu w uktadzie wspoélrzednych, ktérego osie sa réwnolegle
do krawedzi szescianu,

b) osie gléwne prostopadloécianu i odpowiadajace im gtéwne momenty bezwladnosci oraz tensor momentu
bezwladnosci w ukladzie osi gtéwnych.

Rozwiazanie.

a) Prostopadloscian jest jednorodny, jego gestosé o jest zatem stala w calym jego obszarze i réwna ilora-
zowi jego masy i objetosci:

= —. 72.1
e abe ( )

Element masy prostopadtoscianu ma postaé¢ dm = pdV.

Umiesémy prostopadloscian w kartezjanskim uktadzie wspoélrzednych w taki sposéb, by wierzcholek,
wokot ktorego bryta sie obraca, znajdowal sie w poczatku uktadu, krawedzie prostopadtoscianu o dtu-
gosci a byly rownolegle do osi Oz, krawedzie o dtugosci b — do osi Oy, za$ krawedzie o dtugosci ¢ — do
osi Oz. Obszar prostopadloscianu jest wéwczas opisany nierownosciami

0 < z < a,
0 < y < b (72.2)
0 < z < ¢

Calki po tym obszarze maja postaé

a b c
/dV = / dx/ dy/ dz. (72.3)
B 0 0 0

Skladowe tensora momentu bezwladnosei I prostopadlodcianu obliczymy, korzystajac ze wzoréw (W8).
Pierwsza spoéréd sktadowych diagonalnych wynosi

Imz/ (y2+z2) dng/adx/bdy/cdz(yz—FzQ)
—g/ dx/ 2dy/dz+g/ dx/dy/

fpab3c + pabc pabc (b2 +c ) = 3 (b2 +c ) (72.4)

3 3 3
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Pozostale sktadowe diagonalne mozemy latwo wyznaczyé¢, odwotujac sie do symetrii. Rachunki majace
na celu obliczenie I, i I.. przebiegaja podobnie do (Z2.4), poszczegblne zmienne odgrywaja w nich
jednak inne role. Ze wzgledu rézne granice catkowania w (Z2.3) nie otrzymamy wynikéw identycznych
jak dla I.., jak to bylo w przypadku sze$cianu, lecz wyniki o takiej samej strukturze z kwadratami
dtugosci odpowiednich bokdéw:

1 1
I, = 3m m(a® + %), I,.= 3m (a* +0%). (72.5)

W przypadku sktadowych pozadiagonalnych otrzymujemy

a b c
Iy =1y = —/Bxydm =—p dz dy dzxy

0 0 0
a b c
=0 zdr [ ydy [ dz=—=pa*b*c=——mab (Z2.6)
0 0 0 4
oraz na mocy symetrii
1 1
I,.=1,,= —Zmaq ly, =1, = —Zmbc. (Z22.7)
Tensor momentu bezwladnoséci w uktadzie wspotrzednych, ktéry wybraliSmy, ma wiec postaé
(b2 + 62) —imab —imac L 4 (b2 + 02) —3ab —3ac
I = —Zmab %m (a2 + 02) —%mbc =M —3ab 4 (a2 + c2) —3bc
—%mac fimbc %m (a2 + b2) —3ac —3bc 4 (a2 + b2)
(72.8)
Wprowadzmy pomocnicze oznaczenie
1
= — 72.
p=5m (22.9)

Macierz (Z2.8) nie jest diagonalna, zastosowany do jej wyznaczenia uklad wspélrzednych nie jest za-
tem ukladem osi gléwnych prostopadtoscianu. W celu znalezienia osi gtéwnych i gtéwnych momentéw
bezwladnosci zdiagonalizujemy (Z2.8).

Wartosci wlasne macierzy kwadratowej sa, jak wiemy, rozwiazaniami réwnania (W10), ktére dla (Z2.8)
przyjmuje postac
Narp g +r =0 (72.10)

ze wspolczynnikami

p = —8,u(a2+b2+c2),
q = 1642 (a* +b* + c*) + 39p% (a®b® + a®c? + b°c?) (Z2.11)
r = —28u° (a4b2 +a*c® + a®b* + a?ct + b1 + b204) — T43ab* .

Algebra zna rézne sposoby rozwigzywania takich réwnan — najpopularniejszym z nich jest tzw. metoda

Cardano. Postugujac sie nia, mozemy latwo dojs¢ do wniosku, ze réwnanie (Z2.10) ma trzy pierwiastki
rzeczywiste dane wzorami

N =S+T-P

3
Ao = 2(S+T)+£(S T)—g, (22.12)
o = — 1<S+T>—£<s n-%,
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gdzie
3 3 3q — p? Ipq — 27r — 2p°
S =\V+VU3+V2 T =V -VU3+VZ2 U= , Ve—"

9 54
(22.13)

Wielkosci (Z2.12) sa wiec gléwnymi momentami bezwladnosci prostopadloécianu. W ogdélnym przy-
padku, gdy a # b # ¢, momenty te sa rézmne: A\; # Ay # As.

Osie gléwne prostopadloscianu okreslone sa przez wektory wlasne macierzy (Z2.8). Wektory te spelnia-
ja réwnanie (W11), ktére nalezy rozwiazaé niezaleznie dla kazdej z wartosci wlasnych (Z2.12). Wartosci
wlasne w ogdlnosci sa, jak przed chwila zauwazyliSmy, rézne, zatem kierunki wektorow wlasnych okre-
Slone sa przez (W11) jednoznacznie, a ich wyznaczenie przebiega podobnie, jak w przypadku kierunku
wektora (P2.19) w przykladzie 2.

Réwnanie (W11) dla i-tego wektora wlasnego w; = (wiz, Wiy, wiz), @ = 1, 2, 3, przyjmuje postaé

dp (b +c2) = N —3pab —3uac Wiy 0
—3uab dp(a® +c2) = N —3ube wiy | = |0 (72.14)
—3uac —3ube Ap (a® +0?) — A | Wiz 0

i jest rownowazne ukladowi trzech réwnan skalarnych. Uklad ten mozna dosy¢ latwo rozwiazaé jedng
ze znanych z algebry metod. Otrzymane wzory beda dosy¢ dlugie, dlatego ich tu nie przytaczamy.

Tensor momentu bezwladnosci w ukltadzie osi gtéwnych, czyli w ukladzie wspotrzednych okreslonym
przez wektory bazowe (wy, wa, ws), dany jest — jak zwykle — macierza

A 00
I=1]0 X 0]. (22.15)
0 0 A

Zadanie 3.

Jednorodna elipsoida o masie m i poétosiach a, b oraz c obraca sie wokél swojego geometrycznego $rodka.
Wprowadzmy uklad wspélrzednych, ktérego poczatek pokrywa sie ze Srodkiem elipsoidy, za$ jego osie —
z osiami elipsoidy. Nieréwnos¢ opisujaca elipsoide przyjmuje wéwczas postaé

2 2 2
T Y z
¥+7+672<1

Znalez¢
a) polozenie $rodka masy elipsoidy,
b) tensor momentu bezwladnosci elipsoidy w tym ukladzie wspélrzednych,

c) osie gléwne elipsoidy i odpowiadajace im gléwne momenty bezwladnosci oraz tensor momentu bez-
wladnosci w uktadzie osi gtéwnych.

Wskazéwka. Wygodnie jest wprowadzié¢ uogdlnione wspétrzedne sferyczne (r, 6, ¢ ), zdefiniowane przez
x =ar sinf cos ¢, y =">br sinf sin ¢, z =cr cosf.

Elipsoida z treéci zadania opisana jest w nich nieréwnoéciami



Element objetosci w tych wspélrzednych to dV = abcr?sin 6 drdfde.

Rozwiazanie.

a)

Z jednorodnosci elipsoidy wynika, ze jej masa roztozona jest symetrycznie wzgledem plaszczyzny = = 0,
zatem zgy = 0. To samo mozemy powiedzie¢ o rozkladzie masy elipsoidy wzgledem plaszczyzn y = 0
iz=0, tak wiec

ZsMm = ysm = zsm = 0. (Z3.1)

Do tego samego wniosku mozna réwniez dojé¢, po prostu obliczajac sy, ysm 1 2sM za pomoca wzordw
(W2). Abstrahujac od uktadu wspélrzednych, w ktérym wykonywaliSmy obliczenia, mozemy powie-
dzie¢, ze érodek masy jednorodnej elipsoidy pokrywa sie z jej srodkiem geometrycznym.

Jednorodnos¢ elipsoidy pozwala latwo obliczy¢ jej gestosc, stala w calym jej obszarze:

m 3m

0= (Z3.2)

%ﬂabc ~ 4rabe’

Sktadowe tensora momentu bezwladnosci elipsoidy w ukladzie opisanym w tresci zadania wyznaczymy,
korzystajac — jak zwykle — ze wzoréw (W8). Na poczatek zajmiemy sie skladowa I, .:

I, = /B (.132 +y®) dm = Q/B (z® + y2) dv. (73.3)

Wykorzystamy wspomniane we wskazéwce do zadania uogélnione wspolrzedne sferyczne (r, 0, ¢). Cal-
ka (Z3.3) daje sie w nich tatwo obliczyé:

L.= / (2 +y°) AV
B
1 ™ 2m
= gabc/ dr/ dH/ d¢ (a2r2 sin? 6 cos? ¢ 4 b%r? sin? 0 sin® ¢) 72 sin @
01 071' 027r
= gabc/ dr/ d@/ do (a2 cos® ¢ + b? sin? ¢) rtsin® 0
0 0 0

= 14—57rgabc (a® +b%) = %m (a® +b%). (Z3.4)

Wartosci skltadowych I, i I, ponownie najlatwiej jest wyznaczy¢, odwolujac si¢ do argumentéw
zwiazanych z symetria elipsoidy. Sktadowe te wynosza

1 1
I, = 5 (v* + %), I, = = (a® +c2); (Z3.5)
w razie watpliwoéci wyniki te mozna oczywidcie tatwo potwierdzi¢, korzystajac z odpowiednich wzoréw
z (W8).

Pozadiagonalne sktadowe tensora momentu bezwladnosci elipsoidy znikaja na mocy symetrii. Argumen-
tacja jest tu podobna jak w przypadku stozka z przykltadu 3.: z symetrii elipsoidy wzgledem plaszczyzny
x = 0 wynika, ze Iy, = I, = 0, za$ z jej symetrii wzgledem ptaszczyzny y = 0 — ze Iy, = I,. = 0.
Wszystkie skladowe pozadiagonalne sa zatem réwne zeru. (W przypadku elipsoidy — inaczej niz dla
stozka — moglibySmy zamiast ktérejs z uzytych tu symetrii wykorzystaé symetrie wzgledem plaszczyzny
z =0, dzigki ktérej I, = I, = 0).

Tensor momentu bezwladnosci elipsoidy wzgledem jej geometrycznego $rodka w wybranym uktadzie
wspolrzednych dany jest wiec macierza

1 b? + c? 0 0
I= zm 0 a? +¢? 0 . (Z3.6)
0 0 a? +b?
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¢) Macierz (Z3.6) jest diagonalna, nie musimy wiec juz nic robié, macierz ta przedstawia bowiem tensor
momentu bezwladnosci w uktadzie osi gléwnych. Osiami gléwnymi sa zatem osie uktadu wspdtrzednych,
ktérym postugiwalidmy sie w punkcie b), czyli osie elipsy; odpowiadajace tym osiom gléwne momenty
bezwladnosci znajduja sie na diagonali macierzy (Z3.6).

Barttomiej Zglinicki
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