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Zadanie 1. Symetryczny bak ciezki Bryla sztywna B obraca sie wokoét punktu O
nieruchomego zaré6wno w uktadzie spoczynkowym bryly jak i w pewnym uktadzie inercjal-
nym U. Punkt O nie pokrywa sie ze srodkiem masy bryly. Na bryte dziata jednorodna
stata w czasie sita ciezkosci. Opisaé ruch bryty zaktadajgc, ze bryla jest wzgledem punktu
O bakiem symetrycznym.

Rozwigzanie. Bryta B jest! bakiem symetrycznym wzgledem punktu O, jezeli (i) dwa
gtowne momenty bezwladnosci sa sobie réwne i (i) Srodek ciezkosci bryly lezy na osi
gtownej bryty o gtéwnym momencie bezwladnosci réznym od dwoch pozostatych.
Wprowadzmy w uktadzie U kartezjariski uktad wspotrzednych (z,v, z) tak, ze punkt
O pokrywa sie z poczatkiem uktadu, a sita ciezkosci ma postaé F = —mgeé,, gdzie g > 0
jest stala. W ukladzie spoczynkowym bryly B wprowadzamy kartezjanski uklad wspol-
rzednych (2/,y/, 2") w ten sposob, ze punkt O pokrywa sie z poczatkiem ukladu, jego osie
pokrywaja sie z kierunkami gtéwnymi bryly, a o§ OZ’ przebiega przez srodek masy bryly.
W konsekwencji tensor I momentu bezwtadnosci bryty B ma w ukladzie (2/,y/, 2’) postaé
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7 definicji
L= / (2 + 22)dm = / (22 + 2)dm, I = / (2 + y?)dm.
B B B

Zauwazmy teraz, ze wszystkie powyzsze funkcje podcaltkowe sa nieujemne. Jesli wiec I} =
0, to w obszarze bryly B musi zachodzi¢ y? 4+ 22 = 0 i 2/ + 2> = 0, co oznacza, ze
bryta B redukuje sie do punktu (2,3, 2’) = (0,0,0) = O. Z drugiej strony, jesli I3 = 0 to
z'? + "2 = 0, co oznacza, ze masa bryty jest roztozona wzdhz osi OZ’ czyli ze, bryta jest
odcinkiem tej osi. Widaé stad, ze w obu przypadkach I = 0 oraz Is = 0 bryta B nie jest
bryta (tzn. figura trojwymiarowa) w pelnym tego stowa znaczeniu. Dlatego tez bedziemy
zaktadaé, ze oba glowne momenty pedu sa dodatnie (bo ujemne by¢ nie moga).

Roéwnania ruchu dla bryty B znajdziemy przy uzyciu lagranzjanu. Bryta B nie wyko-
nuje ruchu postepowego, a jedynie obrotowy, w zwigzku z czym posiada ona trzy stopnie
swobody, do opisu ktorych uzyjemy katow Eulera (¢, 1, 6).

Przy braku ruchu postepowego energia kinetyczna brylty wyraza sie wzorem

|
T = §wlw,
gdzie & jest predkoscig katowa bryty, I tensorem momentu bezwladnosci, a symbol &1
nalezy rozumieé¢ jako iloczyn skalarny wektora & z wektorem Id. Korzystajac z (1.1)
otrzymujemy
1
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2
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'Rozwiazanie zadania opracowano w oparciu o podrecznik [1].



7 drugiej strony, sktadowe predkosci katowej & w uktadzie primowanym wyrazaja sie przez
katy Eulera i ich czasowe pochodne w nastepujacy sposob:

Wy = sintsin@ ¢ + cos v 0,
Wy = cosPsinf @ — sin 1 0,

Wy = cosf o+ .

W konsekwencji
.. 1 . .
T(,1,0,4,1,0) = 5 (Li(sin® 0 + 0%) + Is(cos 0 ¢ + 19)%). (12)

Energia potencjalna bryty jest energia potencjalna w polu sity ciezkosci: wktad dV do
tej energii od elementu brylty o masie dm i o wspodlrzednej z wynosi gz dm, zatem

1
V:/gzdm:g/zdm:Mg/zdm:MngM,
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gdzie M jest masa bryly, a zgps wartoscia z-owej wspolrzednej srodka masy bryly. Z
drugiej strony z zalozenia, ze bryla jest bakiem symetrycznym oraz z wyboru uktadu
wspolrzednych primowanych wynika, ze srodek masy bryly znajduje sie na osi OZ'. Jedli
odlegtos¢ pomiedzy $rodkiem masy a punktem O wynosi R, to

zsym = Rcos?,
gdyz 0 jest katem pomiedzy osiami OZ i OZ'. Zatem
Vip,1,0) = MgRcos#.

Mozemy teraz w spos6b jawny wypisaé lagranzjan bryty B
. 1 . .
L(p, 1,0, ¢,1,0) = 5(Il(s,irﬂ 0% +6%) + Is(cos 0 ¢ +1))?) — MgRcosf. (1.3)

Do opisania ruchu nie bedziemy jednak uzywaé¢ wynikajacych zeri rownan Lagrange’a —
rOwnania Lagrange’a tworza uktad trzech réwnan rézniczkowych stopnia drugiego, tym-
czasem z lagranzjanu (1.3) tatwo jest odczytaé trzy wielkosci zachowane, dzieki ktorym
rownania ruchu bedzie mozna zapisa¢ w postaci uktadu trzech rownan stopnia pierwszego.

Otoz lagranzjan (1.3) nie zalezy od wspoétrzednych ¢ oraz 1), a ponadto nie zalezy w
sposoéb jawny od czasu t. W konsekwencji w czasie zachowane sa pedy uogblnione

Pp=55= I sin? 0 ¢ + I3 cos(cos 0 ¢ + 1)), (1.4)
P
oL .
= — = I3(cosfp+ ). 1.5
Py 90 3(cos0 o + ) (1.5)
oraz wielkos¢
EE%¢+%¢+8—L.9’—L:£¢+@¢+£é—T+V:2T—T+V:
9" 0y 00 9" o 00
=T+V = %(Il(sin29¢2 +6?) +Ig(cos<99b+¢)2) + MgRcos6. (1.6)



czyli catkowita energia mechaniczna bryty. Drugie z powyzszych przeksztatcen opiera sie na
nastepujacej obserwacji: otoéz dla energii kinetycznej (1.2) i dla dowolnej liczby A zachodzi

T( 0,1, 0, A\p, b, \O) = N2T(,, 0, p, 1, 0)

— o energii 7" mowimy, ze jest jednorodna funkcja pochodnych (¢, ¥, 0) stopnia 2. Zatem

d
— T =2T
d)\’)\:l ’

a z drugiej strony
d oT or . 0T .
d)\’,\zl 05t 90" 56
W ten sposéb otrzymaliSmy réwnania ruchu w postaci uktadu utworzonego z réwnan
(1.4), (1.5) i (1.6). Nie znajdziemy rozwiazania tych réwnan w postaci jawnej, jednakze
sprowadzimy je do postaci, ktéra umozliwi jakosciowy opis ruchu bryty B.
Korzystajac z rownania (1.5) upraszczamy rownanie (1.4):

P =11 sin29¢+pw cos 0,

skad mamy
Pp —pypcost
I sin20 ?
Wynik ten i réwnanie (1.5) pozwalaja nam przedstawi¢ réwnanie (1.6) w nastepujacej
postaci

(1.7)

1 ((pp — py cos ) )2 pfb
E— 7( 2 1,6 7) MgR cos .
5 A sinZ0 + 1107 + Is + MgR cos

Zauwazmy, ze W powyzszym réwnaniu nie wystepuja wspodlrzedne ¢ i 1, ani ich po-
chodne po czasie — réwnanie to jest rownaniem rézniczkowym pierwszego rzedu na funkcje
t — 6(t). Wynika z niego, ze

2
. 2 P (pp — py cos 0)?
2 _ 4 Py Wy P
0 = Il( —213 MchosG) 1_12 g~ . (1.8)

Rozwazmy teraz szczegélng sytuacje, w ktorej p, = 0 = py. Wtedy z rownan (1.4) i
(1.5) wynika, ze
0 = I, sin? 0.

Poniewaz I; # 0, wiec rownanie to ma trzy rozwiazania: € = 0 lub § = 7 lub ¢ = 0.
Jesli jednak podczas calego ruchu @ = 0 lub § = 7 to katy ¢ i v nie sa zdefiniowane (i w
konsekwencji nie s zdefiniowane pedy p, ipy)— innymi stowy wybrane przez nas wspot-
rzedne w postaci katow Fulera nie opisuja poprawnie tych dwoch przypadkéw i dlatego nie
bedziemy ich tu analizowali. W przypadku ¢ = 0 (pamietajmy, ze I3 # 0) otrzymujemy z
(1.5) 1/) = (0. Zatem przyjecie zerowych pedow p,, i py, prowadzi do stalodci w czasie wspol-
rzednych ¢ i . Ruch bryly B zachodzi wtedy w plaszczyznie prostopadtej do statego w
czasie przeciecia plaszczyzny XOY i X’OY’. W tym przypadku rownanie (1.8) upraszcza
sie do

62 = i(E—MgRCOS@),



czyli do rownania opisujacego ruch wahadtowy bryty B.
Zatézmy teraz, ze
Po+ps #0

i przeksztatémy teraz rownanie (1.8) dokonujac zamiany zmiennych
& =cosb, (1.9)

skad mamy ‘ . . .
€2 = (—sinfh)? =sin®06% = (1 — £2)6°.

Podstawiajac do powyzszego réwnania 62 wyrazone za pomoca wzoru (1.8) otrzymujemy

. 2 _ 2
£2=f1( —ﬁ;"g—Mng)u—é)—W- (1.10)

Latwo teraz zauwazy¢, ze prawa strona uzyskanego réwnania jest wielomianem stopnia 3
od zmiennej &, ktory bedziemy oznacza¢ symbolem f(&). Zatem réwnanie (1.10) mozna
przepisa¢ w postaci

_ 2MgR
==

2

2= f(¢) §3+A£2+B£+I—1E— D2 (1.11)
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Lewa strona powyzszego rownania jest nieujemna, co wiecej z rownania wynika, ze (1.9),
ze —1 < & < 1. Zatem aby réwnania ruchu mialy rozwiazanie wielomian f(§) musi by¢
nieujemny przynajmniej w jednym punkcie przedziatu [—1,1]. Dokladne zbadanie znaku
wielomianu stopnia 3 jest rachunkowo dos¢ trudnym zadaniem, szczegoblnie przy tak skom-
plikowanych wspotezynnikach jak w przypadku wielomianu f(§), dlatego tez ograniczymy
sie tu do czedciowej analizy tego zagadnienia.

Jak wiadomo, wielomian stopnia 3 ma od jednego do trzech (réznych) pierwiastkow.
Poniewaz wspotczynnik 2M gR/ I przy €3 jest dodatni, wiec

lim f(&) = oc.
E—o0
Z drugiej strony z (1.10) wynika natychmiast, ze

2
p) = PP o
1
co w polaczeniu z granica obliczona przed chwila oznacza, ze wielomian f(§) zawsze posiada
pierwiastek &3 > 1.

Jesli pierwiastek &3 > 1 (co zawsze mozna osiggnaé wybierajac p, — py # 0), to aby
rownanie (1.11) bylo spelnione musza istnie¢ pierwiastki —1 < & < & < 1 wielomianu
f(§). Pokazemy teraz, ze zawsze mozna to osiagna¢ dobierajac odpowiednio state E, p, i
Py Z roéwnania (1.11) wynika, ze

2 1 5, 1

0)=—FE— —p% — —p2.

Zauwazmy, ze ze wzgledu na zaleznos$é energii kinetycznej (1.2) od pochodnej 0, wartos¢
E =T 4V zawsze moze by¢ tak dobrana (bez zmiany statych p, i py, ktore nie zaleza

4



od ), ze f(0) > 0, co przy &3 > 1 oznacza istnienie pierwiastkow —1 < & < & < 1
wielomianu f(§).

Zatem w tej sytuacji zmienna £ zmienia sie okresowo pomiedzy pierwiastkami &; < &o,
co oznacza okresowa zmienno$¢ kata 6 pomiedzy odpowiednimi wartosciami 0; < 0y (w
sytuacji 1 = 0 wartosé¢ 0 nie zmienia sie w czasie).

Zwroémy jeszcze uwage na rownanie (1.7): ot6z w zaleznosci od wartosci statych py, py
i zmiennosci kata 6 znak ¢ moze (i) by¢ staly w czasie, (i7) by¢ nieujemy lub niedodatni
przyjmujac w niektorych chwilach wartosé 0 lub (74 ) przyjmowaé wszystkie mozliwe znaki.

Polozenie osi OZ" w ukladzie U opisane jest w pelni przez katy 6 i ¢, a ruch tej osi
moze by¢ opisany poprzez opis ruchu punktu przeciecia tej osi ze sfers jednostkows o
srodku w punkcie O. Z powyzszej analizy widaé, ze jesli 61 # 05 to tor ruchu tego punktu
przeciecia jest krzywa na tej sferze oscylujaca pomiedzy wartosciami 61 i 65 i w przypadku
(i) podobna do sinusoidy, w przypadku (ii) podobna do cykloidy, a w przypadku (4ii) tor
bedzie krzywa zapetlajaca sie (podobna do zrzutowanej na ptaszczyzne linii srubowej).
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