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Zadanie 1. Koralik o masie m moze poruszaé sie bez tarcia wzdluz prostoliniowego
preta obracajacego sie ze stala predkoscia katowa w wokol osi przechodzacej przez pe-
wien punkt preta i don prostopadtlej. Znalezé i rozwiazaé réwnania kanoniczne Hamiltona
opisujace ruch koralika wzdluz preta.

Rozwigzanie. Niech o§ obrotu preta pokrywa sie z osia OZ kartezjariskiego uktadu wspol-
rzednych (z,y, z) i niech pret obraca sie w plaszczyznie z = 0. Wprowadzmy kartezjariska
wspoélrzedng s wzdtuz preta tak, ze s = 0 pokrywa sie z punktem przeciecia preta z osia
obrotu. Jesli kat ¢ jest katem mierzonym od dodatniej potprostej osi OX do czesci preta
opisanej dodatnimi warto$ciami wspotrzednej s, to
T = §CO0S p, Yy = ssin .
Bez straty ogoélnosci mozemy przyjacé, ze ¢ = wt, zatem
x = scos(wt), y = ssin(wt).

W konsekwencji

& = §cos(wt) — wssin(wt), ¥ = $sin(wt) + ws cos(wt)

7 = 4 w?st

Lagranzjan koralika ma postaé¢ jego energii kinetycznej opisanej przy pomocy wspoi-
rzednej s i pochodnej §:

L(s,$) = T(s, 3) = %(32 + w2s?). (1.1)

Ped p kanonicznie sprzezony do polozenia s wyraza sie nastepujaco:

oL .
P= 55 =Mms
Zatem hamiltonian koralika
2 2
H(s,p) = ps(p) = L(s,5(0)) = p2 = Z|(£) +02?| = - = Zus?, (12)
a réwnania Hamiltona przyjmuja postaé
) OH 9
p=——— =mws,
5 I?S (1.3)
s=2-=2
op m



Rownania te rozwigzemy metoda nie najprostsza!, ale przydatna z punktu widzenia
kolejnego zadania. Zacznijmy od przepisania ich w postaci

i (0) = (i 75) () =0 ()

Z punktu widzenia teorii rownan rézniczkowych powyzszy uklad réwnan jest ukladem
liniowych réwnan rézniczkowych ze stalymi wspotczynnikami — stato$é wspotezynnikow
odnosi sie do statosci w czasie macierzy M. Ogélnym rozwiazaniem tego uktadu jest

(i) = exp(Mt) <§2> . (1.4)

W powyzszym wzorze (pg, So) sa kanonicznym pedem i polozeniem koralika w chwili ¢ = 0,

a
00

Mt
exp(Mt) Z (1.5)
=1

gdzie 1 jest macierza jednostkowsa 2 x 2.

Zachodzi
2 0  mw? 0 mw? . w? 0 9
M”= <1/m o J\uym o )= o w2)=9t

M3 = M?>M = w?M,
M* = M3M = w1,
itd. W ogoélnosci

M
rLan el
w

M?k‘ — w2k1’ M2k)+1 _ w2k‘M —

Podstawmy teraz powyzsze wartosci do (1.5) oddzielnie sumujac wyrazy z n parzystym i
n nieparzystym:

exp(Mt) = (i ) (i (2k j_kII)M = (i (722)2?)1 —i—smh(m)%
k=1 il k=0
sinh(cw oo cosh(wt) muw sinh(wt)
= cosh(wt) <é (1)> + 125 t) <1/0m ‘ 2) ~ | sinh(wt) e

mw

Wynik ten wraz ze wzorem (1.4) daje nam rozwiazanie rownan Hamiltona (1.3) postaci

cosh(wt)

Zatem

p(t) = cosh(wt)py + mw sinh(wt)so,
s(t) = sinh(wt)

mw
'Prostsza metoda rozwiazany jest analogiczny uktad rownan (32) i (33) w 8. serii zadaii na éwiczenia.

po + cosh(wt)so.




Na zakoriczenie warto zauwazy¢, ze (i) hamiltonian (1.2) nie jest tu catkowita energia
koralika — jego calkowita energia to energia kinetyczna 7" rowna lagranzjanowi (1.1) oraz
ze (71) hamiltonian nie zalezy w sposoéb jawny od czasu i dlatego jest wielkoscia zachowana
podczas ruchu. O

Zadanie 2. Rozwazmy moment pedu

-

L=Zxp

pewnego punktu materialnego P. Zalézmy, ze kartezjanskie sktadowe (p;) pedu p'= mu sa
pedami kanonicznie sprzezonymi do odpowiednich kartezjanskich sktadowych (z;) wektora
wodzacego ¥ tego punktu. Pokazaé, ze nawiasy Poissona kartezjanskich sktadowych (L;)
momentu pedu maja nastepujaca postaé

{Li, L} = eijelk, (2.1)
K

gdzie €51, jest symbolem calkowicie antysymetrycznym. Przedyskutowac zwigzek momentu
pedu z generatorami grupy obrotow.

Rozwigzanie. Kartezjanska sktadowa L; momentu pedu przedstawia si¢ nastepujaco:
L = Z €ijhTjDks
ik
gdzie ;5 jest symbolem catkowicie antysymetrycznym. Zatem

{Liv L]} = {Z €iabTaPb, Zejmnl‘mpn} = Z eiabejmn{xapbaxmpn} =
ab

mn abmn

= Z 6iabejmn({xou xmpn}pb + xa{pba mmpn}) =

abmn
= Z Eiabejmn(fm{$aapn}pb + {-Tay xm}pnpb + xaivm{pbapn} + $a{pba xm}pn)
abmn
Pamietajac o tym, ze
{xmpb} - 6ab - _{pb7$a}a {$a7mb} =0= _{pa7pb}7

kontynuujemy obliczenia:

{Li> Lj} = Z 6z'abejmn(wmfszmpb - wa(sbmpn) = - Z €iba€imaTmPb + Z €iab€jnbLaPn =

abmn abm abn
= - Z(ézj(sbm - 6im5bj)xmpb + Z(éijéan - 5in5aj)l'apn =
bm an
= _5ij Z TmPm + Z 5im5bjxmpb + 57;]' Z TnPn — Z 5in5aj$apn =
m bm n an
= SimObjTmPe — Y _ OisOmjTmPo = Y _(6imGjp — SibOjm)TmPb = D _ €ijk€mbkTmPy =
bm mb mb mbk
= €ijkChmbTmPs = Y _ €ijiL.
mbk k



Przejdzmy teraz do omoéwienia zwigzku pomiedzy momentem pedu a generatorami
grupy obrotow. Macierz O wymiaru 3 x 3 jest macierzg obrotu jezeli

Z5k10ki0lj = 6ija det(Oij) =1. (22)
]
Niech 77 bedzie wektorem jednostkowym zdajacym o§ obrotu, a ¢ liczba rzeczywista.

Oznaczmy @ = pni. Macierz O(@) obrotu o kat ¢ wokot osi 77 moze byé przedstawiona za

pomocag wzoru
0 n

O(P) = exp(®) :=1+ Z R (2.3)
n=1
gdzie 1 jest macierza jednostkows 3 x 3, a ® jest antysymetryczng macierza 3 x 3 o skta-
dowych
5 = Z €ikj Pk = Zéikﬂmk = —Dj (2.4)
k k

— W powyzszym wzorze i 1 ng sg sktadowymi wektoréw, odpowiednio, ¢ i 7.

Zamiast dowodu powyzszego faktu obliczymy exp(®,) dla macierzy ®, zadanej przez
N = €. Z (2.4) mamy

;= Z €ikjPCak = SOZ €ikj€zk = Q€3 = PAij,
2 %

skad wynika, ze jedynymi niezerowymi sktadowymi tej macierzy sa sktadowe
Q.12 = perza = —p = —D.1.

Zatem

0 —1
o, =01 O = pA,. (2.5)
0 0

o O O

Podstawiajac powyzsza macierz do wzoru (2.3) otrzymujemy

e n An
o " A
O(pd) =1+ mE (2.6)
n=1
Wykorzystujac (2.5) tatwo jest obliczy¢, ze
100
A2=—(0 1 0] =-1,, A =—A,, Al =1, AS = A,
0 00
Ptlynie stad nastepujacy wniosek
A% = (—1)F1, AP = (—1)FA,.



Wstawiajac te wyrazenia do (2.6) uzyskujemy

g

k 2k k 2k+1

o0
1Z+Z 2k+1 4. =

o0 k2k

= 1Z—|—Z 1, +sinpA, =
0 0 0 1 00 0 -1 0 cosp —sing 0
=10 0 O] 4+cose|0 1 0| +sinp|1l 0 0] =/|[sinp cosep 0
0 0 1 0 00 0 0 O 0 0 1

Zatem rzeczywiscie O(p€,) jest macierza obrotu wokot osi €, o kat .

Ze wzgledu na relacje (2.3) macierze antysymetryczne 3 X 3 nazywamy generatorami
(grupy) obrotow.

Wzor (2.3) pokazuje, jak z generatora otrzymac obrot. Z kolei przejscie od obrotow
do generatoréw mozna opisa¢ nastepujaco: niech roézniczkowalne odwzorowanie A — O(\),
gdzie A jest liczba rzeczywista nalezaca do pewnego przedziatu zawierajacego 0, spelnia
warunek O(0) = 1 (przykladem takiego odwzorowania jest A +— exp(®N), gdzie @ jest
dowolng macierza antysymetryczng). Roézniczkujac po A w A = 0 obie strony réwnania
(patrz (2.2))

Z%% )015(A) = 6y

otrzymujemy

Z 85105,;015 + Z 5kl5ki02j =0,

gdzie prim oznacza pochodng po A w A = 0. W konsekwencji,

co oznacza, ze pochodna O’ rozwazanego odwzorowania w A = 0 jest macierzg antysyme-
tryczna, czyli generatorem obrotéw.

Zauwazmy teraz, ze kombinacja liniowa macierzy antysymetrycznych ®, U jest macierza
antysymetryczng;:

(a<I> + b\I/)ij = a@ij + b\I’Z’j = —G‘I)ji - b\I/ji = —(a(I) + b\Ij)jiv

co oznacza, ze generatory obrotow tworza przestrzen liniows. Dowolna antysymetryczna
macierz 3 X 3 ma postaé

—c b 0 0 O 0 01 0 -1 0
0 —a]l=a|l0 0 —-1])+b[ 0 0 O)+c|1l 0 0]=
b a O 01 0 -1 0 0 0 0 O
= a(z Eikjgxk> + b(zeikjgyk) + C(Z eikjgzk) =aA,; + bAy + cA,, (27)
k k k

co oznacza, ze generatory A, A, i A, obrotow wokot osi zadanych odpowiednio przez €,
€y 1 €, tworzg baz¢ przestrzeni liniowej generatoréw grupy obrotéw, ktéra to przestrzen
ma tym samym wymiar 3.



Ze wzoru (2.7) wynika takze, ze sktadowe dowolnej antysymetrycznej macierzy 3 x 3
daja sie przedstawi¢ w postaci

Z €ikj(a€y + by + cey ) = Z €ikjPhs
k k

gdzie oznaczyliSmy ¢ = aé,+bey,+ce,. Wnioskujemy stad, ze exp(P) od dowolnej macierzy
antysymetrycznej ® jest obrotem, czyli dowolna taka macierz jest generatorem obrotow.

Wiadomo, ze iloczyn O102 macierzy obrotéw O1 i O3 jest obrotem — iloczyn ten jest
binarng operacja, ktoéra przeprowadza pare obrotéw w inny obrét. Mozna tu postawié
pytanie, czy istnieje binarna operacja na generatorach obrotéw, ktéra parze generatoréw
przypisuje inny generator.

Niech ® i ¥ beda generatorami obrotow. Rozwazmy odwzorowania A +— exp(®N) i
& — exp(PE) z R w grupe obrotow. Dowodzi sie, ze (i) exp(—PN) jest macierza odwrotna
do exp(®A) oraz ze (i) pochodna exp(®A) po A jest rowna Pexp(PA) = exp(PA)P.
Wynika stad, ze dla kazdego A\ odwzorowanie

£ O(§) = exp(P) exp(¥E) exp(—PN)
spetnia warunek O(0) = 1 i w konsekwencji

d
d€ 1e=0
jest dla kazdego A generatorem obrotéw czyli macierzg antysymetryczng. A skoro tak, to

pochodna po A w A = 0 prawej strony powyzszego wzoru tez jest macierza antysymetryczna
czyli generatorem obrotow:

O(&) = exp(PA) ¥ exp(—PN)

—|  (exp(®PN)VUexp(—PN)) = ¥ — VP = [, T].
dX Ix=0
Widaé z powyzszego, ze szukang operacja binarna pomiedzy generatorami jest ich komu-
tator @, U].

Przestrzeni liniowa generatoréw grupy obrotéw wraz z komutatorem tworzy strukture
zwang algebrq Liego (grupy obrotéw).

Mozna pokazaé, ze

[AZ', AJ] = Z eijkAlm (28)
k

gdzie oczywiscie A, = A; itd.

Poréwnujac wzor (2.1) z (2.8) dochodzimy do wniosku, ze przestrzeii liniowa utworzona
przez wszystkie kombinacje liniowe sktadowych momentu pedu

ali+bLy+cLs, a,b,c€R, (29)

wraz z nawiasami Poissona tworzy algebre Liego izomorficzng algebrze Liego grupy obro-
tow: izomorfizm ten zadany jest przyporzadkowaniem

Zauwazmy, ze kombinacje liniowa (2.9) mozemy rozumie¢ jako iloczyn skalarny Lo %)
momentu pedu L z wektorem ¢ o sktadowych (¢1,p2,¢3) = (a,b,c). Obliczmy teraz



nawias Poissona iloczynu —Eocﬁ ze sktadowg x; wektora wodzacego T punktu materialnego

P:

{—E °of,m}=— Z{Eijkl‘jpks%ffl} == Zéijk%%‘j{pk, T}y = Zeijk‘Piijékzl =

ijk ijk ijk
= § €ijlPily = E €lijPiLsy = § ( § elij%)mj = E Py
i ij J i J

Ptynie stad wniosek, ze iloczyn skalarny —Lo @ dziatajac przy pomocy nawiaséw Poissona
na sktadowe wektora ¥ odtwarza wynik ®# dzialania generatora ® na wektor Z.
O



