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Zadania przykladowe

Przyktad 1.

Znalez¢ energie kinetyczng uktadu dwoch potaczonych przegubowo pretéw o masie m i diugosci I kazdy.
Koniec lewego preta jest unieruchomiony w punkcie A, a koniec B prawego preta moze tylko przesuwad
sie po ustalonej prostej przechodzacej przez punkt A (Rys 1).

Rysunek 1

Rozwigzanie
W zadaniu mamy do czynienia z ukladem skladajacym sie z dwéch podukiadéw, z ktérych kazdy ma
niezalezny wklad do calkowitej energii kinetycznej, ktéra szukamy. Oznacza to, ze:

T=Tyc+1Tcs, (1)

gdzie T4 C' to wklad od energii pochodzacy od preta AC a T B od preta C'B. Trojkat ABC jest trojkatem
réwnoramiennym, a zatem relacja miedzy katami « i 8 jest natepujaca:

a:ﬂ'—ﬂ, (2)

wynika stad, ze uklad ma jeden stopien swobody. Do opisu ruchu bryly sztywnej wygodnie postugiwaé
sie dwoma ukladami wspdlrzednych 1) nieruchomy (zwykle inercjalny) zwiazany z ukladem odniesienia
uzywanym do opisu ruchu o poczatku O oraz 2) ruchomy zwiazany z bryla sztywna o poczatku O'.
Ogdlny wzér na energie kinetyczna wynosi:

1 1
T:§MV8+MVO~(w><R’)—|—§w-(I'-w), (3)



gdzie: M jest masg bryly; vy = ro; w predkoscia katowa, z jaka bryla obraca sie wokot osi przechodzacej
przez O'; R’ wektorem idacym od punktu O’ do $rodka masy bryly, a I’ tensorem momentu bezwladnosci
bryly wzgledem O'. Aby dobrze zrozumieé powyzszy wzor i wszystkie jego wyrazy rozwigzemy zadanie
na dwa sposoby.

W pierwszym przypadku uklad w punkcie O’ bedzie sie pokrywal z uktadem w O pokazanym na Rys. 1.
Zauwazmy, ze w takim przypadku dla preta AC otrzymujemy:

I‘OZO
V():O
w = ae,

r_ YA b N
R = 2 cos aé, + 5 sin ae,.

W poprzedniej serii zadan ¢wiczeniowych policzyliémy moment bezwladnosci preta liczony wzgledem osi
przechodzacej przez jego kraniec, ktéry wyniost I’,, = %ml? Jestedmy juz gotowi, aby policzy¢ energie
kinetyczna preta AC":

1., 1 1
Tac = §a2 : gml2 = 6m12d2. (4)

Druga mozliwo$¢ to umieszczenie srodka ukladu primowanego w punkcie uktadu $rodka masy preta, co
daje:

l . L. .
ro=rcym = icosaem + ismaey

l l
Vo =Voum = fidsinaéz + io'zcosaéy
w = ae,
R =0
1
IZZ = Emlz

a zatem energia kinetyczna pierwszego preta liczona w tym uktadzie wyniesie:

1 1 1 1
Tac = =m-=1Pa+ =é% - —mi?

2 4 2 12
1

Zgodnie z oczekiwaniami otrzymane wyniki sg takie same. Zajmijmy sie teraz pretem CB, liczac, ponow-
nie w dwéch uktadach odniesienia, jego energie kinetyczna. Pierwszy przypadek rozwazymy ruch preta
jako ztozenie ruchu postepowego punktu B i obrotu wokoét tego punktu:

rg = 2l cos aé,

vo = —2lasin e,

w = —ae,

R’ l . L. .
= —5 cos ae, + 5 sin avey.

Energia kinetyczna preta C'B wynosi:

1 1
Tep = 2ml2é? sin o — mi?a? sin? o + 5022 . gml2
1
= ml*a? <Sin2 a+ 6) . (6)



Jedli natomiast $rodek uktadu primowanego O' umie$cimy w punkcie $rodka masy preta C'B otrzymamy:

3 . 1. .
rgo=rcym = ilcosozeg,j + ilsmaey

3., . . 1. R
Vo =Voum = —ilasmaex + ilacosaey
w = —ae,
R' =0,

co daje:

1 1 1
Top = mi?a®sin? a + §m12d2 + §d2 . Eml2

1
= mi?a? (sin2 a+ 6> . (7)

Ponownie otrzymane wyniki sa ze soba zgodne. Pozostaje nam dodaé¢ energie kinetyczne pretéow, aby
uzyskaé catkowita energie kinetyczna ukltadu:

1 1
T=Tasc+Top = 6m12d2 + mi%a? (sin2 o+ 6)

1
= ml?a? (sin2 o+ 3) : (8)

Przyktad 2.

Jednorodny walec o masie m i promieniu a toczy sie w polu sily ciezko$ci wewnatrz walca o promieniu R.
Zmnalez¢ rownanie ruchu walca wychylonego w chwili poczatkowej z polozenia réwnowagi o kat ¢g. Kiedy
rOéwnanie mozna w prosty sposéb rozwiazac?

Rysunek 2

Rozwigzanie
Uklad ma jeden stopienn swobody, a jako wspélrzedna uogélniona wybierzemy kat ¢ (Rys. 2). Polozenie
$rodka masy malego walca w uktadzie U wyraza sie nastepujaco:

zom = —(R —a)sinp, ycm = R — (R —a)cosp. 9)



Biorac pochodng po czasie obu stron powyzszych rownan, znajdujemy sktadowe predkosci $rodka masy
w ukladzie nieprimowanym U:

tom = —(R —a)pcosp, you = (R —a)psing. (10)

Zatem kwadrat predkosci srodka masy wynosi:

veu = (R~ a)*¢? (11)

Rysunek 3

Aby policzy¢ energie kinetyczng musimy jeszcze znalezé predko$é katowa malego walca. W tym celu
rozwazymy punkt stycznosci obu walcow. Kiedy kat ¢ zmieni sie o Ay to punkt stycznosci przebedzie
droge RAp. Zwréémy uwage na to, ze maly walec obroci si¢ wtedy o kat Aa w stosunku do pro-
stej, ktora laczyla jego Srodek i punkt stycznosci walcéw. W zwiazku z tym, ze dlugosci tukéw
opisanych przez katy Ay i A« sa takie same, otrzymujemy nastepujaca réownosé:

aAa = RAp. (12)

W tym samym czasie uklad odniesienia zwiazany na sztywno z malym walcem dodatkowo obrécil sie o
kat Ap. Oznacza to, ze w ukladzie $rodka masy w ktérym o$ yops skierowana jest zawsze do géry (Rys.
3) maly walec obréci sie o kat Aa — Ay, co oznacza, ze predko$é katowa w w tym ukladzie wyniesie:

|w|7Aangoina,
o At T a ¢

Wzoér na energie kinetyczna w przypadku, kiedy érodek ukladu U znajduje sie w punkcie srodka masy
Wynosi:

(13)

1 1
T = §mv%M + 2w (Icwm - w) (14)
1 1
= §m(R — a)2¢2 + 5&}3[22’ (15)
gdzie moment bezwladnosci walca I, jest réwny %ma2 a sktadowa predkosci katowej w, = —R;“gb.
Otrzymujemy zatem:
3
T = 1m(R —a)?¢?. (16)



Energia potencjalna wynosi:

V =mgh = mg[R — (R — a) cos ¢). (17)
Lagranzjan przyjmuje postac:
3
L:IuwfzZmua—wwﬂ—mmR—(R—anwwy (18)

Przystapimy teraz do wypisania réwnania Lagrange’a. W tym celu liczymy:

oL 3 2.
g §m(R —a)¢, (19)
d oL 3 2.
o= 2 — 2
g—i = —mg(R — a)sinp. (21)
Zatem réwnanie Lagrange’a ma postac:
3 2. .
0= §m(R —a)*$+mg(R — a)sinp, (22)
0= g(R—a)nkﬁ—i—gsingp. (23)

Réwnanie to mozemy rozwiazaé, kiedy amplituda drgan (¢g) jest mata. Stosujemy wtedy przyblizenie
sin ¢ &~ ¢ 1 w rezultacie otrzymujemy réwnanie oscylatora:

. 29
— A 24
0 Pr3R-a® (24)

a zatem czesto$¢ maltych drgan wynosi 4/ %.

Przyktad 3.
Bak symetryczny swobodny. Znajdz ruch ciala, dla ktérego momenty bezwladnosci obliczone wzgledem
srodka masy spelniaja zaleznoéci: I, = I, # I, a cialo nie jest poddane dziataniom zadnych sil.

Rozwigzanie

Ruch obrotowy odbywa si¢ wok6l nieruchomego punktu @, a zatem wybieramy uklady wspétrzednych
tak, ze O = O'. Bak ma trzy stopnie swobody, a zatem jako wspoélrzedne uogélnione uzyjemy katéw Eule-
ra: 0, ¢, 1. Wypadkowy moment sit zewnetrznych wzgledem poczatku O’ ukladu odniesienia zwigzanego
z bakiem wyraza si¢ nastepujaco (réwnania ruchu Eulera):

M =Tw+wxTw, (25)

ale w zwigzku z tym, ze na rozpatrywany uktad nie dzialaja sily zewnetrzne, lewa strona réwnania jest
réowna zeru: M’ = 0. Wybieramy osie ukladu primowanego wzdluz osi gléwnych bezwladnodci, a zatem
tensor momentu bezwladnosci bedzie diagonalny. Rownanie wektorowe mozemy zatem zapisaé jako
nastepujacy uktad trzech réwnan:

0= LW, +wyw (I, - I), (26)

0= Ila), + wliwl (I, — I), (27)
! -] AN ! !

0= I, + wywy (I, — I). (28)



Ze wzgledu na symetrig I, = I, ostatnie réwnanie sprowadza si¢ do I W, = 0, skad wynika, ze w, =
w’,, = const. Pozostale dwa réwnania mozemy zapisa¢ nastepujaco:

I w;o(‘[; _I;) ’

0=af, - 2=, (29)
NG

0= w; n wZo( ;/ Z)w;. (30)
(31)

W zwiazku z tym, ze czynnik stojacy przy wj, (i w;) jest staly, otrzymujemy:
0=, — aw,, (32)
0 = w, + awy, (33)

gdzie wprowadziliSmy stata a réwna:

w1 "

1;
Predkos¢ katowa w ukladzie primowanym wyrazi¢ mozna przez katy Eulera i ich pochodne w nastepujacy
spos6b (notatki wykladowe):

w = (Bcostp + ¢sinOsinep)e, + (—Osin W 4 psinf cosp)e’y + (¢ + pcosb)e’,. (35)

Rézniczkujac po czasie réwnanie otrzymujemy:

0=, —ad, (36)
0= w, + awy, (37)

Mozemy teraz w; z drugiego réwnania podstawi¢ do pierwszego co w rezultacie daje:
0=, +ad’w,. (38)
Rozwiazanie tego réwnania rézniczkowego jest nam dobrze znane:
w., = hcos(at +7), (39)
gdzie h i v sa stalymi. Podstawiajac otrzymany wynik do réwnania uzyskujemy:
w), = —hsin(at + ). (40)

Przyréwnamy teraz wyrazenia na sktadowe predkosci katowej, ktére uzyskaliémy do tych wyrazonych
przez katy Eulera , w rezultacie:

0 cos ) + psinfsiny = hcos(at + 7), (41)
—6sintp + ¢sinf cosh = —hsin(at + ), (42)
Y+ peosh = wl,. (43)

Korzystajac zasady zachowania momentu pedu L mozemy wybraé o$ z tak, ze L = L,e,, gdzie L, =

const. W zwiazku z tym, ze L, = w. I jest stala mamy:

L/
L—Z = cos § = const, (44)

z



co oznacza, ze 6 nie zmienia sie w czasie. W konsekwencji réwnania 41| i 42| uproszcza sie i otrzymamy
nastepujacy uklad réwnan:

psinfsiny = hcos(at + ), (45)
psinfcostp = —hsin(at + ), (46)
)+ peosh = wl,. (47)
Dzielac stronami réwnanie 45| przez [46] znajdujemy zalezno$é kata ¢ od czasu:
tgy) = —ctg(at +7) (48)
i
tg) = tg(at +7 - 3) (49)
¥ = at + 1. (50)
Otrzymany wynik podstawiamy do réwnania i otrzymujemy:
. Wi—a
_ Y 51
v cos (51)
why—a
=20 4 52
v cos 6 +o (52)

Widzimy zatem, ze ruch swobodnego baka symetrycznego wzgledem nieprimowanego uktadu jest zloze-
niem dwoch ruchéw obrotowych o stalych predkosciach katowych:

12} — w,/zO(I; — 12)7 90 _ w/ZOI; ) (53)
1 I/ cosd

Ruch obrotowy o predkosci katowa ¢ odbywa sie wokél osi z zwrdconej zgodnie z kierunkiem wektora

L, z kolei ruch o predkos¢ katowej 1/1 wokot osi 2’ bedacej osig symetrii baka, ktéra ma staly kierunek

w ukladzie primowanym. Taki ruch bryly sztywnej nazywamy precesjqg reqularng. Jest to ruch bedacy

zlozeniem dwoch ruchéw obrotowych ze stalymi predkosciami katowymi, z ktoérych jeden odbywa sie

wokol osi o stalym kierunku w ukladzie odniesienia, a drugi wokdt osi o stalym kierunku w ukladzie

bryty sztywnej.



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.

Jednorodny pret polozono na pélwalcowej podpoérce w taki sposéb, ze gdy pret lezy poziomo, dotyka
podpérki w polowie swojej dlugosci I (Rys. 4). Wykazaé, ze polozenie to jest polozeniem réwnowagi
trwalej i znalez¢ czesto$é malych drgan wokél tego polozenia réwnowagi.

g

v

Rysunek 4

Zadanie 2.

Jednorodny krazek o masie m i promieniu R toczy si¢ bez poslizgu po réwni pochylej o kacie nachylenia
a w jednorodnym polu grawitacyjnym Ziemi. Znalezé lagranzjan ukladu i napisaé rownania Lagrange’a
IT rodzaju.

Zadanie 3.

Bak symetryczny ciezki. Znajdz réwnania ruchu baka o masie m i symetrii obrotowej (I, = I, # I,),
ktérego czubek jest przegubowo unieruchomiony w ustalonym punkcie ptaszczyzny. Tym razem bak znaj-
duje si¢ pod dzialaniem sity cigzkosci. Zadanie rozwiaza¢ zaréwno postugujac sie réwnaniami Lagrange’a
IT rodzaju, jak i metoda "newtonowska”.



