Mechanika i szczegélna teoria wzgledno$ci 2019/2020

Zadania na ¢éwiczenia — seria 9.
11 maja 2020 r.

Zadania przykladowe

Przyktad 1.
Zapisa¢ Lagranzjan, Hamiltonian i réwnania Hamiltona we wspdlrzednych sferycznych (r, 6, p) dla czastki
w polu sity centralne;j.

Rozwigzanie.
Przypomnijmy na poczatku definicje wspdirzednych sferycznych:

x = rsin(f) cos(p)
y = rsin(f) sin(p) (P1.1)
z =rcos(h).
Wzér na energie kinetyczna jest nam juz znany; sita centralna jest w tym opisie funkcja jednej zmiennej r.
Mamy zatem:
mi?2  m(r)?  m(rsin(0))?

T = 5 + 5 + 5 , V=V (P1.2)
Korzystajac definicji Lagranzjanu:
L=T-V (P1.3)
wyznaczamy pedy uogdlnione:
pr = Gz = mi
Do = % = mr20 (P1.4)
Dy = g—i = mr?sin? ()¢
Hamiltonian dany jest jako:
H=pi+pb+psp—L 22T —L=T+V, (P1.5)

gdzie réwnos¢ () zachodzi dlatego, ze wszystkie wyrazy skladajace sie na energie kinetyczna zawieraja
czton kwadratowy w predkosciach (nie zawsze tak bedzie! — patrz przyklad 3). Piszac tego typu wyrazenia
nalezy pamietaé, ze Hamiltonian jest funkcja polozen, pedéw (i ewentualnie czasu), wiec musimy dokonaé
odpowiednich podstawien, aby wyrazi¢ H(r,pr,0,pg, ¢, py,t). Przeksztalcajac rownania (P1.4) wyrazamy
odpowiednie predkosci jako:
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Podstawiajac powyzsze do wzoru na energie kinetyczng otrzymujemy:
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+V(r). (P1.7)

Dalej wypisujemy kanoniczne réwnania Hamiltona:
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Mozna zauwazydé, ze trzy gérne réwnania (na pochodne polozen) sa dokladnie réwnowazne réwnaniom (P1.6).
Trzy dolne réwnania musimy policzy¢ bezposdrednio. Otrzymujemy:
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W ostatnim réwnaniu p, = 0, po chwili zastanowienia, jesteSmy w stanie zobaczy¢ zasade¢ zachowania z-towej
sktadowej wektora momentu pedu.

Przyktad 2.
Uzywajac nawiaséw Poissona wykazaé, ze dla czastki w polu sily centralnej dlugos¢ wektora momentu pedu
jest zachowana.

Rozwigzanie.
Na poczatku zwréémy uwage na pewien istotny aspekt dotyczacy zachowania warto$ci wektorowych. Jezeli
dla jakiego$ ukladu wektor pedu L jest zachowany, mozemy zapisaé to nastepujaco:

d d L, = const.
0= %E = o (Laba + Lyéy + Leé.) = Lyéy + Lyé, + L.é. = { L, = const. (P2.10)
L, = const.

czyli kazda sktadowa kartezjanska L,, Ly, L, jest z osobna zachowana. Sam wektor L mozemy zapisaé¢ w
dowolnych innych wspélrzednych — np. sferycznych. Aczkolwiek wéwcezas sprawa wyglada nieco inaczej:
d- d . R R . L. L. R
= %L = %(LT.e,« + Lgég + Lyéy) = Lpéy + Lyéy + Lgég + Loég + Lyéy, + Léy,. (P2.11)

Widzimy, ze w tym przypadku poszczegélne skladowe nie sa zachowane (mimo, ze caly wektor pozostaje
staly), gdyz poza pochodnymi skladowych pojawiaja sie réwniez pochodne wersoréw (wersor é, zawsze
pokazuje ten sam kierunek, niezaleznie gdzie znajduje sie dane cialo; z kolei kierunek wersora é, zalezy od
aktualnego polozenia, wigc w ogdlnosci zmienia si¢ w czasie). W zwiazku z tym przeprowadzanie tego typu
rachunkéw wymagaloby jawnego rozpisania wyrazéw é,., ég, écp (czego woleliby$my uniknad).

Z drugiej strony dtugoéé wektora momentu pedu jest skalarem (L? = 2= Li—i—Li—i—LE = L%—i—Lg—&—Li).
W zwiazku z tym, rozwazanie nie-kartezjanskich wspélrzednych nie generuje tutaj tego typu trudnosci.
W efekcie wygodnie bedzie nam przeprowadzié¢ rachunki wlasnie we wspélrzednych sferycznych. Wektory
polozenia i predkosci dane sa jako:

F=ré, U=ré, +1r0é+rsin(0)pé,. (P2.12)
Mamy zatem:
€r é@ Ago .
L=mrxd=m]|r 0 0 = —mr? sin(6)pég + mr6é,. (P2.13)

i rf rsin(f)e
Cazyli:
L? = L% = m*>r*(sin®(0) % + 62) (P2.14)
Dlugosé wektora (czyli L) jest réwna pierwiastkowi z tego wyrazenia. Nam jednak wygodniej bedzie operowaé
na jej kwadracie L? — wszak jesli wykazemy, ze L? jest zachowane, oczywistym bedzie, ze réwniez L pozostaje
stale.
Mozemy w koncu przejs¢ do formalizmu Hamiltonowskiego. Z poprzedniego zadania
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Pr = or mr
po = 2% = mr2f (P2.15)

Py = % = mr?sin®(0) .



co pozwala nam zapisaé¢ L? jako funkcje odpowiednich wspétrzednych:
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Hamiltonian dany jest jako (réwniez policzone w poprzednim zadaniu):
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Dy Py p@
H=—" V P2.17
2m  2mr? - 2mr?sin®(0) TV, ( )

Mozemy teraz policzy¢ odpowiedni nawias Poissona:

OL*OH OHOL* | OL?0H OHOL® 0L’ OH _0HOL’
dr Op.  Or Op, a0 Opg 00 Opg 0p Op,  Op Op,

{L? H} = (P2.18)

Poniewaz we wzorze na L? nie wystepuja ani r ani p,, mozemy zignorowaé dwa pierwsze wyrazy. Obliczajac
bezposrednim rachunkiem pozostale cztery dochodzimy do wyniku:

{L?, H} =0, (P2.19)
co potwierdza, ze dlugos¢ wektora momentu pedu jest zachowana.

Przyktlad 3.

Metalowa okragla obrecz o promieniu R ustawiona pionowo obraca sie wokél osi przechodzacej przez jej
srodek ze stala predkoscia katowa w (tzn. wewnatrz kola o$ pokrywa sig¢ z jego $rednica). Na obrecz nanizany
jest koralik, ktéry moze swobodnie poruszaé sig¢ wzdluz obreczy. Calo$é dzieje sie w polu grawitacyjnym g.
Zapisa¢ Hamiltonian i réwnania Hamiltona dla tego uktadu.

Rozwigzanie.
Uklad posiada jeden stopien swobody; sparametryzujmy go katem 6 wskazujacym polozenie koralika (mie-
rzonym od gory). Predkosé koralika w dowolnym momencie posiada dwie skladowe: wzdluz obreczy R0 oraz
prostopadla do niej (zwiazana z obrotem obreczy) Rsin(f)w. W zwiazku z tym calkowita energia kinetyczna
Wynosi:

mR202  mR?sin?(0)w?

T =
2 + 2

(P3.20)

Lagranzjan:

mR20?  mR?sin?(0)w?
2 + 2

L=T-V = —mgR cos(6) (P3.21)



Ped uogdlniony:

oL .
= — =mR%. P3.22
Do o0 ( )
Hamiltonian:
. R262 R2sin2(0)w?
H=p99—L=m2 - SIE(W + mgRcos(f) =
P2 mR? sin’(0)w?

=5 RE 5 + mgRcos(f) (P3.23)
(pamigtajmy, aby zawsze ostatecznie wyrazi¢ Hamiltonian przez poltozenia i pedy, a nie predkosci!). Zauwaz-
my, ze w tym przypadku Hamiltonian nie jest postaci T+ V — przed czlonem odpowiedzialnym za energie
kinetyczna zwigzang z ruchem obreczy widnieje minus. Jak ma si¢ to do wiedzy przekazanej na wykladzie?
Zauwazmy, ze warunek “koralik pozostaje cate czas na obreczy” jest rownowazny z natozeniem wiezéw, ktore
we wspolrzednych sferycznych przyjmuja postac:

{T =R (P3.24)

80:(;00+wt7

a wiec w ogdlnosci sa to wiezy zalezne jawnie od czasu (nie sa skleronomiczne) — dla takiego przypadku réw-
no$é H = T4V nie zachodzi (gdyz nie wszystkie czlony w wyrazeniu na energie kinetyczna sg kwadratowymi
funkcjami predkosci). Warto o tym pamigtaé.

Pozostalo nam wypisa¢ jawnie réwnania Hamiltona:

=24 0= 2o
P N i P3.25
Po = _%i; po = mR?sin(0) cos(0)w? + mgR sin() ( )

Zastanéwmy si¢ na koniec, czy otrzymane rownania maja sens. Pochodna 6 jest proporcjonalna do pedu py.
7Z kolei pochodna pg jest suma dwéch wyrazéw: mR? sin(6) cos(f)w? (w Newtonowskim rozumieniu odpo-
wiadajacy sile odsrodkowej) oraz mgR sin(f) (zwiazany z oddzialywaniem grawitacyjnym).

Pierwszy z nich (mR? sin(f) cos(f)w?) jest dodatni na przedziale 6 €]0,7/2] i ujemny na |7 /2, 7[. Ma to
sens, gdyz dla 6 €]0, w/2] wzrost kata 6 wiaze sie z oddalaniem od osi obrotu, natomiast dla 6 €]n/2, [ — ze
zblizaniem si¢ do niej (analogicznie dla |7, 37 /2[ i |37/2, 27]).

Drugi wyraz mgR sin(f), zwiazany z energia kinetyczna, ma znak dodatni dla 6 €]0, [ (tzn. dla zakresu,
w ktérym zwiekszanie kata 6 zwiazane jest z obnizaniem sie koralika) oraz ujemny dla 6 €|m, 27[. Mozna
zatem powiedzieé¢, ze wynik wyglada rozsadnie.



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.

Zapisa¢ Lagranzjan, Hamiltonian i réwnania Hamiltona we wspélrzednych biegunowych (p, ¢, z) dla czastki
poruszajacej sie w polu sily postaci V(p) (odpowiada to np. ruchowi elektronu w polu nieskonczenie dtugiego
natadowanego preta).

Rozwigzanie.
Przypomnijmy wspétrzedne biegunowe:
z = peos(p)
y = psin(y) (71.26)
z=2z
Wartosé energii kinetycznej wynosi:
-2 2292 22
mp mp*p mz
T = 71.27
2 + 2 + 2 ( )

Intuicyjnie: sktadowe predkosci zwigzane ze zmiang kazdej ze wspotrzednych z osobna — sktadowa radialna
p, skltadowa styczna do poziomego okregu (o $rodku na osi z) pp oraz skladowa pionowa Z — sa wzajemnie
prostopadle, w zwiazku z tym calkowita energia kinetyczna jest sumg trzech prostych wyrazéw. Jesli ta

. -2 .
postac jest dla kogo$ nieoczywista, zawsze mozna ja wyprowadzi¢ podstawiajac do T' = ™& 4 T 4 mzzz
odpowiednie wyrazenia. Caly Lagranzjan przyjmuje postac:

L:T—V:mp2+mp2¢2+m22—V(p) (Z1.28)
2 2 2
Pedy uogolnione:
Pp = ?9% =mp
Dy = % = mp¢ (Z1.29)
oL :

Hamiltonian:

H=pyp+pop+pi—LEor —L=T+V, (21.30)

gdzie ponownie przy przejsciu (x) korzystamy z faktu, ze wszystkie wyrazy skladajace sie na energie kine-
tyczng zawieraja czton kwadratowy w predkosciach. Wyrazajac wszystko przez polozenia i pedy:

2 2
v, pe p?

H=-—"* Vip). 71.31
2m + 2mp? + 2m + V) ( )
Kanoniczne réwnania Hamiltona:
5y — OH 5 — OH . _ OH
{p ~ 9pp {4‘0 " Ope {Z ~ 9p- (71.32)
. _ _9H ) - _ _9H ) - _ _8H :
Pp= "%, Pe = ~3g Pz = "5,
przyjmuja postac:
A P . p .
{P "o avip) { - my? ) {z — b (Z1.33)
Do=—mp ~ op P =0 pz=0

Goraco zachecam do poréwnania tych wynikéw ze wzorami na wektor przyspieszenia zapisany we wspolrzed-
nych biegunowych (np. przyktad 1 z “Zadania na éwiczenia — seria 5”). Czy sa Panstwo w stanie zidentyfi-
kowaé¢ odpowiadajace sobie wyrazy?



Zadanie 2.
Dowolna metoda policzyé nawias Poissona skladowej z-owej momentu pedu z kwadratem jego dlugosci
{L% L,}, np.:

e bezposrednim rachunkiem.

e wykorzystujac pokazang na wykladzie zaleznos¢ {L,,L,} = L., {L,,L.} = Ly,{L,,L,} = L, oraz
ogolne wlasnosci nawiasow Poissona.

Wybér metody pozostawiam Panstwu.

Rozwigzanie.

Przypomnijmy: nawias Poissona dwd6ch funkcji f(qla q2,--9d; P1,P2y ---s Pd; t)a g(qla q2,--9d, P1, P2y ---s Pd; t)
wyraza sie jako:
d
of o of 9g
f.9) 97 . 72.34
¢ Z; 0g; Op;  Ipi D, ( )

Wprost z tej definicji wynika (m.in.):

2) {fi+f29) ={f1.9} +{f2, 9} (72.35)
(3) {fi- f2, 9} = filfe g} + folf1, 9}

Korzystajac z wiedzy, iz L? = L2 + LZ + L?, mozemy zatem zapisac:

(L2, L} 2 {12, LYy + {02, Lo} + {12, Lo} 2 2L, {Ly, Lo} +20, {Ly, L.} +2L. {L., L,} =0, (Z2.36)

=0 =-L. =L,

gdzie “pod klamrami” wykorzystaliSmy ceche (1) oraz réwnosci z tresci zadania. Analogiczne rozumowanie
mozna by przeprowadzi¢ dla pozostatych sktadowych kartezjanskich.

Ten sam wynik mozna uzyskaé¢ bezposrednim rachunkiem (przeprowadzonym np. we wspélrzednych kar-
tezjanskich albo sferycznych).



Zadanie 3.

Wzdluz poziomej szyny porusza sie klocek. Jego polozenie dane jest wzorem xz(t) = xg cos(wt) — jest ono
“wymuszone” przez jaki$ zewnetrzny mechanizm. Do klocka przyczepione jest sztywne wahadlo o dlugoéci [
i masie m (zatem uklad posiada tylko jeden stopiefi swobody). Calo$é znajduje sie w polu grawitacyjnym g.
Zapisa¢ Hamiltonian i réwnania Hamiltona dla tego uktadu.

Rozwigzanie.
Uktad posiada jeden stopien swobody, zatem ostatecznie do opisu wystarczy nam kat ¢. Jednak aby wyzna-
czy¢ wzér na energie kinetyczna, zacznijmy od wypisania wspolrzednych kartezjanskich ciata m:

{i::fltolss(zl)(.(p) = xo cos(wt) + I sin(yp) N {ij:l;:z?;n(wt) + ¢ cos(p) (23.37)
Stad:
T= w = %( 22 sin?(wt) — 2wl sin(wt) cos(g) + 12p?) (73.38)
Energia potencjalna grawitacji wyraza sie jako V' = —mgl cos(yp), zatem:
L=T-V= %(w%&% sin?(wt) — 2wwoly sin(wt) cos(p) + 12¢?) + mgl cos(y) (73.39)

Poniewaz uklad opisujemy jednag wspélrzedna uogdlniona, wystepuje tutaj tylko jeden ped uogdlniony:

L
P = gap = —muwgl sin(wt) cos(p) + mip (7Z3.40)

H=p,p—L= %(fw%g sin?(wt) + 1¢?) — mgl cos(y). (Z3.41)

Zauwazmy, ze w tym wypadku nie zachodzi rownos¢ H = T + V, gdyz mamy do czynienia z wigzami
nieskleronomicznymi (zaleza jawnie od czasu). Dalej, wyrazajac predko$é ¢ przez odpowiednie wyrazenie
zalezne od p,,, dostajemy:

mw?a sin?(wt) n (py + mwzol sin(wt) cos(y))?

H=- 5 ]2 — mgl cos(p) (Z23.42)
oraz kanoniczne réwnana Hamiltona:
. OH . petmwzglsin(wt) cos(p)
Y= Opy, Y= L 0ml2 = 73.43
5 OH = . ) 3 : : . ( N )
Pe=—%5 Py = SLwsin(wt) sin(p)(p, + mwwgl sin(wt) cos(p)) — mgl sin(p)

Warto na koniec sprawdzié, ze dla przypadku w = 0 uzyskujemy standardowe réwnania statycznego wahadta.

Wojciech Gorecki



