Mechanika i STW
Cwiczenia wykladowe nr 9
14 maja 2020

Zadanie 1. Krzywa geodezyjna jest punktem stacjonarnym funkcjonatu dtugosci. Zna-
lezé krzywe geodezyjne na sferze S o promieniu R. Pokazaé, ze poruszajacy sie punkt
materialny P przymuszony do pozostawania na sferze S i niepoddany dziataniu innych sit,
porusza sie wzdluz krzywej geodezyjnej z predkoscia o statej wartosci.

Rozwigzanie. Rozwazmy krzywa rézniczkowalna x
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bedzie wektorem stycznym do krzywej x w punkcie x(A). Bedziemy zaktadaé¢, ze w kazdym
punkcie krzywej wektor styczny jest niezerowy. Diugosé |x| krzywej x zdefiniowana jest
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gdzie o oznacza iloczyn skalarny.
Dhugosé krzywej jest niezmiennicza wzgledem reparametryzacji krzywej tzn. jezeli
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jest rézniczkowalng bijekcja o pochodnej wszedzie wiekszej od zera to dlugos$é krzywej
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jest rowna dlugosci krzywej x (oczywiscie obrazy krzywych x i x sa identyczne tzn. obie
krzywe wyznaczaja ten sam podzbiér R?). Dla dowodu tego faktu zauwazmy, ze wektor
styczny do ¥ w punkcie )Z(:\)
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Korzystajac z powyzszego otrzymujemy
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Istnieje naturalna parametryzacja krzywej x — niech
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Powyzsza funkcja jest bijekcja o dodatniej pochodnej
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w zwigzku z czym funkcja
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zadaje poprawng reparametryzacje krzywej x do krzywej
[0, [x[] 2 1= x(1) = x(f (1)) € R®.

Krzywa ta posiada nastepujace wlasnosci:

1. odlegtos¢ pomiedzy punktem x(0) a punktem X (/) mierzona wzdtuz krzywej x wynosi
l;

2. dla kazdego [ € [0, |x|]
=1.
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W celu udowodnienia ostatniej wlasnosci zauwazmy, ze na mocy (1.1) dla kazdego [ zacho-
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co automatycznie oznacza, ze )? jest wektorem unormowanym.

Wprowadzony wzorem (1.2) parametr | nazywamy parametrem dtugosci.

Krzywa x jest punktem stacjonarnym funkcjonatu okreslonego na pewnym zbiorze krzy-
wych zawierajacym x, jezeli wariacja tego funkcjonatu w x jest réwna 0. Funkcjonal dtu-
gosci D jest funkcjonatem zdefiniowanym na zbiorze krzywych okreslonych na ustalonym
przedziale [a1, as] i taczacych ustalona pare punktow.

Mozemy teraz przystapi¢ do rozwiagzania zadania. W tym celu wprowadzmy kartezjaii-
ski uktad wspotrzednych (z,y, z) o poczatku w srodku sfery S. Sama sfere sparametryzu-
jemy za pomoca katow (6, ¢) sferycznego uktadu wspotrzednych

x = Rsinf cos ¢,
y = Rsinfsin @,

z = Rcosf.

Ustalmy teraz punkty p; i po i rozwazmy zbiér K krzywych na sferze o zaczynajacych sie
w p1 i koniczacych sie w po, czyli krzywych postaci

Rsin(6(A)) cos(p(A)),
[a1,a2] 3 A = x(A) = | Rsin(0(A))sin(p(A)), | €5, x(ai) = pi. (1.3)
Rcos(6(N)).



i na tym zbiorze okreslmy funkcjonat dtugosci
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Dla krzywej (1.3)
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gdzie prim oznacza pochodng po A\. Mamy stad
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Warunek stacjonarnosci funkcjonatu

Zatem
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jest rownowazny rownaniom Eulera-Lagrange’a (E-L)
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gdzie funkcja F' dana jest wzorem (1.4). Réwnania te sa rownaniami rézniczkowymi na
funkcje
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ktore w jednoznaczny sposob (patrz (1.3)) opisuja krzywa na sferze S.
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Rownania E-L (1.5) przyjmuja wiec postaé
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Otrzymalismy dos¢ skomplikowane rownania E-L i dlatego zanim powiemy cokolwiek o
ich rozwiazaniach, dokonamy pewnego uproszczenia tych réwnan dokonujac odpowiedniej
reparametryzacji krzywej. W tym celu rozwazmy krzywa x € K czyli krzywa postaci (1.3)
i dokonajmy jej reparametryzacji za pomoca bijekcji A — A = f(A) z [a1,az] w siebie. W
rezultacie otrzymamy krzywa x bedaca réwniez elementem zbioru K. Co wigcej, tatwo jest
zauwazy¢, ze odwzorowanie x +— X jest bijekcja z K w siebie. Poniewaz reparametryzacja
nie zmienia dtugosci krzywej, wiec dla kazdej krzywej y € K

Jesli rodzina € — x. jest rodzing krzywych w K uzyta do zdefiniania wariacji funkcjonatow
to

d d
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Wynika stad, ze warunki
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sg rownowazne. Zatem krzywa x jest geodezyjna wtedy i tylko wtedy, gdy geodezyjna jest
krzywa x.

Przypusémy teraz, ze krzywa y € K jest geodezyjna czyli, ze spelnia réwnania (1.6).
Sparametryzujmy krzywa y za pomocg parametru

\i= a2 _all—i—al,
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gdzie [ jest parametrem dtugosci wzdtuz x. Otrzymana w rezultacie krzywa x jest nadal
elementem K. Co wiecej, dla tej krzywej funkcja
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co oznacza, ze I jest stala wzdtuz x i w konsekwencji F' = 0. Wida¢ wiec, ze dla krzywej
X rownania (1.6) upraszczaja si¢ do rownan

0=6" —sinfcosb?,

1.7
0 = 2sinfcosfO'¢’ +sin6 . (L.7)

Podkredlmy, ze dokonujac tego uproszczenia nie tracimy wcale na ogoélnosci, poniewaz
odpowiedniej reparametryzacji mozemy dokonaé¢ dla kazdej krzywej geodezyjnej tak, aby
otrzymaé réwnania (1.7), a po ich rozwiazaniu przy tej szczegoélnej parametryzacji mozemy
dokonaé¢ dowolnej reparametryzacji wyniku.

Rownania (1.7) sa wciaz zbyt skomplikowane, aby w prosty sposéb znalezé ich ogolne
rozwigzanie. Przypusémy jednak, ze punkty p; i po wyznaczajace poczatek i koniec krzy-
wych w K leza na “rowniku” sfery danym warunkiem 6 = 7/2, a ich wspolrzedna ¢



przyjmuje wartosci, odpowiednio, ¢1 i 2. Wtedy szukana geodezyjna opisana jest funk-
cjami

A O(N) = g A p(\) = (2 — <p1)22+_<211a2 — a1

Plynie stad prosty wniosek, jezeli punkty p; i po maja wspotrzedna 0 = /2 to geo-
dezyjna je taczaca jest tukiem “réwnika” czyli kota wielkiego przechodzacego przez punkty
p1 1 pa. Oczywiscie, kazdy tuk “rownika” jest geodezyjna.

Latwo zauwazy¢, ze powyzszy wynik mozna uogélnié¢ na przypadek dowolnej pary punk-
tow p1 # pa: dla kazdej takiej pary zawsze mozna tak wybra¢ uktad wspotrzednych (z,y, 2),
ze 0§ OZ jest prostopadta do promieni sfery S wychodzacych z punktéw py i po. Wtedy
wspohrzedna 6 zadana przez tak wybrany uktad kartezjanski ma wartosé 7/2 w obu punk-
tach py i po.

Tym samym udowodnilis§my nastepujacy fakt: krzywa x na sferze jest geodezyjna wtedy
i tylko wtedy, gdy jest tukiem kota wielkiego.

Rozwazmy teraz punkt materialny P poruszajacy sie po sferze S przy braku sit innych
niz sity reakcji utrzymujace ten punkt na sferze. Lagranzjan tego punktu bedzie zawieral
tylko czlon energii kinetycznej:

L(0,¢,0,¢) = S0 = S(07 +sin’0 ¢?).

Wynikaja zen nastepujace réwnania ruchu:

0 = mb — msin 6 cos 2,
0 = 2msin 0 cos 0 0 + msin6 .
Jak wida¢, rownania ruchu punktu P sa tozsame z rownaniami (1.7) opisujacymi krzywa
geodezyjna na sferze. Torem ruchu tego punktu jest wiec geodezyjna.
Energia catkowita punktu P, rowna jego energii kinetycznej, jest stata w czasie, ponie-
waz sity reakcji sfery nie wykonuja pracy. Zatem warto$¢ predkosci punktu P nie zmienia
siec w czasie. O



