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Zadania z rozwigzaniami

Zadanie 1. Niech .
S :/ Ldt (1.1)
0

bedzie dziataniem dla punktu materialnego P o masie m poruszajacego sie w polu jed-
norodnej stalej w czasie sily grawitacji F;. Niech (z,y,z) bedzie kartezjariskim uktadem
wspélrzednych dobranym tak, ze ﬁG = —mge,, gdzie g > 0 jest stala. Dziatanie to
ograniczone do zbioru ruchéw postaci

Zo(t) 0
0,T] 3t Zot) = | ya(t) | = 0 € R3, (1.2)
za(t) —4§T%(t/T)"

gdzie o > 1 parametryzuje zbiér ruchéw, staje sie funkcja od parametru a. Pokazaé, ze
funkcja ta ma minimum w punkcie o = 2, czyli dla wartosci parametru opisujacej ruch
rzZeczywisty.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego «

0 0
Z,(0)= (0], Zo(T) = 0
0 —a72

Zatem wszystkie ruchy (1.2) maja wspolny poczatek w chwili ¢ = 0 i wspolny koniec w
chwili t =T.

Lagranzjan punktu materialnego P ma postaé
m

5 (&% + 9% + 2%) — mgz.

L(xﬂy7zaj:‘7yvz') =
Dla ruchu postaci (1.2)

,%:—gﬂamww43

_ _Q a—1
= =—STa(t/T)

. mg? _y  mg?
L(za, Yo, 2o Tas Yoy 2a) = TgT2a2(t/T)2(o‘ D4 TQTQ(t/T)O‘

Dzialanie (1.1) ograniczone do zbioru ruchéw (1.2) bedzie funkcja od parametru o
postaci

T (mg? 2 2 2 mg® =t/T
_ (a—1) g 2 « _ U _
S(a)_/o (T2 + BT T) ) de =t~ S =

1 2 2
:/ <7m89 T?202u?eY 4 7m2g T2ua)Tdu =
0

1
_ mg*T3 (1 a? w2l 4 1 ua+1) _ mg*T3 (} a? n 1 )
2 420 —1 a+1 0 2 42 -1 a+1




Nalezy teraz pokazaé, ze funkcja S(a) ma minimum w o = 2. Pochodna tej funkcji ma
postacé

S’( )_mngB’(l o -« _ 1 )(EQO
V=T Qa2 @12 T
za$ druga pochodna
73 /1 (20— 1)? — dafa —1 2 a= 273
S”(a) — mg <7( « ) a:ga ) 4 3) :2 mg i > 0.
2 2 (2a—1) (a+1) 2 54

Skoro pierwsza pochodna funkcji S(«) zeruje sie w a = 2, a druga pochodna w tym punkcie
jest dodatnia, to funkcja ta ma w punkcie a = 2 (lokalne) minimum. O

Zadanie 2.  Warstwa $niegu zalegajaca na ptaszczyznie XOY ma grubos$é opisang wsze-
dzie dodatnia funkcja h(x/a), gdzie a jest stala dodatnia o wymiarze dlugosci. Znalezé
funkcjonal, ktory Sciezce o bardzo malej szerokosci e (¢/a < 1) laczacej ustalone punkty
po 1 p1 przyporzadkowuje objetodé¢ zalegajacego nan $niegu. Jaki warunek musi spelniaé
funkcja h, aby odcinek prostej pomiedzy punktami pg i p1 o tej samej wartosci wspodtrzed-
nej x, byt punktem stacjonarnym wspomnianego funkcjonatu? Czy w tej sytuacji odcinek
ten jest zawsze globalnym minimum tego funkcjonatu?

Rozwigzanie. Rozwazmy zbiér K ztozonych z krzywych postaci

(A
0,723 = (1)) €B% X0 =m, x() =
opisujacych ksztalt $ciezek tgczacych punkty pg i p1. Objetosé dV $niegu zalegajacego na
Sciezce o dhugosci dl wynosi

AV = ehdl,

zas$

dl = \/XoXd\ =22+ y?2d),
gdzie x jest wektorem stycznym do krzywej x, a prim oznacza pochodng po A. Zatem
objetos¢ $niegu lezacego na Sciezce biegnacej wzdhuz krzywej x jest zadana funkcjonatem

1 1
K3x—= V= / eh(z/a)Va"? +y?dA = / F(z,y,2/,y)dA>0. (21
0 0

Warunek stacjonarnosci funkcjonatu V' jest réwnowazny réwnaniom Eulera-Lagrange’a

o dOF OF o ok 29
d\Oz! Oz’ d)Oy Oy ’
(z funkcja F' dana wzorem (2.1)) na funkcje
A= z(X), A= y(X),
ktore w jednoznaczny sposob opisuja krzywa x. Mamy
AP _ (L Lo _(_ vy (2.3)
d oz’ \ /22 + y'? ’ d 0y \\ /22 1 Y2 ’ ’
oF dh  r——p oF
e — =0. 2.4
or  ‘dzV® +Y oy (24)



Niech py = (zo,%0), a p1 = (wo,y1), gdzie y1 > yo. Znajdziemy teraz warunek na
funkcje h, przy ktérym odcinek linii prostej x = x¢ taczacej punkty pg i p1 jest punktem
stacjonarnym funkcjonalu V. Jesli odcinek ten sparametryzujemy jak nastepuje:

ZE(}\) o > 2
0.1 xX() <y()\)) <(y1 —Y0)A + %o (2:5)
to
/
z' =0, y' = const. B = dhz _
dz a

i w konsekwencji zeruja sie wszystkie wyrazy (2.3) i drugi wyraz (2.4). Pierwszy wyraz
(2.4) przyjmuje postac

OF w0, 900) = 2 (20) (3 — g,

Jedynym sposobem wyzerowania tego wyrazu jest wyzerowanie pochodnej funkcji h w
punkcie zp/a.

Rozwazany tu odcinek prostej nie musi byé jednak Sciezka taczaca ustalone powyzej
punkty pg i p1, na ktoérej zalega najmniejsza objeto$é sniegu. Moze sie bowiem zdarzyé, ze
mimo znikania pochodnej funkcji A w xo/a funkcja ta jest w otoczeniu zp/a malejaca —
wystarczy przyjaé, ze na pewnym otoczeniu punktu xg funkcja h ma postaé

T — X0

3
h(g;/a)zho—( ) . ho > 0.
Co wiecej, wybierajac w powyzszym wzorze dostatecznie matg warto$é a mozna spowodo-
wacl, ze dla 0 < dr < y1 — yo bedzie zachodzié

0 < h((zo +dz)/a) < h(zo/a) = he.

Jesli chcieliby$smy wykopaé w $niegu korytarz taczacy punkty pg i p1, to zamiast usuwaé
grubsza warstwe $niegu z odcinka prostej x = xy bardziej optacaloby sie zrobi¢ z punktu
po krotki przekop do prostej x = xg+dx i odgarniajac z niej cienisza warstwe $niegu zblizy¢
sie do punktu p;, po czym zrobié krétki przekop od tej prostej do p;.

Widac stad, ze nawet jesli odcinek prostej taczacy punkty pg i p1 jest lokalnym minimum
funkcjonatu h(z/a) (czego nie udowodnilismy), to moze zdarzy¢ sie, ze na $ciezce niewiele
roznigcej sie od niego zalega mniej $niegu.

O

Zadanie 3. Krzywa lanicuchowa Jaki ksztalt przyjmuje nierozciagliwa, jednorodna i
doskonale wiotka lina zwisajaca nieruchomo w polu jednorodnej statej w czasie sity grawi-
tacji? Przyjac¢, ze konce liny unieruchomione sa w dwoch réznych punktach znajdujacych
sie na tej samej wysokosci.

Rozwigzanie. Wprowadzmy' kartezjanski uktad wspotrzednych (z,v,2) tak, ze przyspie-
szenie grawitacyjne ma posta¢ § = —gé,, gdzie g > 0 jest stala, a korice liny zamocowane

'Rozwiazanie pochodzi z wykladéw z mechaniki klasycznej prof. A. Szymachy.



sa w punktach (£a,0,0), (a > 0). W tej sytuacji nieruchoma lina bedzie pozostawaé¢ w
plaszczyznie XOZ.

Ksztalt liny znajdziemy przyjmujac, ze energia potencjalna liny zwisajacej nieruchomo
w polu sity grawitacji jest minimalna. Ksztalt liny opiszemy funkcja

x
[~a,a) >z x(z)=] 0 | €R3

Energia potencjalna elementu dtugosci di liny o wspélrzednej z wynosi pgzdl, gdzie p jest
liniowa gestoscia (masy) liny. p jest tu wielkoscig stala i rowna M/L, gdzie M jest masa
liny, a L jej dtugoscig. Poniewaz

dl = \/1+ 2% dz,

gdzie prim oznacza pochodng po x, wiec energia potencjalna liny
a
V= / pgz(x)V1+ 2% dx. (3.1)
—a

W celu rozwiazania problemu nie mozemy jednak szukaé ksztattu liny minimalizujacego
powyzszy funkcjonal, poniewaz lina jest nierozciagliwa i jej dtugosé musi pozostawaé stala,
co oznacza, ze krzywa x musi spelnia¢ dodatkowy warunek

DIx] ::/ V)Zo;_(’d)\:/ V1+2?%de =L > 2a. (3.2)

Musimy zatem znalez¢é minimum funkcjonatu (3.1) przy warunku (3.2).

W przypadku funkcji f(z1,...,z,), warunkiem koniecznym istnienia ekstremum wa-
runkowego przy warunku g(xi,...,x,) = 0 jest znikanie pochodnej funkcji f — A\g, gdzie
A € R jest mnoznikiem Lagrange’a, w punkcie speliajagcym warunek g = 0. Okazuje sie,
ze analogiczna procedura dziala réwniez dla funkcjonaléw. Zatem w naszym przypadku
warunkiem koniecznym dla istnienia minimum funkcjonatu (3.1) przy warunku (3.2) jest
warunek stacjonarnosci funkcjonatu V-— AD przy spelnionym warunku (3.2), gdzie A € R
jest mnoznikiem Lagrange’a.

Warunek stacjonarnosci funkcjonatu

a

V—-AD = pg/ (z(x) = NV1+2%dx = pg/ F(z,2)dx (3.3)

a
—a —a
. . ;
ma postaé¢ réwnania Eulera-Lagrange’e

d OF OF
0= ———— 3.4
d\ 0z 0z (34)
nalozonego na funkcje z +— z(x). Nie bedziemy jednakze korzysta¢ bezposrednio z tego
roOwnania, lecz postuzymy sie pewna “wielkoscia zachowana”. Ot6z funkcja F' zdefiniowana
wzorem (3.3) nie zalezy jawnie od z, wiec wielkos¢

oF (z—A) s
@Z,*F: WZQ*(Z*)\) 1+212 = *C:COHSt.,



jest calka pierwsza rownania (3.4) tzn. wielko$é ta nie zalezy od x (wielko$é ta jest od-
powiednikiem tzw. energii uogélnionej G, ktora jest zachowana, gdy lagranzjan nie zalezy
jawnie od czasu). Mamy stad

12

(A 5\ _A—2
(2 A)(m \/1+z’)—m— C

Dla C = 0 otrzymujemy z(z) = A = const.. Zauwazmy, ze jedyna krzywa postaci
z = const. laczaca punkty zawieszenia liny to z = 0. Rozwiazanie to jest dopuszczalne
jedynie w przypadku gdy L = 2a.

Jesli C'# 0 to

~ A
A V1+22>1 (3.5)

C

Mamy tu dwie kolejne mozliwosci: 2/ = 0 lub 2’ # 0. W pierwszym przypadku otrzymu-
jemy z(z) = C 4+ A =0 (znéw dla L = 2a), a w drugim

Z/

NEER Iy

Odcatkowujac obie strony tego réwnania po = otrzymujemy

+1 =

B dz tu=(2—X)/CY du
i(x_D)_/\/(z—)\)Q/CQ—l_ Cdu=dz _C/m_

= Carcosh(u) = C ar cosh (Q),

gdzie u > 1 na mocy (3.5), a D jest stala catkowania. Zatem

z(z) = A+ C cosh <¥)

(znak — w argumencie cosinusa hiperbolicznego opusciliémy, bo cosinus jest funkcja pa-
rzysta.) Uwzgledniajac punkty zaczepienia liny musi zachodzié

Ozz(j:a):A+Ccosh(

cosh (%) = cosh (—aC— D>7

co moze by¢ spelnione jesli a — D = —a — D lub a — D = —(—a — D). Pierwszy warunek
oznacza a = 0 wbrew zalozeniom, wobec czego musimy przyja¢ drugi warunek, z ktérego
wynika, ze D = 0. Wtedy

:I:a—D)

Mamy stad

A = —C'cosh (%)

z(x) = C’(cosh (%) — cosh (%)) (3.6)

5
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Warunek na nieokreslong do tej pory stata C wynika z rownania (3.2):

L= /_a \/1 + sinh? (z/C) dx = /_a cosh(z/C) dx = C'sinh(z/C) ia = 2C'sinh(a/C).
(3.7)

Niestety, réwnania tego nie da sie rozwiazaé analitycznie. Tym niemniej nalezy sprawdzié,
czy istnieja rozwigzania tego réwnania i w jakiej liczbie.

Natychmiast wida¢, ze jesli C' jest rozwiazaniem (3.7) to rozwiazaniem jest rowniez —C.
Ale z postaci funkcji (3.6) wynika, ze ujemna warto$¢ C' oznaczalaby, ze lina pozostaje
powyzej punktéw zamocowania jej koricow (cosinus hiperboliczny “garbem do gory”), a
takie ustawienie z pewnoscig nie minimalizuje energii potencjalnej liny. Musimy zatem
zazada¢, aby C' > 0. WprowadZmy oznaczenie v = 1/C. Wtedy rownanie (3.7) przyjmuje
postac

f(v) = Ly — 2sinh(avy) = 0.

Pozostaje wiec sprawdzié¢, ile miejsc zerowych ma funkcja f na dodatniej podtosi.
W oczywisty sposob, lim,_,q f(y) = 0. Z drugiej strony,

L~

lim f(y) = lim | — 2sinh(a7)(1 - m)} = —00,

y—00 y—00
poniewaz czynnik L+y/(2sinh(a7)) zbiega w nieskorniczonosci do zera. Pochodna
f'(v) = L — 2acosh(av)

ma jedno miejsce zerowe — poniewaz L > 2a (przypadek L = 2a ma miejsce wylacznie
dla rozwiazania z(z) = 0), wiec jedynym rozwiazaniem réownania f’(y) = 0 na dodatniej
potosi jest
1
Yo = — arcosh(L/2a).
a

Poniewaz lim,_,0 f'(7y) = L — 2a > 0, wiec funkcja f rosnie na przedziale ]0, o[ od zera
w granicy v — 0 do maksymalnej dodatniej wartosci w punkcie vg, a nastepnie maleje do
“minus” nieskorniczonosci. Oznacza to, ze na osi dodatniej istnieje doktadnie jedno miejsce
zerowe funkcji f.

Zatem istnieje dokladnie jedna para niezerowych liczb +£C' bedacych rozwiazaniem
rownania (3.7).

Trzeba tu podkresli¢, ze rozwiazalismy wytacznie warunek stacjonarnosci funkcjonatu
V — AD. Pozostaje wiec pytanie, ktore z rozwigzan (3.6) ze stala C' spelniajaca warunek
(3.7) opisuje ksztalt liny, dla ktorego jej energia potencjalna jest minimalna. Poniewaz wa-
runek (3.7) ma dwa niezerowe rozwiazania rézniace sie znakiem, wiec jest raczej oczywiste
z fizycznego punktu widzenia, ze

1. funkcja (3.6) z dodatnim rozwiazaniem warunku (3.7) opisuje line zwisajaca ponizej
punktow zaczepienia, a zatem opisuje rozwigzanie minimalizujace energie potencjalna
liny.

2. funkcja (3.6) z ujemnym rozwiazaniem warunku (3.7) opisuje line ustawiona powyzej
punktéw zaczepienia, a zatem opisuje rozwigzanie maksymalizujace energie poten-
cjalnag liny.

O



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie S1. Niech

T
S = / Ldt (S1.1)

-T
bedzie dziatlaniem dla punktu materialnego P o masie m i poddanego sile elastycznej
postaci F' = —kZ, gdzie k£ > 0 jest staly, a & jest wektorem wodzacym punktu P za-

czepionym w poczatku kartezjanskiego uktadu wspohrzednych (x,y,z). W dziataniu tym
T = 2m\/m/k. Dziatanie (S1.1) ograniczone do zbioru ruchéw postaci

xy, (1) A(cos(wt) — cos(wT') + cos(\/k/mT))
[T, T] 3t Zu(t) = | yu(t) | = 0 c R,
Zw (t) 0

gdzie w > 0 parametryzuje zbiér ruchow, a A jest stala, staje sie funkcja od parametru
w. Sprawdzi¢, czy funkcja ta ma minimum w punkcie w = \/k/m, czyli dla wartosci
parametru opisujacej ruch rzeczywisty.

Szkic rozwigzania. Oznaczmy

k_
\/ — = wo.
m

Zachodzi
wol = ET =27
m
W konsekwencji
x,(t) = A(cos(wt) — cos(wT') + 1) = A(cos(wt) + f(w)), (S1.2)

Ty (t) = —Awsin(wt)
Mamy stad nastepujaca wartosé¢ lagranzjanu

2,2 1 A2

(22 +y2 + 22) = Tw sin?(wt) — T(cos(wt) +f)?=
A2 2 ]{:AZ

L 5 d sin?(wt) — T(COSQ(wt) + 2 cos(wt) f + f2).

L= 2+ ) -

N |

Mozemy teraz obliczyé¢ dziatanie

S(w) = /T Ldt= [mA2w2 (175 L Sin(2wt))—

L 2 2" 4w
—W(lwl in(2wt) + = sin( 0f+ )] L
5 (gt 5, sin(w - sin(w _T—
= 7[mw (T— Esm(QwT)) - k:(T—|— %SIH(2WT) + ;sm(wT)f—{—Zf Tﬂ =

‘f [mwQT - % sin(2wT) — k (% (% sin(2wT) + sin(wT) f) F2fT Tﬂ



oraz jego pochodna po parametrze w :

% - f 2mwT — % sin(20T) — mwT cos(2wT) — k( - % (% sin(2wT) + Sin(wT)f) +
+ % <T cos(2wT) + T cos(wT) f + sin(wT)f’) + 4ff’T>}

Dla funkcji f danej wzorem (S1.2) zachodzi:

F(wo) =0, =%~ 1), F(w0) = 0.

Wzory te pozwalaja nam policzy¢ warto$é pochodnej dzialania w w = wy:

4dmm — 2mm — ET} = A—Q {27Tm — %wOT] = /;2 {27rm — QTFL] =0.

as A? [
wo 2 wg k/m

a0 =

Druga pochodna dziatania po parametrze w:

d’s  A? ) 21 |
T2 [QmT —2mT cos(2wT) + 2mwT= sin(2wT') — k (E (5 sin(2wT') + sm(WT)f) 4
— 32 (T cos(2wT) + T cos(wT) f + sin(wT)f’) +
w
T 5 ( — 2T?sin(2wT) — T? sin(wT) f + 2T cos(wt) f' + Sin(wT)f”) AT + 4ff”T>] 7
(S1.3)
gdzie
o S
T dw?’

Po podstawieniu do (S1.3) w = wp wieckszos¢ sktadnikow po prawej stronie tego wzoru
zeruje sie i

d?S A? 2 A%KT
TS (wo) = - [2mT — 2mT — k( - w%T” == >

Pokazalismy, ze pierwsza pochodna funkcji w +— S(w) znika w wp oraz, ze druga po-
chodna tej funkcji w tym punkcie jest dodatnia. Oznacza to, ze funkcja S(w) ma w punkcie
wop minimum. ]

Zadanie S2. Warstwa $niegu zalegajaca na plaszczyznie XOY dla x > 0 ma grubosé
opisana funkcja h(z) = av/z, gdzie a jest stata dodatnia. Skonstruowaé funkcjonal przypi-
sujacy krzywej x — y(x) taczacej ustalone punkty po = (xo,y0) ip1 = (x1,41), 0 < 2o < 21,
objetog¢ éniegu zalegajacego na $ciezce o bardzo malej szerokosci € (¢/a®? < 1) biegnacej
wzdtuz tej krzywej. Znalezé punkty stacjonarne tego funkcjonatu.

Szkic rozwigzania. Funkcjonal przypisujacy krzywej x — y(z) objetosé $niegu zalegajacego
na Sciezce biegnacej wzdhuz tej krzywej ma postaé

1 €1
Vi = [ caviViTytae= [ Ry
xo xo

8



gdzie 3/’ jest pochodna funkcji x — y(x). Warunek stacjonarnosci funkcjonatu:

d OF OF d ea/xy

" dz 0y oy dx /11 y2

VY
/1 _|_y/2

Mamy stad
= o = const..
7 powyzszego otrzymujemy

sgny’ = sgna

oraz

2 _ o2

(z—a%)y
skad wynika (wobec zakresu [x1, o] wspolrzednej x), ze
Ty — a?>0.

Wtedy

. @
Y VI —a?

Odcatkowujac obie strony powyzszego rownania po x otrzymujemy

y(m):/hd$:2a\/:n—a2+ﬁ,

gdzie 3 jest staly catkowania.
Pozostaje teraz dobraé stale a i 3, tak aby

y(zo0) = Yo, y(z1) = y1.

W tym celu ustalmy x; > xg > 0. Mamy z (S2.3)

Yo = 2a0\/ o — a2 + 3, Y1 =2z — a2+ f.

Odejmujac od siebie stronami powyzsze rownania otrzymujemy
Y1 — Yo = 204(\/331 —a2 -z — a2) = f(«).
7 zatozenia x1 > xg wynika, ze

Vaoi—a?2—=Vzg—a2>0

i w konsekwencji
sgn(y; — yo) = sgn a.

Mnozac stronami réwnanie (S2.5) przez (vz1 — a? + vzg — a?) otrzymujemy

2a(x1 — x0) = (y1 — yo)(\/xl — a2+ a — a?).

(S2.1)

(52.2)

(52.3)

(S2.4)

(52.5)

(52.6)

Podniesmy teraz do kwadratu obie strony powyzszego réwnania i pomnézmy je przez 4o?2.
Podobnie, podniesmy do kwadratu obie strony réwnania (S2.5) i pomnézmy je przez (y; —

Y0)?. Dodanie stronami tak otrzymanych réwnan daje

16044(371 — nvo)2 + (y1 — y0)4 = 4a2(y1 — y0)2(2x1 + 2z — 4a2),



skad mamy nastepujace réwnanie kwadratowe na a?:

16[(y1 — y0)* + (z1 — 20)*]a’* — 8(y1 — yo)* (21 + mo)a® + (y1 — yo)* = 0. (52.7)
Wyréznik tego rownania to
A = 64(y1 — yo) (21 + 20)* = 64[(y1 — y0)* + (1 — 20)*) (31 — v0)" =
= 64(y1 — o) (4z120 — (11 — 90)®)  (S2.8)
Wyréznik ten jest nieujemny, jesli
(Y1 — y0)? < 4z 120. (S2.9)

Mamy wtedy nastepujace rozwigzania na o?:

/4170 — (Y1 — y0)? + (21 + 20)
A[(y1 — yo)? + (21 — 20)?]

— 7 (52.8) wynika, ze dla obu znakéw + prawa strona powyzszego rownania jest dodatnia.

Zatem cztery liczby
{ + \/af_,:lz\/oﬁ_}

sa rozwiagzaniami réwnania (S2.7). Jednakze nie kazde z tych rozwiazan musi by¢ roz-
wigzaniem wyj$ciowego rownania (S2.5), poniewaz przy przej$ciu od réwnania (S2.5) do
rownania (S2.7) (¢) podnosiliSmy stronami réwnania do kwadratu (co zazwyczaj skutkuje
pojawieniem sie dodatkowych rozwiazan nie speliajacych rownania wyjsciowego) oraz (i)
usunelismy pierwiastki v, — a2 i Vzg — a2, w skutek czego lewa strona réwnania (S2.7)
jest dobrze okreslona dla kazdej o € R, co oznacza, ze rozwigzanie tego rownania nie musi
spetnia¢ warunku (52.2).

W celu znalezienia rozwiazan rownania (S2.5) wsrod znalezionych rozwiazan réwnania
(S2.7) zbadamy przebieg funkcji f(a) tworzacej prawa strone rownania (S2.5). Funkcja
ta okreslona jest dla a € [—/To, \/To] — zakres ten wynika z (S2.2). Mamy nast¢pujace
wartosci funkcji f na krarncach dziedziny:

f(:t\/%) =42 1’0(2121 - .’L'()). (8211)

(y1 — w0)? (52.10)

o =

Pochodna

r1 — 20 ro — 2a?
flo) =2 (=5 - ==,
Vrr—a? Vg —a?
Posiada ona miejsce zerowe, jezeli
1 — 2a? X0 — 202
Vi — a2 Vaxg—a?
Podnoszac obie strony tego rownania do kwadratu i wymnazajac otrzymany wynik przez
wyrazenia w mianownikach uzyskujemy

(S2.12)

(z1 — 20%)2(zg — a?) = (x0 — 202)*(z1 — o?). (52.13)

Po wymnozeniu obu stron i redukcji identycznych sktadnikéw po obu stronach réwnanie
to upraszcza si¢ znaczaco do

x%(:cl — a2) = a:%(xo — a2),
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co daje
2 ToTi

x0+x1'

(S2.14)

Jednakze to rozwiazanie réwnania (S2.13) nie jest rozwigzaniem réwnania wyj$ciowego
(S2.12), o czym latwo przekonaé? si¢ podstawiajac (S2.14) do (S2.12).

Wynik ten oznacza, ze pochodna funkcji f nie ma miejsc zerowych i w konsekwencji
funkcja ta jest $cisle monotoniczna na calej dziedzinie. Biorac pod uwage (S2.11) wnio-
skujemy, ze f jest funkcja Scisle rosnacg. Przy ustalonych xz1 > x¢ > 0 funkcja f jest
zatem bijekeja z przedziatu [—/Zg, /Zo] na [—2y/mo(r1 — 0), 2\/x0(z1 — 70)]. Plynie

stad wniosek, Ze rownanie (S2.5) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy

(y1 — y0)2 < (2v/xo(x1 — xg))2 = 4xox] — 43;3 (S2.15)

— warunek ten nie jest silniejszy od warunku (S2.9) (tak jak powinno by¢). Co wiecej,
jesli ten warunek jest spelniony, to istnieje doktadnie jedno rozwiazanie rownania (S2.5)
— fakt ten wynika z bijektywnosci funkcji f.

Z bijektywnosci funkeji f wynika ponadto, ze (przy ustalonych z; > xy > 0) zagadnie-
nie rozwiazania rownania (S2.5) jest rownowazne zagadnieniu znalezienia funkcji odwrotnej
do f — jest tak dlatego, poniewaz rozwiazanie rownania (S2.5) daje sie zapisa¢ w postaci

a= "y —yo).

Whioskujemy stad, ze wartos¢ rozwiazania czyli o zalezy w sposéb ciagly od réznicy y1 —yo.

. . , . . . ) .
Rozvvlayzan;e rownania (52.5) otrzymamy wiec w oparciu o wartos¢ af albo w oparciu o

réznicy y1 — yo.
Z réwnania (S2.11) wynika, ze jezeli (y1 —yo)? = 4xo(z1 — 20), to kwadrat rozwiazania
réwnania (S2.5) jest rowny xg. Podstawiajac ta wartoéé (y1 —yo)? do (S2.10) otrzymujemy

warto§¢ o — sa to jedyne mozliwodci otrzymania ciagtej zaleznosci rozwigzania o od

2 2 1= %0

of = xp =" 70 < xp.
+ ’ 3xg + 21

Wynik ten oznacza, Ze rodzina rozwiazan rownania (S2.7) postaci 44 /a2 nie zawiera roz-
wigzan rownania (S2.5).
Zatem rozwiazaniem rownania (S2.5) jest

1% — —y0)2+ (1 +x 2
S e—

x170 — (11 — y0)? + (v1 + V2
- (L )

(czynnik sgn(y; — yo) wynika tu z (S2.6)) przy dodatkowym warunku (S2.15).
Stala 8 tatwo teraz wyznaczy¢ z ktoregokolwiek z rownan (S2.4).

Liczba (S2.14) jest rozwigzaniem réwnania

xr1 — 202 _ To— 202
- )
V1 — a? Vo — a?

ktore po podniesieniu stronami do kwadratu réowniez daje rownanie (S2.13).
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Zadanie S3. Rozwazmy powierzchnie walcowa W zadana warunkiem

22 4y = 12

(r > 0 jest stala) w pewnym kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (z,y, z). Pokazaé, ze
dla kazdych stalych A1 B krzywa

x(A) 7 COoS A,
[a1,a2] 2 A= x(A\) = | y(\) | = | rsinX | e W CR? (S3.1)
z(\) AN+ B

jest krzywa geodezyjna na powierzchni W.

Szkic rozwigzania. Niech (p, g, z) bedzie uktadem wspotrzednych walcowych powiazanym
z uktadem (z,y,z) w standardowy sposob. Powierzchnia W w tym ukladzie zadana jest
warunkiem p = r, a wspolrzedne (¢, z) tworza uklad wspotrzednych na tej powierzchni.

Niech p1, p2 beda ustalonymi punktami powierzchni W. Zbiér K definiujemy jako zbior
wszystkich (dwukrotnie rézniczkowalnych) krzywych postaci

z(M) rcos(p(A)),
[a1,a2] 2 A= x(A\) = | y(\) | = | rsin(eN\) | e W C R, x(a;) =pi, i = 1,2.
z(A) z(A)

Funkcjonal dtugosci okreslony na zbiorze K ma postaé
a2z a2
KaxHD[X]:/ x’2+y’2+z’2d)\:/ r2p? 4+ 22 d\ =
al ai

as
= / Fp, 2,0, 2, \)d),

al

gdzie prim oznacza pochodng po A.
Krzywa geodezyjna to punkt stacjonarny funkcjonatu dtugosci. Warunek stacjonarnosci
ma posta¢ rownan Eulera-Lagrange’a natozonych na funkcje A — ¢(X\) i A — z(\):

_dOoF OF d r2¢’
_587(,0’_%_5 r290/2+2127
_doF OF d

T A 02 0z d\ r2(p/2+zl2'

Dla krzywej (S3.1)

P(A) = A, z(\) = AN+ B
i w konsekwencji
i 7”290/ B i 7"2 B
dX \/r2p2 4 22 TdNr2 A2
4 F 4 A _
dX /12,2 272 CdANVrZ 1 A2
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