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Zadanie 1. Czy w szczegolnej teorii wzglednosci (STW) wymiary poruszajacego sie
ciata prostopadte do kierunku jego ruchu ulegaja zmianie?

Rozwigzanie. W celu odpowiedzi na pytanie postawione w zadaniu przyprowadzimy pewien
eksperyment myslowy. Wyobrazmy sobie dwa identyczne samochody Sy i Sy prowadzone
przez kierowcow, odpowiednio, K1 i Ko, ktore zblizaja sie do siebie poruszajac sie ze statymi
predkosciami po prostoliniowej drodze i mijaja sie na przystowiowa odlegloéé lusterka.

Przypusémy, ze w STW wymiary poruszajacego sie ciata prostopadte do kierunku ru-
chu ulegajg wydtuzeniu. Oznaczalo by to, ze z punktu widzenia kierowcy K7i, wysokosé
poruszajacego sie wzgledem niego samochodu Se wzrasta (wysoko$é jest wymiarem prosto-
padlym do kierunku ruchu S3). W szczegdlnosci wzrasta tez wysokosé, na ktorej znajduje
sie lusterko Lo tego samochodu. Mozemy teraz przyjaé, ze lusterka obu aut sg na tyle wa-
skie w pionie, ze podczas mijania sie samochodéw lusterko Lo znajduje sie nad lusterkiem
L; auta Sy. Ale lusterko Lo ulega takze wydluzeniu w poziomie (kierunek poziomy tez
jest prostopadty do kierunku ruchu Ss), a ze samochody mijaja sie na odleglosé¢ lusterka
to najbardziej wystajacy punkt lusterka Lo zarysowuje lakier samochodu S7 wzdluz linii
przebiegajacej powyzej lusterka L1, podczas gdy lusterko L o niezmienionej dtugosci auta
So nie dotyka.

Zatem z punktu widzenia kierowcy Kj na skutek bliskiego mijania sie aut bok jego
samochodu 57 zostanie zarysowany, za$ bok samochod So nie (choé¢ by¢ moze jakies zary-
sowania pojawia sie na lusterku Lj).

Ale w STW uktady inercjalne sg rownowazne, wiec z punktu widzenia kierowcy Ky to
lusterko L; znajduje sie wyzej niz jego lusterko Lo i ulega wydluzeniu w poziomie. W
konsekwencji lusterko L zarysowuje lakier samochodu Ss powyzej lusterka Lo, a lusterko
Lo auta Sp nie dotyka.

Wida¢ stad, ze zakladajac wydluzanie sie wymiaréw cial prostopadtych do kierunku
ruchu otrzymujemy sytuacje, w ktérej uszkodzenia aut zaleza od tego, ktéry kierowca je
obserwuje. Ale uszkodzenia tego rodzaju (i ich brak) sa rzecza trwala, auta moga sie
zatrzymaé¢ i mozna dokonaé ich ogledzin, ktére dadza jednoznaczny opis ewentualnych
uszkodzenn. Musimy zatem odrzuci¢ mozliwo$¢ wydluzania sie wymiaréw prostopadtych
do kierunku ruchu.

Przeprowadzajac podobne rozumowanie, odrzucamy mozliwos¢ skracania sie wymiaréw
prostopadtych do kierunku ruchu.

O

Zadanie 2. Dylatacja czasu W ukladzie inercjalnym U4 STW btysk swiatlta emito-
wany przez zrodto spoczywajace w U odbija sie od zwierciadta umieszczonego w odlegtosci
D od zrodta i powraca do zrodta. Niech uklad inercjalny U’ porusza sie wzgledem U z
predkoscia o wartosci v w kierunku prostopadlym do toru, wzdtuz ktérego w uktadzie U



porusza sie blysk swiatlta. Oznaczmy symbolem At uptyw czasu w ukladzie U pomie-
dzy wyemitowaniem blysku a jego powrotem do Zrodla, a symbolem At' uplyw czasu w
uktadzie U’ pomiedzy tymi samymi zdarzeniami. Pokazaé, ze

A = —— 1 A=+ (2.1)

1—(v/c)?

Rozwigzanie. W uktadzie U blysk §wiatta ma do pokonania z predkoscia o wartosci ¢ droge
od zrodia do zwierciadla i z powrotem czyli droge dtugosci 2D. Zatem
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Z kolei w uktadzie U’ zaréwno zrédlo jak i zwierciadlo poruszaja sie z ta samg stala
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Rys. 1: Zrodlo Z, zwierciadlo Zw i blysk §wiatla widziane z uktadu U/’

predkoscia U o wartosci v. Ze stalosci tej predkosci wynika (patrz rys. 1), ze droga od
7zrodla do zwierciadla i droga powrotna majg tg sama dlugosé D’. Zatem w ukladzie U’
blysk $wiatta ma do pokonania droge dtugosci 2D’ z predkoscig o wartosci ¢ — jest to ta
sama warto$¢ co w U, bo w STW wartos¢ predkosci §wiatta jest taka sama we wszystkich
uktadach inercjalnych. Wobec tego
/
At = 2D (2.3)
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W celu obliczenia wielkosci D’ zauwazmy, ze w U’ tor ruchu blysku $wiatla wraz z
torem ruchu zrédla tworza trojkat rownoramienny, ktérego ramie ma diugosé D', a pod-
stawa dlugos¢ vAt. Wysokosé tego trojkata to widziana z U’ odleglosé miedzy zrodiem
i zwierciadtem — odleglos¢ ta jest réwna odleglosci D mierzonej w U, poniewaz w STW
wymiary prostopadte do kierunku ruchu nie ulegaja zmianie (patrz zadanie 1). Mamy stad
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Podstawiajac do powyzszego rownania D i D' wyliczone ze wzorow (2.2) i (2.3) otrzymu-

(555 = () + (5"

Wynika stad nastepujacy wzor

jemy

CQ—’U2

— (A)? = (At)*.

c
Biorac po uwage, ze At i At’ s dodatnie otrzymujemy z powyzszego

At = ;At

1= (v/e)?
czyli wzor (2.1). O

Zadanie 3. Relatywistyczne skladanie predkosci Uktad inercjalny 4’ STW poru-
sza sie wzgledem innego uktadu inercjalnego U. Zmnalezé wzory wiazace predkos¢ punktu
materialnego P w ukladzie U z predko$cig tego samego punktu w ukladzie U’

Rozwigzanie. Niech (2!, 22, 23) beda wspotrzednymi przestrzennymi w uktadzie odniesie-
nia U, a t czasem mierzonym przez zegary tego ukladu. Analogicznie, niech (z'',z2, 2/3)
beda wspolrzednymi przestrzennymi w ukladzie odniesienia U’, a t' czasem mierzonym
przez zegary tego uktadu. Ruch tego samego ciata jest opisany w obu uktadach funkcjami,
odpowiednio,

t— (2'(t)), ' (2"(t), i=1,2,3, (3.1)

a i-te sktadowe predkosci tego ciala w uktadach, odpowiednio, U i U’ okreslone sg przez
pochodne:

- dgt i
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dt’ dt’ -

Aby znalezé¢ relacje miedzy sktadowymi (u') i (u”) wykorzystuje sie transformacje
pomiedzy wspotrzednymi czasoprzestrzennymi (¢, 2%, 22, 23) ukladu U a wspoéhrzednymi
czasoprzestrzennymi (¢, 21, 22 2/3) ukltadu U”:

t=1t(t,z"),
2 = 2 (t, xb).

(3.2)

Ustalmy chwile ¢ w ukladzie U. W tej chwili rozwazane ciato znajduje sie w polozeniu
(27 (t)). Tej chwili i temu potozeniu ciala w U odpowiada chwila ' i polozenie ciata (2'¢(t'))
w uktadzie U’. Na mocy transformacji (3.2) zachodzi nastepujacy zwiazek:

¢ =t(t,a (1)),

Podstawiajac pierwsze z powyzszych rownan do drugiego otrzymujemy

2Tt (t, (1)) = 2 (¢, 2'(t)).



Zrézniczkowanie obu stron tego rownania po t daje

R T LA L
(O3 ) = (529 ),

Jedli tylko nawias po lewej stronie wlasnie otrzymanego réwnania jest rézny od zera to
obowigzuje nastepujace prawo wiazace sktadowe (u") ze sktadowymi (u):

wj:<<9w’j = O’ i><6t’ = o k>*1‘ (3.3)

ot + A AT * ark "
=1 k=1
Przyjmijmy teraz, ze (i) osie przestrzennych uktadéw wspohrzednych w uktadach od-
niesienia U 1 U’ sa parami rownolegte i zgodnie zorientowane oraz ze (ii) uktad U’ porusza
sie wzgledem uktadu U z predkoscia v = vé,. Wtedy po dokonaniu zmiany oznaczen
(z', 2%, 23) = (z,y, 2) i analogicznej zmiany dla wspolrzednych primowanych, transforma-
cje (3.2) przybieraja standardowa postaé

v
=t - 0—255) + to, ' = y(z — vt) + o,
Y =y + o, 2=z + 2,

gdzie (tg, xo, Yo, 20) sa stalymi, a - zdefiniowana jest wzorem (2.1).

Podstawiajac te transformacje do wzoréw (3.3) i oznaczajac (ul,u?, u?) = (ug,uy, u;)

i analogicznie dla sktadowych predkosci w uktadzie U’ uzyskujemy:

o s o, v
(% T2 ) =717z =10 - gu)

(dla |v] < ¢1i |ug| < ¢ powyzsze wyrazenie jest niezerowe) oraz

’ YU+ YUy Ug —V

u,. = =
Ty = vgue 1 —vug /e
/ Uy Uy
U, = = ) 3.4
Yoy vmue (1 - vug/c?) (34
U = Uz _ Uz

Ty = v%ue (1 —vug /)

Powyzsze wzory opisuja tzw. relatywistyczne prawo sktadania predkodci.
O

Zadanie 4. Dylatacja czasu Kula bilardowa odbija sie prostopadle od krawedzi stotu
bilardowego i powraca do miejsca, z ktorego (po uderzeniu kijem przez gracza) rozpoczeta
ruch. Wartos¢ predkosci kuli wzgledem stotu pozostaje stata podczas catego ruchu. Niech
uktad inercjalny U’ porusza sie wzgledem uktadu U, w ktérym spoczywa stot bilardowy, z
predkoscia o wartosci v w kierunku prostopadlym do toru, wzdtuz ktérego w uktadzie U
porusza sie kula. Oznaczmy symbolem At uplyw czasu w uktadzie U pomiedzy uderzeniem
kuli przez gracza a jej powrotem do miejsca na stole, w ktérym kula rozpoczeta ruch, a
symbolem At’ uplyw czasu w ukladzie &’ pomiedzy tymi samymi zdarzeniami. Uzywajac
wzoréw na skltadanie predkosci (patrz zadanie 3) wykazaé, ze zachodzi wzor (2.1).



Rozwigzanie. Zatdzmy, ze osie uktadu wspoétrzednych w uktadzie U zorientowane sa tak,
ze:

1. kula bilardowa porusza sie wzdtuz osi OY;

2. predkosé¢ ukladu U’ wzgledem U ma posta¢ 7 = —veéy, v > 0.
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Rys. 2: Kula bilardowa K odbijajaca sie od krawedzi Kr stotu widziana z uktadu U’
Oznacza to, ze sktadowe predkosci 4 kuli bilardowej wzgledem uktadu U maja postaé
U = (ug, uy,uz) = (0,£u,0), (4.1)

gdzie warto$é u > 0 tej predkosci jest stata w czasie.

Przyjmujac nastepnie, ze transformacja pomiedzy wspotrzednymi czasoprzestrzennymi
obu uktadéw ma standardows postaé¢ otrzymujemy nastepujace transformacje sktadowych
(Uz, Uy, u,) predkosci 4:

, Uy +V , Uy , Uy

Yo = 1+ ugv/c?’ “y Y(1 4 ugv/c?)’ Yz y(1 4+ ugv/c?)’

— wzory te biora sie ze wzoréw (3.4) w skutek zamiany v — —v. Podstawiajac do po-
wyzszych wzoréw wartosci sktadowych predkosci @ opisane rownaniem (4.1) otrzymujemy
predkosé 4’ kuli wzgledem uktadu U’

T (u;,u;,ulz) = (v, £u/v,0).

W rezultacie kwadrat wartosci u’ predkosci @' wynosi
u? = (up)? + (1) + (ul)? = 0% +u? /Ay (4.2)

Skoro znamy juz warto$¢ predkosci kuli w uktadzie U’ mozemy rozwiaza¢ niniejsze
zadanie w analogiczny spos6b do zadania 2.



W uktadzie ¢ kula ma do pokonania z predkoécia o wartosci u droge od miejsca roz-
poczecia ruchu do zwierciadla i z powrotem — dlugosé tej drogi oznaczmy 2D. Zatem

2D
-=.

At (4.3)
Z kolei w ukladzie U’ zaréwno caly stot bilardowy poruszaja sie ze staly predkoscig ¢ o
wartosci v. Ze statosci tej predkosci wynika (patrz rys. 2), ze droga do krawedzi stotu i
droga powrotna maja ta sama dlugos¢ D’. Zatem kula ma do pokonania z predkoscia o
wartosci v’ droge od miejsca na stole, w ktorym rozpoczeta ruch, do krawedzi i z powrotem
czyli droge dtugosci 2D’. Zatem

2D’
At = . (4.4)
u/
Dlugo$é¢ D’ znamy z zadania 2:
At 2
D')? = D? <” ) .
(07 =0+ (U3

Podstawiajac do powyzszego rownania D i D’ wyliczone ze wzoréow (4.3) i (4.4) otrzymu-
Jemy
<u’At’>2 B <uAt)2 N <vAt’>2
2/ \2 2 /)

Wynika stad nastepujacy wzor

Na mocy wzoru (4.2)

Biorac po uwage, ze At i At’ s dodatnie otrzymujemy z powyzszego
At = yAt

czyli wzor (2.1).
Otrzymany powyzej wynik jest niezalezny od wartosci u > 0 predkosci kuli bilardowe;j.
O



