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Zadania przyktadowe

Przyktlad 1.

Pociag o dlugosci wlasnej [ przejezdza z predkosciag o wartosci v przez tunel, ktorego dlugosé wlasna rowniez
wynosi . Na przedzie pociagu umiejscowiona jest bomba, zaprogramowana tak, by wybuchnaé¢ w chwili,
w ktoérej przdéd pociagu opuszcza tunel. Tyl pociagu wyposazono w urzadzenie, ktére w chwili, gdy tyt
pociagu wjezdza do tunelu, wysyta do bomby sygnal nakazujacy jej sie rozbroi¢. Czy bomba wybuchnie?

Rozwigzanie.

Na poczatku przeanalizujemy sytuacje z punktu widzenia uktadu pociagu
(rys. la.). W ukladzie tym pociag spoczywa i ma dlugo$é I, tunel na-
tomiast porusza sie z predkoscia o wartosci v, podlega zatem skréceniu
v Ly Lorentza — jego dlugosé wynosi I/, gdzie
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jest czynnikiem Lorentza odpowiadajacym predkosci v. Wprowadzilismy
tu wygodne oznaczenie S = v/¢; warto zauwazy¢, ze z 0 < v < ¢ wynika
0 < B < 1. Dlugoéé tunelu jest zatem mniejsza od [, przéd pociagu opusci
L wigc tunel zanim tyl pociggu si¢ w nim znajdzie — bomba wybuchnie.

a) w uktadzie pociqggu

(P1.1)

pociag tunel

b) w ukladzie tunelu

o—————0 —> Mozemy jednak spojrze¢ na te sytuacje réwniez z punktu widzenia uktadu
tunelu (rys. 1b.). W tym ukladzie to tunel spoczywa i ma dlugosé I, zas
pociag porusza sie z predkoscia o wartosci v i jest skrocony, jego dlugosé
Rys. 1. Sytuacja z przykladu 1. to /. Urzadzenie dezaktywujace bombe, umieszczone na tyle pociagu,

zdazy zatem znalez¢ sie w tunelu i wystaé sygnal rozbrajajacy bombe za-

nim przod pociagu opusci tunel. Wszystko wskazuje wiec na to, ze bomba
nie wybuchnie. To paradoks — wnioski fizyczne musza by¢ przeciez identyczne z punktu widzenia kazdego
obserwatora.

Poprawne jest pierwsze rozumowanie, przeprowadzone w uktadzie pociggu: bomba wybuchnie. Rozwazania
prowadzone w ukladzie tunelu zawieraja pewien na pozér drobny, jednak, jak si¢ okazuje, istotny blad
— zapomnieliémy o tym, ze urzadzenie dezaktywujace bombe nie moze przekaza¢ bombie zadnej informacji
natychmiast. Sygnal nakazujacy bombie rozbrojenie potrzebuje troche czasu, by pokonaé odlegtosé pomiedzy
urzadzeniem dezaktywujacym, umieszczonym przeciez na tyle pociagu, a bomba, ktéra znajduje sie na jego
przedzie. Okazuje sie, ze czas ten jest na tyle duzy, iz sygnal rozbrajajacy bombe nie zdazy do niej dotrzec
przed jej wybuchem, niezaleznie od tego, z jakimi predko$ciami poruszaja sie sygnal i pociag. Udowodnimy
to teraz.

Sygnal ma najwieksza szanse na dotarcie do bomby na czas, gdy porusza si¢ z najwigksza mozliwg predkoscia,
zalézmy zatem, ze jego predko$é jest réwna predkosci $wiatla c. Bomba nie wybuchnie wtedy, gdy sygnat
wyemitowany z jednego konca tunelu (ktéry chwilowo pokrywa sie z tylem pociagu) dotrze do jego drugiego
konica wezedniej niz przéd pociagu. Sygnal potrzebuje na dotarcie do konica tunelu czasu /¢, przéd pociagu
natomiast — czasu [ (1 —1/7) /v, poniewaz do chwili emisji sygnalu przéd pociagu pokonal juz w tunelu
odleglosé I/~ (rys. 1b.). Tak wigc, bomba nie wybuchnie, gdy
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Dzielac te nieréwno$¢ stronami przez [, mnozac stronami przez v (zaréwno [, jak i v sa oczywiscie dodat-
nimi wielko$ciami), a nastepnie wstawiajac definicj¢ czynnika Lorentza v i — dla prostoty — wprowadzajac

oznaczenie § = v/¢, otrzymujemy
B<1—+/1-p2 (P1.3)

Proste przeksztalcenia algebraiczne pozwalaja sprowadzié¢ (P1.3) do postaci

VI+B8</1-8. (P1.4)

Nierownosé ta nie jest nigdy prawdziwa, poniewaz 0 < [ < 1. Sygnal dotrze zatem za pézno i bomba
wybuchnie.

Przyktlad 2.

Dwie czastki poruszaja sie tak, ze obserwator w uktadzie laboratoryjnym widzi ich ruch w sposéb przedsta-
wiony na rys. 2. Predkosé¢ kazdej z nich ma w tym ukladzie wartosé v, za$ kat pomiedzy ich torami wynosi
260. Znalez¢ warto$¢ predkosci jednej z czastek w uktadzie drugie;j.

°
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Rys. 2. Ruch czgstek z przykiadu 2. widziany z ukladu laboratoryjnego.

Rozwigzanie.

Rozwiazujac to zadanie, postuzymy sie niezwykle uzytecznym formalizmem czterowektoréw. Predko$é jednej
z czastek w ukladzie drugiej z nich znajdziemy, wykorzystujac czterowektor okreslany mianem czteropredko-
sci, zdefiniowany jako

dxt
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gdzie x# = (ct, x, y, z) jest czteropolozeniem, 7 — czasem wlasnym, v(v) to jak zwykle czynnik Lorentza,
za$ v = (Ug, Uy, U;) to ,zwykly”, tréjwymiarowy wektor predkosci.

= (v(v)e, 1(0)v) = (Y(v)e, Y(v)ve, Y(v)vy, Y(V)v2), (P2.1)

Wprowadzmy osie uktadu laboratoryjnego U w taki sposéb, by jego poczatek pokrywal si¢ z punktem
przeciecia toréw czastek, o Ox lezala w plaszczyznie rysunku wzdiluz przerywanej linii i byla skierowana
»w prawo”, o$ Oy lezala w plaszczyznie rysunku i byla skierowana ,do géry”, zas os Oz byla prostopadla
do plaszczyzny rysunku. Czteropredkosci czastek maja w tak zdefiniowanym uktadzie postaé

Vi = (v(v)e, y(v)vcosb, —y(v)vsinb, 0),
VE = (v(v)e, y(v)veosh, y(v)vsinb, 0). (P2.2)

Przejdzmy teraz do ukladu U’ zwiazanego z czastka A i opiszmy w nim ruch czastki B. Osie ukladu U’
okreglimy w sposéb analogiczny do osi ukladu U, obrécimy jednak osie Oz’ i O'y’ w taki sposdb, by ruch
czastki B odbywal si¢ w ukladzie U’ wzdtuz osi O'z’. Niech w bedzie szukang predkoscia czastki B w ukladzie
U’. Czteropredkosci czastek przyjmuja w tym ukladzie postaé

Vi={(c0,0,0),
Vi = (y(w)e, y(w)w, 0, 0). (P2.3)



Tloczyn skalarny czterowektoréw jest niezmienniczy wzgledem transformacji Lorentza oraz zwyklych obrotéw
przestrzennych, a wlasnie te dwa typy transformacji wiaza ze sobg uklady U i U’: transformacje Lorentza,
poniewaz uklad U’ porusza sie wzgledem ukladu U; obroty, poniewaz osie ukladu U’ sg obrécone wzgledem
osi uktadu U. Mamy zatem

Va-Vp = V4 Vg, (P2.4)
czyli

(v(v)e, y(v)vecosl, —y(v)vsind, 0) - (y(v)e, y(v)vcos b, y(v)vsind, 0) = (¢, 0, 0, 0) - (y(w)e, y(w)w, 0, 0).

(P2.5)
Otrzymujemy stad
V) — (v(v)vcos0)? — (v(v)vsinb) (—y(v)vsinh) = y(w)c?, (P2.6)
co po uproszczeniu i skorzystaniu z tozsamosci trygonometrycznej cos 20 = cos? 6 — sin®  daje
02
72 (v) (1 — — cos 29) = ~y(w). (P2.7)
c

Wstawiajac do (P2.7) wartodci czynnikéw Lorentza i rozwiazujac to réwnanie wzgledem w, otrzymujemy
ostatecznie

(1f§)2 \/21)2 (1—00520)—2—;18111220 2vsin9\/1—2—§cos20
w = c 1 _ C — = . (P2.8)
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Po drodze korzystalidémy z tozsamog$ci trygonometrycznych. Warto odnotowaé, ze dla 6 = 0 dostajemy w = 0,
za$ dla 0 = /2 mamy w = 2v/ (1 + v?/c?), tak, jak nalezalo oczekiwac.

Zadanie to mozna rozwiazaé bez odwolywania si¢ do pojecia czterowektora, korzystajac ze wzoréw na skta-
danie predkosci. Wymaga to jednak nieco wiecej pracy oraz znajomosci (lub wyprowadzenia) tych wzoréw.

Przyktad 3.

Uklad U’ porusza si¢ wzgledem uktadu U z predkoscig o wartosci v wzdluz osi Oz ukladu U. Odpowiadajgce
sobie osie obu ukladéw sa réwnolegte. Pret o dlugosci 1 m lezy wzdtuz osi O’z’ ukladu U’ i spoczywa w tym
uktadzie. Narysowaé¢ diagram Minkowskiego przedstawiajacy te sytuacje i na jego podstawie znalezé dlugosé
preta mierzona przez obserwatora w uktadzie U.

Rozwiazanie.

Zanim przystapimy do rozwiazywania zadania, poSwiecimy chwile ogdl-
nemu zagadnieniu rysowania diagraméw Minkowskiego. Ruch uktadu U’
odbywa sie w kierunku osi Oz ukladu U, nie bedziemy zatem w dalszych
rozwazaniach przejmowaé si¢ osiami Oy i Oz ukladu U ani osiami O’y’
i O’z ukladu U’, nie spodziewamy si¢ bowiem zadnych interesujacych
efektow zwiazanych z tymi osiami.

Rysowanie diagraméw Minkowskiego. Narysujmy osie Oct i Oz ukladu U
jako osie wzajemnie prostopadtle, 0§ Ox niech bedzie osig pozioma, zas 0$
Oct — osia pionows (rys. 3). Warto zwrdcié uwage, ze zamiast wspélrzedna
t, czyli czasem, zamierzamy postugiwac sie wspélrzedna ct, a wiec czasem
pomnozonym przez predkoéé Swiatla w prozni; robimy to wylacznie dla Rys. 8. Uklady U i U’
wygody — dzigki temu trajektoria promienia $wiatta bedzie na diagramie ,,, diagramie Minkowskiego.
prosta nachylona do osi poziomej pod katem 45°, co zwykle ulatwia ryso-

wanie i analize diagraméw Minkowskiego.




Stajemy teraz przed zadaniem naniesienia na diagram osi O’ct’ i O’'z’ uktadu U’. Musimy si¢ w tym celu
zastanowi¢, pod jakimi katami sa one nachylone do osi uktadu U oraz jak wygladaja ich skale — nie ma
przeciez zadnego powodu, dla ktérego jednostki na osiach ukladu U’ mialyby mieé na diagramie taks sama
dlugosé, jak jednostki na odpowiadajacych im osiach ukladu U. Na pytania te odpowiemy, postugujac sie
transformacja Lorentza.

Zajmiemy si¢ najpierw osig O’ct’. Zaznaczmy na diagramie punkt A, ktérego wspéirzedne wzgledem ukladu
U’ to (ct/y, z4y) = (1,0) (rys. 3). Punkt ten lezy na osi O’ct’, w odlegloéci jednej jednostki tej osi od
poczatku ukladu. Postugujac sie transformacja Lorentza, mozemy tatwo obliczyé wspélrzedne punktu A
wzgledem ukladu U: (cta, z4) = (7, yv/c), gdzie przez v oznaczyliSmy, jak zwykle, czynnik Lorentza. Kat
01 pomiedzy osiami O’ct’ i Oct spelnia zatem réwnosé

A v
tghp = — = — = (. P3.1
sh = o T B (P3.1)

Mogliby$my tez doj$¢ do tego wniosku inaczej: 0§ O'ct’ jest linig $wiata punktu bedacego poczatkiem ukladu
U’; punkt ten porusza sie z predkoScig o wartosci v wzgledem ukladu U, zatem punkty na osi O’ct’ musza
spelniaé z/t = v, czyli z/ct = v/c = 0.

W celu ustalenia skali na osi O’ct’ zauwazmy, ze odlegloéé punktu A od poczatku ukladu U na diagramie

jest rowna
_ 2 2
40| = \(eta) +a3 = [+ (=) =1+ 5 (P3.2)

(nalezy zwrécié uwage, ze to odlegtoéé na diagramie, czyli po prostu dtugo$é odcinka AO; dlatego wlasnie
policzyliémy ja w standardowy sposob, postugujac sie twierdzeniem Pitagorasa). Tak wiec

Z (P3.3)

2
jednostka osi O’ct’ 7 I+ = 1+ %; 1432
jednostka osi Oct 1 V1= 1-p32

Stosunek ten jest rowny 1 dla 8 = 0 i dazy do nieskonczonosci dla g — 1.

Przejdzmy teraz do osi O'a’. Rozumowanie jest tu niemal identyczne, jak w przypadku osi O’ct’. Niech
B bedzie punktem, ktérego wspélrzedne wzgledem uktadu U’ wynosza (cty, 25) = (0, 1) (rys. 3). Punkt
ten lezy na osi O'z’, w odlegtosci jednej jednostki tej osi od poczatku uktadu. Na mocy transformacji Lorentza
wspoélrzedne punktu B wzgledem uktadu U to (ctp, xp) = (yv/e¢, v). Kat 6 pomiedzy osiami O’z i Ox
dany jest wiec rownoscia

/
tghy = S2 = ¥ = 3. (P3.4)
Tp

Okazuje sie, ze tghs = tgb;.
Odleglosé punktu B od poczatku ukladu U na diagramie jest rowna

_ 2 2
c c
jednostka osi O'z" 7\/@ B \/1 + %j \/1 4 82 ©3.6)
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jednostka osi Ox 1o

zatem

jak to mialo miejsce w przypadku osi O'ct’.

Obie osie uktadu U’ sg zatem ,rozciggnigte” wzgledem odpowiadajacych im osi ukladu U o ten sam czynnik
oraz nachylone do odpowiednich osi uktadu U pod tym samym katem. Transformacje Lorentza réznia sie
pod tym wzgledem od obrotéw przestrzennych, ktére nie ,rozciagaja”’ osi, lecz obracaja je tylko, wprawdzie



obie o ten sam kat, lecz takze w tym samym kierunku. Zauwazmy, ze gdy 8 = 0, otrzymujemy 61 = 05 = 0,
osie ukladu U’ pokrywaja sie zatem z osiami uktaduu U, jak nalezalo si¢ spodziewaé. Kiedy [ jest bliska 1,
osie ukladu U’ sg bliskie prostej x = ct, czyli linii $wiata promienia $wiatla w uktadzie U.

Na koniec zatrzymajmy sie jeszcze na chwile nad fizyczng inter-
pretacja osi na diagramie Minkowskiego. Dla obserwatora zwig-

ot kLcl;AiIZc ct' zanego z uktadem U’ (czyli spoczywajacego wzgledem U’) i znaj-
preta dujacego sie w poczatku tego uktadu o§ O’ct’ jest ,osig tutaj”
prawy — wszystkie zdarzenia lezace na tej osi maja to samo polozenie,

/ koniee preta co obserwator: ' = 0; oS ta jest zreszta linia $wiata obserwatora.

08 O’z jest dla tego samego obserwatora ,,0sig teraz”, osig row-
noczesnosci, zdarzenia lezace na tej osi maja bowiem ¢ = 0. To
samo moze oczywiscie powiedzie¢ obserwator zwiazany z ukladem

U o osiach Oct i Oz.

Zmiana dlugosci preta. Wréémy teraz do problemu z tredci za-
dania. Bez utraty ogdlno$ci mozemy przyjaé, ze jeden z koncéw
Rys. 4. Pret z przyktadu 3. preta znajduje sie w poczatku uktadu U’. Diagram Minkowskiego
na diagramie Minkowskiego. ilustrujacy te sytuacje¢ przedstawiony jest na rys. 4. Wraz z osia-

mi ukladéw U i U’ na diagram naniesiono tez linie $wiata koncéw

preta. Odlegto$é pomiedzy punktami A i C wynosi w ukladzie U’
1 metr, poniewaz w pewnym ustalonym czasie wzgledem uktadu U’ kofice preta znajduja sie réwnocze$nie
w tych punktach. 1 metr to jedna jednostka osi O’z’; jak przed chwilg ustaliliémy, jedna jednostka tej osi ma
na diagramie dlugosé /1 + 52/4/1 — (32, tyle zatem wynosi dlugoéé¢ odcinka AC.

Jak obserwator zwiazany z uktadem U mierzy dlugo$é preta? Musi w tym celu zanotowaé wartosci wspot-
rzednej x obu koncéw preta odczytane w tej samej chwili ¢, a nastepnie obliczy¢ ich réznice. Zalézmy, ze
obserwator ten dokonuje pomiaru potozen koncéw preta w chwili ¢ = 0. Odnotuje wéwczas, ze konce preta
znajduja sie¢ w punktach A i B. Pozostaje nam zatem znalezé dlugoéé odcinka AB. Wiemy juz, ze osie
primowane sa nachylone wzgledem nieprimowanych pod katem 6 spelniajacym tgf = B. Wynika stad, ze
|CD| = |AC|sin 6. Latwo si¢ przekonaé, ze <BCD = 0, skad |[BD| = |C'D|tg# = |AC|sin ftgh. Pamietajac,
ze tgh = [, otrzymujemy

/B D

|AB| = |AD| — |BD| = |AC|cos — |AC|sin 0tgt

|AC|cos 6 (1 —tg®0) = 1 tgz \/1:_752 (1-p%) = V1-p2 (P3.7)

Tak wigc, dlugosé preta zmierzona przez obserwatora zwigzanego z ukladem U to /1 — (32 metra. Ten sam
wynik otrzymamy, stosujac standardowy wzér na skrécenie Lorentza.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.

Dwa pociagi, oba o dlugosci wlasnej [, poruszaja sie w tym samym kierunku, pierwszy z predkoscia o wartosci
v1 = 4¢/5, drugi natomiast — z predkoscia o wartosci v2 = 3¢/5. Na poczatku pociag poruszajacy sie szybciej
znajduje sie z tylu wolniejszego pociagu. Ile czasu z punktu widzenia obserwatora stojacego nieruchomo
na ziemi bedzie trwal manewr wyprzedzania pociggéw? Przyjmujemy, ze wyprzedzanie rozpoczyna sie, gdy
przéd pierwszego pociagu mija tyt drugiego, koniczy sie zas, gdy tyl pierwszego pociggu mija przéd drugiego.



Rozwigzanie.
W ukladzie obserwatora stojacego na ziemi czynniki Lorentza zwigzane z pierwszym i drugim pociagiem to
odpowiednio

1 1 5
M =) = = = s = 3 (Z1.1)
-
1 1 5
Yo = y(v2) = = = -, (Z21.2)
v§ 3 2 4
1-3 1-(3)

1 50 2 5 ( )
Podczas wyprzedzania pierwszy pociag przebywa droge
7

tatwo sobie wyobrazié¢, ze wladnie taka droge pokona dowolny punkt (np. przdéd) pierwszego pociagu od
chwili, w ktoérej przdd pierwszego pociggu minie tyl drugiego, do chwili, gdy tyl pierwszego pociagu minie
przod drugiego. Wzgledna predkosé pociagéw w ukladzie zwiazanym z ziemia ma wartosé

4 3

—c— —c

5) 5

w = |v; —ve| =

warto zwroci¢ uwage na fakt, ze zamiast relatywistycznego sktadania predkosci zastosowalismy tu ,zwykle”
ich skladanie, w nie jest bowiem wartoscia rzeczywistej predkoéci, z jaka porusza sie jakis obiekt, mierzo-
nej przez obserwatora zwiazanego z pewnym ukladem odniesienia, lecz jedynie wzglednej predkosci dwéch
obiektéw mierzonej z ,zewnetrznego” ukladu odniesienia (,zwykle” skladanie sugeruje, ze wartosé takiej
wzglednej predkosci moze przekraczaé ¢ — w istocie jest to mozliwe). Czas trwania wyprzedzania w ukladzie
obserwatora stojacego nieruchomo na ziemi (ktéry mozemy nazwaé ukladem laboratoryjnym) to wiec

S 5 Tl

tap = — = —— = —. 71.6
lab w 5c c ( )

Zadanie 2.

Dwie czastki poruszaja sie tak, ze obserwator w ukladzie laboratoryjnym widzi ich ruch w sposéb przedsta-
wiony na rys. 5. Predko$¢ czastki A ma w tym ukladzie warto$é va, predkosé czastki B — warto$é vp, za$
kat pomiedzy torami czastek wynosi 8. Znalezé wartoéé predkosci jednej z czastek w ukladzie drugie;j.

A
> @

Rys. 5. Ruch czqstek z zadania 2. widziany z ukladu laboratoryjnego.



Rozwigzanie.

Wprowadzmy osie uktadu laboratoryjnego U w taki sposob, by jego poczatek pokrywal sie z punktem
przeciecia toréw czastek, 0§ Ox lezala w plaszczyznie rysunku wzdluz toru czastki A i byta skierowana
»w prawo”, o§ Oy lezala w plaszczyznie rysunku i byla skierowana ,do goéry”, zas o§ Oz byla prostopadla
do ptaszczyzny rysunku. Czteropredkodci czastek w tak zdefiniowanym ukladzie maja postaé

(’Y(’UA)C, ’Y(UA)IUA, 07 0)7
(y(vg)e, y(vp)vp cos, v(vp)vpsind, 0). (72.1)

% 2%

PrzejdZzmy teraz do ukladu U’ zwigzanego z czastka A i sprébujmy opisaé ruch czastki B wzgledem tego
ukladu. Osie ukladu U’ zdefiniujemy w sposéb analogiczny do osi uktadu U, obrécimy jednak osie Oz’
i O'y’ w taki sposdb, by ruch czastki B odbywal sie w ukladzie U’ wzdluz osi O’z’. Niech w bedzie szukana
predkoscia czastki B w ukladzie czastki A, czyli w uktadzie U’. Czteropredkosci czastek przyjmuja w tym
uktadzie postac

Vi={(,0,0,0),
V= (y(w)e, y(w)w, 0, 0). (72.2)

Tloczyn skalarny czterowektoréw jest niezmienniczy wzgledem transformacji Lorentza oraz obrotéw prze-
strzennych, a wlasnie te dwa typy transformacji wiaza ze sobg uklady U i U’, mozemy zatem napisaé

Va-Vp = Vi Vg, (72.3)
czyli
(’Y(UA)Q ’Y(UA)UAa 05 O) ' (7(”3)67 V(UB)IUB COS&, V(UB)/UB Sin67 O) = (Ca Oa 07 0) : ('y(w)g ’)/(UJ)U), 07 0) .
(72.4)
Wynika stad, ze
Y(wa)y(vp)e? = y(va)y(vp)vavp cosd = y(w)c?, (22.5)
czyli po uproszczeniu
VAV
Ywa)y(vs) (1 - 252 cosb) = (w). (Z2.6)

Wstawiajac teraz wartosci czynnikéw Lorentza i rozwiazujac otrzymane réwnanie wzgledem w, dostajemy
ostatecznie

v? v 2,2
L 0-B)0-%) Ve SEate
(1—%0059)2 1 — 245" cosd . .
(&

w = ¢

Kladac vq = wvp i zastepujac 0 przez 20, odtworzymy wynik z przykladu 2. Gdy 0 = 0, mamy w =
lva —vp|/ (1 —vavp/c?), gdy za$ 0 = , otrzymujemy w = (va + vg) / (1 +vavp/c?); tego wlasnie nale-
zalo sie spodziewac.

Zadanie 3.

Uklad U’ porusza si¢ wzgledem uktadu U z predkoscig o wartosci v wzdtuz osi Oz ukladu U. Odpowiadajace
sobie osie obu ukladéw sa réwnolegle. Pret o dlugosci 1 m lezy wzdhuz osi Ox ukladu U i spoczywa w tym
uktadzie. Narysowa¢ diagram Minkowskiego przedstawiajacy te sytuacje i na jego podstawie znalez¢ dlugosé
preta mierzona przez obserwatora w ukladzie U’.

Rozwigzanie.

Przyjmiemy, ze jeden z koncow preta znajduje sie w poczatku ukladu U, nie tracac przez to ogdlnosci.
Diagram Minkowskiego ilustrujacy te¢ sytuacje przedstawiony jest na rys. 6. Linia Swiata lewego konca preta
pokrywa sie z osia Oct ukladu U, za$ linia $wiata jego prawego kofica jest do niej réwnolegta. Odcinek AB
ma w ukladzie U dlugo$¢ 1 metra, poniewaz w pewnym ustalonym czasie wzgledem ukladu U konce preta
znajduja sie réwnoczesnie w punktach A i B.



lewy koniec
preta

ct/ ct' -
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preta

Rys. 6. Pret z zad. 3.

na diagramie Minkowskiego.

W celu zmierzenia dlugoéci preta obserwator zwigzany z uktadem U’ musi
zanotowaé wartosci wspotrzednej ' obu konicéw preta odczytane w pewnej
ustalonej chwili ¢, wspdlnej dla obu koncéw, a nastepnie obliczy¢ ich réz-
nice. Zaltézmy, ze obserwator ten dokonuje pomiaru potozen koncéw preta
w chwili ¢ = 0. Stwierdzi wéwczas, ze kohce preta znajduja sie w punk-
tach A i E. Naszym zadaniem jest wiec znalezienie dlugosci odcinka AE.
Nie jest to trudne — korzystajac z definicji funkcji cosinus, z tozsamosci
trygonometrycznych oraz z tego, ze tgd = (3, latwo otrzymujemy

|AE| = 4Bl _ L _ \1+1tg20 = /1+ 52 (23.1)

cos cos

Jedna jednostka osi O'2’ ma na diagramie dlugosé /1 + 52//1 — 32,

zatem

|AE| = /1 — (32 jednostki dlugosci w ukladzie U’. (73.2)

Obserwator zwigzany z uktadem U’ dojdzie zatem do wniosku, ze dlugo$é preta to /1 — 32 metra. Wynik
ten zgadza sie ze standardowym wzorem na skrocenie Lorentza.
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