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Zadanie 1.  Czteropredkosé U masywnej czastki w STW moze by¢ zdefiniowana jako

1. unormowany do wartosci ¢ wektor styczny do linii $wiata czastki skierowany ku przy-
sztosei;

2. wektor styczny do linii $wiata sparametryzowanej czasem witasnym.

Pokazaé réwnowaznosé obu definicji.

Rozwigzanie. Jesli (z,y,2) 1 (2/,y'7") sa roznymi kartezjanskimi uktadami wspotrzednych
na standardowej przestrzeni (euklidesowej), to wektory @ i b mozna przedstawi¢ nastepu-
jaco:

— — — — ! =/ ! -/ ! =/
= Qg€y + AyCy + Az€; = Ay€, + ay€y + a.e,,
r > > > 1 >t 1 ! 1 !
b= byéy +byey + b€, = b€, + bye, +b,€,

i dla standardowego iloczynu skalarnego mamy
azby +ayby +ab, =do b= al bl + a;b; +alb),.

Niech (ct,z,y,z) bedzie uktadem wspolrzednych na czasoprzestrzeni zdefiniowanym
przez czas t 1 kartezjaniskie wspotrzedne przestrzenne (x,y, z) pewnego inercjalnego uktadu
odniesienia U. Wspolrzedne (ct, x,y, z) definiuja wersory €, €5, €, i €, na czasoprzestrzeni
M. Dowolne dwa czterowektory AiB mozemy roztozy¢ na skltadowe w bazie utworzonej
przez wersory:

A = Apo + Ay + A8, + ALE,, B = Bu@u + Byé, + Byé, + B.é,
i zdefiniowaé nastepujacy czasoprzestrzenny iloczyn skalarny pomiedzy tymi wektorami:
AeB:=AyBy — AyB, — A B, — A.B.. (1.1)

Iloczyn ten jest niezmienniczy przy zamianie uktadu inercjalnego U na dowolny inny uktad
inercjalny U’ (czyli niezmienniczy wzgledem transformacji Poincare): jesli

T Al = = = = n_ ! = = = =
A= Ayl + Ay, + Ay, + Ase B = B ey + B,é, + Byé, + B.ée,

z-z)

sa sktadowymi wektorow w ukltadzie wspotrzednych (ct’,2’,y/, 2") zwiazanym z ukladem
odniesienia U’ to

—

AeB = A,B,, — A,Bl, — AB) — A,B..
Niech

[a1,a2] 2 A= x(\) =



bedzie krzywa w czasoprzestrzeni M. Jezeli w kazdym punkcie krzywej jej wektor styczny
dr dy _, dz
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spetnia
(1) xXexX>0, (i) XeX =0, (i1i) Yex <O,
to mowimy, ze krzywa x jest (1) czasowa, (1) zerowa, (iii) przestrzenna.

“Czasoprzestrzenng dtugos¢” krzywej x, nalezacej do jednej z powyzej okreslonych klas,
mozemy zdefiniowaé¢ nastepujaco:

a2
x| = / NS (12)
ail

— podobnie jak dlugo$é krzywej w przestrzeni euklidesowej, “czasoprzestrzenna diugosé”
nie zmienia sie na skutek reparametryzacji krzywej x.
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Rys. 1: Linia swiata

Niech funkcje t — (x(t),y(t), 2(t)) opisuja ruch czastki w ukladzie &. Wtedy obraz
krzywej

tos @) = | "D | em (1.3)

jest nazywany linig Swiata czastki. W STW przyjmuje sie, ze linie $wiata czastek masyw-
nych sa czasowe, a linie §wiata czastek bezmasowych sg zerowe.

Niech zdarzenia Z; i Zs naleza do linii §$wiata y pewnej czastki masywnej (patrz rys. 1).
“Czasoprzestrzenna dlugosé” odcinka xz,z, tej linii o poczatku Z; i koricu Zs obliczamy
nastepujaco: znajdujemy wektor styczny do linii $wiata (1.3),

X = CEct + Vz€y + Vy€y + V,€, = ey + U (1.4)



(¥ jest tu predkoscia czastki wzgledem i) i w drugim kroku stosujemy wzor (1.2):

to t2 t2
\lezJ:/ \/Woﬂdt:/ \/)Zo)z’dt:/ \/02—v%—v§—v§dt:
t1 t1 ty
to
= V2 — 2 dt,
t1

gdzie t; jest czasem zajscia w ukladzie U zdarzenia Z; i gdzie w drugim kroku opusciliémy
warto$¢ bezwzgledna, poniewaz dla krzywej czasowej x' e X' > 0.
Powyzsza obliczona wielko$é ma nastepujaca interpretacje fizyczna:

’X2122‘ = Ar
c
jest uptywem czasu, jaki od zdarzenia Z; do zdarzenia Z5 odmierzy zegar wspotporuszajacy
sie z rozwazang czastka (przy dodatkowym zalozeniu, ze mechanizm zegara jest nieczuly
na przeciazenia doznawane podczas ruchu). Wielkos¢ A7 nazywana jest uptywem czasu
wtasnego czastki.
Niech ty bedzie dowolnie wybrang chwila w uktadzie ¢. Dla linii §wiata x definiujemy

() = %/t NG (1.5)

Odwracajac tak otrzymana funkcje t — 7(t) do funkeji 7 +— ¢(7) mozemy zreparametryzo-
wac linie $wiata y dana wzorem (1.3) uzyskujac krzywa

ct(r)
r X = xt(m) = | 200 | ew
(4(r)

o ktorej mozemy powiedzied, ze jest linig Swiata czastki sparametryzowang czasem wlasnym

T

T.
Wektor styczny do linii §$wiata ¥ mozna przedstawi¢ nastepujaco:
dx dxdt X X
T didr G /Xex  VXeX

gdzie pochodna dr/dt odczytalismy z definicji (1.5).

Widag¢ stad, ze ):5 jest unormowany do wartodci c. Jest on tez skierowany ku przysztosci,
poniewaz czas wlasny 7 wzrasta wraz ze wzrostem czasu wspotrzednosciowego ¢. Plynie
stad wniosek, ze X jest czteropredkoscia U rozwazane] czastki.

Podstawiajac (1.4) do (1.6) otrzymujemy na zakonczenie nastepujace wyrazenie na
czteropredkosé:

U=c X =c CatV __Catd = v(cEet + V).

vVXex N \/1—1)2/02_




Zadanie 2.  Uklad inercjalny U’ porusza si¢ wzgledem ukladu inercjalnego U z predko-
§cia ¥ = véy, a transformacje Lorentza pomiedzy wspotrzednymi (ct, z,y, z) uktadu U a
wspoltrzednymi (ct’, 2/, vy, 2') uktadu U’ maja standardowa posta¢. Para dodatnich potosi
Oct i Oct’ oraz para dodatnich potosi Oz i Oz’ wycinaja z hiperboli

H:={ (ct,x,y,2) eM| (ct)> —2*==4r*, r>0, y=0=12} (2.1)

dwa tuki. Obliczy¢ iloraz “czasoprzestrzennej dtugosci” kazdego z tych tukéw i wartosci .
Przedyskutowaé zwiazek otrzymanych wynikéow z radianem jako miara kata w przestrzeni
euklidesowe;j.

Rozwigzanie. Transformacje Lorentza pomiedzy wspolrzednymi (ct,z,y,z) ukladu U a
wspoOhrzednymi (ct’, 2’,y', 2’) uktadu U’ maja standardowa postac:

ct v By 0 0 ct!
/

o

z 0 0 01 2
gdzie

v 1
ﬁEE, 18l <1, 757*1_52—1-

Funkcja

g

]_171[9ﬁ'—>f(ﬁ)3:5’¥:\/17_—ﬁ2€R

ma pochodna
1

Vipp

jest wiec rosnaca na calej swojej dziedzinie i w konsekwencji jest réznowartosciowa. Z
drugiej strony,

f'(B) =

g

: B .
lim —— = —o0, lim ——— = o0,
B=—=1F /1 — [32 p—=17 /1 — 32
co (w polaczeniu z ciaglodcia i dziedzina w postaci pojedynczego przedziatu) oznacza sur-
jektywnosé. Funkcja (2.3) jest zatem bijekcja z | — 1,1[ na R.
Poniewaz sinus hiperboliczny jest bijekcja z R w siebie, wiec dla kazdej 5 €] — 1,1]
mozna znalez¢é doktadnie jedna liczbe ¢ € R spelniajaca

p :
By = —— = sinh . 2.4
Ly ¢ (2:4)
(i na odwroét, dla kazdej v € R istnieje dokladnie jedna liczba § €] — 1, 1], speliajaca
powyzsze rOwnanie).
Mamy ponadto
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cosh? ¢y — sinh? ¢ = 1.
7 trzech powyzszych réwnan oraz z dodatniodci v i cosh ¢ wynika réwnosé
~v = cosh .

Dzielac stronami rownanie (2.4) przez powyzsze otrzymujemy

B = tgh.

Zaleznosé odwrotna to

1.1
'l/}:artghﬁ: §ln%

Transformacje Lorentza mozna zatem zapisa¢ w postaci

ct cosht sinhy 0 0 ct’
z | |sinhy coshyp 0 0 x’
z 0 0 0 1 2

i nazwaé, przez analogie do transformacji obrotéw w zwyklej przestrzeni, obrotem hiperbo-
licznym o kqt hiperboliczny 1.

05 Oct’ to zbior wszystkich zdarzen, dla ktorych 2/ = 3/ = 2/ = 0, a 0§ O/, dla ktérych
to zbior wszystkich zdarzen, dla ktorych ct’ = 3/ = 2/ = 0. Korzystajac z transformacji
(2.5) mozemy otrzymac opis tych osi w uktadzie wspotrzednych (ct, z,y, z). W przypadku
osi Oct’ zachodzi

ct coshty sinhy 0 0 ct’ ct’ cosh v
z | |sinhy coshy 0 0 0] |[ct'sinhy
y | 0 0 1 0 0] 0 ’
z 0 0 0 1 0 0
skad mamy
t
L ctghy
x
czyli
ct = ctgh . (2.6)
0s Oz”:
ct coshty sinhvy 0 0 0 2’ sinh 1)
x | _ |sinhey coshy 0 0 x’ x’ cosh ¢ 2.7)
v = o o 10|lo]~ 0 ’ '
z 0 0 0 1 0 0
skad mamy
t
< tgh 1)
x
czyli
ct =tghy . (2.8)

Jak wida¢ z powyzszych obliczen obie osie Oct’ i Ox’ zawieraja sie w plaszczyZnie
y = 0 = 2z, dlatego tez od tego momentu ograniczymy nasze rozwazania do tej ptaszczyzny.
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Rys. 2: Hiperbola H i osie Oct’ i Ox’ we wspoltrzednych (ct, z)

Rysunek 2 przedstawia hiperbole H zdefiniowana warunkami (2.1) oraz osie Oct’ i Oz’
naniesione na podstawie wzoréw (2.6) i (2.8) (pamietajmy, ze tgh ctghty = 1) na siatke
wspoOhrzednych (ct, x).

Naszym zadaniem bedzie teraz obliczenie “czasoprzestrzennej dlugosci” tuku, jaki z
hiperboli H wycinaja dodatnie poélosie Oz i Oz’ — tuk ten jest cze$cia prawej galezi
hiperboli lezaca pomiedzy punktami a i b na rysunku 2 i dlatego bedziemy oznaczaé¢ go
symbolem H,,. Prawa galaz hiperboli to podzbior zbioru (2.1) zadany przez znak — przy

r2 i warunek z > 0. Wobec tego galaz ta mozemy sparametryzowaé nastepujaco:

_ (ct(N)\ _ [rsinh A o
R A= x(\) = (x(A)) = <r cosh )\) € plaszczyzny y =0 = z. (2.9)
Wspotrzedne (ct, z) punktu a to
(0,7) = (rsinh 0,7 cosh 0) = x(0), (2.10)

a wspoOlrzedne punktu b bedacego przecieciem prawej galezi hiperboli H i osi Oz’ spelniaja
(patrz (2.1), (2.7) i rysunek 2)

(ct)? — 2% = —r?, ct = x’ sinh ) > 0, x = 2’ cosh) > 0.
Mamy stad
(2’ sinh)? — (2’ cosh 1)) = (2/)?(sinh? ¥ — cosh? ) = —(2')? = =12,

co (uzwgledniajac dodatniosé r i z') daje

Zatem we wspohrzednych (ct, x)

b = (rsinh, r cosh¢) = x ().



Z powyzszego wyniku i z rownania (2.10) wynika, ze tuk H,, opisany jest odwzorowa-
niem (2.9) z parametrem A ograniczonym do przedziatu [0, 1]
Mozemy teraz policzy¢ “czasoprzestrzenna diugosé” rozwazanego tuku. 7 definicji (1.2)

P
Hop| = /0 NESE

Wektor styczny do krzywej (2.9) ma postaé
X = rcosh A€, 4+ rsinh A\ e,
wiec
XX = (rcosh \)? — (rsinh \)? = 72,
Mamy stad
|Hap| = /frd)\ = ri.
W konsekwencji szukany iloraz “czasoprzestrzennej dtugosci” tuku Hp i wartosci r to

|Hab| _
T

V. (2.11)

Ten sam wynik otrzymamy dzielac “czasoprzestrzenng dtugosci” tuku wycinanego z
hiperboli H przez dodatnie poétosie Oct i Oct’ przez wartosé r.

J ct ct’

Rys. 3: Miara kata ¢ w przypadku euklidesowym

Gdyby geometria czasoprzestrzeni Ml w STW byla geometrig euklidesowa, to na pytanie
o (naturalna) miare kata ¢ pomiedzy osiami Oz i Oz’ odpowiedzieliby$my nastepujaco:
w plaszczyznie y = 0 = z narysowaliby$my okrag K o srodku O i promieniu r (patrz
rysunek 3), obliczyliby$my dtugosé (nie dtuzszego) tuku okregu wyznaczonego przez punkty
przeciecia dodatnich poétosi Ox i Oz’ z okregiem K, i podzieliwszy otrzymang dlugosé przez
r otrzymalibysmy wartos$¢ kata ¢ wyrazong w radianach.



Zauwazmy, ze liczac iloraz (2.11) postapilismy analogicznie uzywajac obiektow od-
powiednich z punktu widzenia geometrii czasoprzestrzeni M. I tak, zamiast okregu K
uzyliémy hiperboli H. Okrag K zdefiniowany jest nastepujaco (poréwnaj z (2.1)):

K={(ct,z,y,2) M| (ct)> +a*=+r?, r>0, y=0=2}

— innymi stowy, jest to zbiér wszystkich punktéw lezacych na plaszczyznie y = 0 = z,
ktorych kwadrat (euklidesowej) odleglosci od punktu O jest réwny +r2. Za$ hiperbola
(2.1) jest to zbior wszystkich punktow lezacych na plaszczyznie y = 0 = z, ktorych czaso-
przestrzenny interwal liczony od punktu O jest réwny +r2. Z drugiej strony zamiast liczy¢
(euklidesowa) dlugosé¢ tuku H,, w naturalny sposob obliczylismy jej czasoprzestrzenny
odpowiednik.

Wida¢ stad, ze wielkos¢ ¢ pojawiajaca sie w transformacjach Lorentza (2.5) jak naj-
bardziej zastuguje na miano kata hiperbolicznego. Mozna tu nawet p6js¢ o krok czy dwa
dalej, i (i) powiedzie¢, ze 1) jest to kat wyrazony w “radianach hiperbolicznych” oraz (i)
oznacza¢ na rysunkach kat ¢ za pomoca tuku hiperboli ze strzatka (skoro zwykty kat jest
oznaczany tukiem okregu ze strzatka):

J ct ct!

Rys. 4: Kat hiperboliczny



