Mechanika i szczegélna teoria wzgledno$ci 2019/2020

Zadania na ¢wiczenia - seria 12.
1 czerwca 2020 r.

Zadania przykladowe

Przyktad 1.

Czastka o masie m, porusza sie wzdtuz osi x pod wplywem sily F = —kzé, w inercjalnym uktadzie U.
W czasie t = 0 znajduje si¢ ona w punkcie x = A a jej predko$é wynosi vg = 0. Znalezé:

a) predkosé czastki w funkcji polozenia v(z) w ukladzie U,

b) okres drgan,

¢) granice newtonowska uzyskanych w poprzednich podpunktach wielkosci.

Rozwiazanie
a) Relatywistyczne réwnanie ruchu moze by¢ zapisane w nastepujacej formie:

a2zt
o= K (1)

e ’

gdzie 7 jest czasem wlasnym punktu materialnego, K* = (%, K) czterosila oddzialywania innych cial
na ten punkt, a 8 = v/c. Pamigtajac, ze vdr = dt oraz K = 4F, réwnanie [1] na skladowe przestrzenne
rozwazanego przypadku ma nastepujaca postac:

d ( dx
Mmoo <’ydt> = —kz. (2)

Zauwazmy, ze:

b _4d 1 _ v dv -
dt — dt \ \J1—02/2 )  A(1—v2/c?)3/2 dt

dv dxdv dv (@)
—_— = ——=v—.
dt dt dx dx
Wykorzystujac powyzsze tozsamosci, lewa strone réwnania mozemy sprowadzi¢ do nastepujacej po-
staci:

oraz:

m @—i-mv Y dv _ Mo dv _ Mot dv (5)
Vit 21 —v2/e2)3/2dt (1 —v2/c2)3/2dt (1 —v2/c2)3/2dx’

W rezultacie réwnanie [2| sprowadza sie do réwnania rézniczkowego o zmiennych rozdzielonych:

v Ak (6)
-2/ dzr  mg

a zatem:

v v B 9 xT

gdzie w%, = k/m, jest czestoécia drgan w granicy newtonowskiej. W wyniku catkowania otrzymujemy:

& (\/1_11}% - 1) = —%wlzv(mQ — A?). (8)



Za pomoca prostych przeksztalcen algebraicznych uzyskujemy wyrazenie na predko$é w funkeji potozenia:

(x) = iC\/1 - ( ‘2"12;( 2 _ A2)> 72, 9)

gdzie znak ”4” zwiazany jest ze zwrotem wektora predkosci.
b) Ponownie korzystamy z metody rozdzielenia zmiennych i z réwnania Eﬂ uzyskujemy nastepujaca

réwnosé: )
T 4
of " a /’ dr —. (10)
Vi

1- 9% (z —A2))
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stad calkujac lewa strone powyzszego réwnania, WprowadzaJQc Ty = 27/w, € = wyA/c oraz ' = x/A
otrzymujemy wyrazenie na okres drgan:

2T06 i
/ \/1 ﬂ))iz. (11)

1+*6

¢) Zajmiemy sie teraz granica nierelatywistyczna, dla ktérej e = wy A/c < 1. Uzyskane wyrazenie mozemy
zapisa¢ w nastepujacej postaci:

v(z) = wy /A2 — 22 {1 - % (1 - 2)} +O (Y. (12)

A2

Zauwazmy, ze wyrazenie przed nawiasem kwadratowym odpowiada newtonowskiemu wyrazeniu na pred-
kos¢ jako funkcji polozenia czastki w polu sity F = —kxzé,. W podobny sposéb uzyskujemy granice
newtonowska okresu drgan:

2Ty [+ do’ 2 Mo

T Jo 1 — 2 0 w T k'’

(13)

a zatem ponownie wynik dobrze nam znany z zagadnienia oscylatora harmonicznego w mechanice new-
tonowskiej.

Przyktad 2.

Czastka o masie m, znajduje sie pod dzialaniem sity F = —%% | gdzie k jest dodatnia stala.
a) Pokazaé, ze zachowana jest energia i moment pedu:

k
E =ym,c® — =, L=rxp. (14)
r
b) ZnaleZ¢ ruch czastki.

Rozwiazanie
a) Réwnanie [1] mozemy rozpisa¢ na dwa réwnania, dla sktadowych przestrzennych i sktadowej zerowej:

7 (ymv) =F, (15)
pn (yme®) =F - v, (16)
co w rozwazanym przypadku daje:
mo e (V) =~ 3, an)
jt (’}/C ) = —r—k;% (18)



Pokazemy teraz, ze energia jest zachowana:

dE d, o d [k kdr kdr
T o —_— - e — —— = U, ]_
i = Moq ) g <r> P (19)

gdzie w przedostatnim kroku skorzystaliSmy z réwnania . Moment pedu natomiast:

d d
aL:vxp+rxd—$
d
:vav—era(’ymov)
kr
:—I'XT*S
=0, (20)

gdzie skorzystaliémy z wtasnosci iloczynu wektorowego oraz réwnania .

b) PrzejdZzmy teraz do wyznaczenia ruchu czastki. Zauwazmy, ze, podobnie jak w przypadku nierelaty-
wistycznym, dla ruchu plaskiego, tzn. kiedy r i v leza w jednej plaszczyZnie, wektor momentu pedu L
ma staly kierunek prostopadly do tej ptaszczyzny. I odwrotnie, z zachowania wektora L, wnioskujemy,
ze dany ruch jest ptaski. W zwiazku z tym do opisu ruchu wykorzystamy wspélrzedne biegunowe r i 6:

L= ’ymorQZ—f = mOrQZ—f. (21)
Z wykladu (notatki wykladowe str. 58) wiemy, ze:
dr? = ds* = Adt* — dr’, (22)
W wspélrzednych biegunowych dr? = dr? 4 r2df? a zatem otrzymujemy:
cdr? = Adt* — dr? — r2do*. (23)

Wynika stad nastepujaca rownosé:

dr\* AN
2 2 2
_ _ _ 24
cTeT <d7> " <dr> ’ (24)
gdzie skorzystaliémy z ydr = dt. Powyzsza réwnos¢ mozemy sprowadzi¢ do nastepujacej postaci:
g dr\* AN
21 )= _ (Va2 (90
=7 ardo) " \ar) (25)

a nastepnie wyrugowaé 7y i % korzystajac z, odpowiednio, wyrazenia na energie w \\ i moment pedu

[21]:

1 kY’ L dr\®> L2
2
- E+—) =—(—==) - —. 26
T e ( + m) <m0r2 dﬁ) m2r? (26)
Zamieniajac zmienne: 7 = 1/w oraz rézniczkujac obie strony powyzszego réwnania po 6 otrzymujemy:
d*w k2 kE
07 + (1 — 02L2> W= (27)

Z podobnym réwnaniem rézniczkowym mieliSmy do czynienia w zadaniu 3, serii 4 zadan na ¢wiczenia
(r6wnanie [38]), a zatem wiemy jak wyglada ogdlna postaé jego rozwiazania. Zalezy ona jednak od znaku
wyrazenia stojacego przy w. Najpierw rozwazymy przypadek, kiedy jest ono wieksze od zera:

k2
0< (1 - 02L2> =% (28)




gdzie wprowadziliSmy stala A. W tej sytuacji ogdlnym rozwigzaniem réwnania jest:
kE

A2c2[2’

gdzie A i 6y sa stale, a A € (0;1]. Wracajac do wspdlrzednych biegunowych, trajektoria czastki opisana

jest nastepujaco:

w(0) = Acos(A(0 — b)) + (29)

r(60) = _
B Acos(A(0 — 6p)) + %7

a stala A znajdujemy podstawiajac powyzsze wyrazenie do rownania i w konsekwencji otrzymujemy:

(30)

2.2 2
2 _ MpC E 2
A—w<mgc4”)~ (31)
W przypadku, kiedy:
k’2
0> (1 — c2L2) =—\? (32)
rozwigzaniem réwnania jest:
1
r(0) (33)

- Acosh(A(6 — 6p)) + /\zlzizELz

Zauwazmy, ze ruch czastki bedzie ograniczony jesli E < ymgc?

energie .

Przyktad 3.

Wizgledem obserwatora O porusza sie wzdtuz osi x ze stala predkoscia v obserwator O'. W ukladzie O
emitowane sa fotony w plaszczyznie xy w taki sposob, ze kierunek ich pedu tworzy kat ¢ z osia . Znalezé
energic F’ i kat ¢’ fotonu w ukladzie zwigzanym z obserwatorem O’.

co wynika bezposrednio z wyrazenia na

Rozwigzanie
W pierwszej kolejnosci zajmiemy si¢ znalezieniem wyrazenia na energie fotonu w ukladzie zwiazanym z
obserwatorem (0'. Wiemy, ze zerowa skladowa czteropedu p* wyraza si¢ przez calkowity energia relaty-
wistyczna w nastepujacy sposéb:

E=cp°. (34)
Wiemy tez, ze czterowektory (czterotensory pierwszego rzedu) sa wielkosciami, ktore przeksztalcaja sie
przy przeksztalceniu Lorentza jak (z*), czyli:

3
a' =" L'a’. (35)
p=0

Macierz transformacji Lorentza w przypadku, kiedy wzgledem obserwatora O porusza sie wzdtuz osi z
ze stalg predkoscig v obserwator (O ma nastepujaca postaé:

7 e 000
v 00

=1 0 1 o (36)
0 0 01

W rozwazanym przez nas przypadku, chcemy znalezé sktadowe czteropedu w uktadzie primowanym, a
zatem mozemy skorzystaé prawa transformacji czterowektoréw i spojrzeé¢ na obserwatora O jako ob-
serwatora poruszajacego si¢ z predkoscig —v wzdtuz osi z w ukladzie obserwatora O, stad otrzymujemy:

E'/c ~y -2 0 0| [E/c
Pl _|=ve v 0 0Of | p"
[ A R R ) | B (37)
' o 0 0 1]



7 powyzszego réwnania uzyskujemy wyrazenie na energie E' w ukladzie zwigzanym z obserwatorem O':
E' =~yF — yup®. (38)
Wykorzystujac zwiazek energii fotonu z jego pedem E = pc, znajdujemy sktadowa p® czteropedu p*:
E
p* = —cosp. (39)
c
Podstawiajac powyzsze wyrazenie na p® do réwnania otrzymujemy:
, v
E :'y(l—fcosgo) E. (40)
c

Aby wyznaczyé kat ¢ fotonu w ukladzie zwigzanym z obserwatorem O’ postuzymy si¢ wektorem predkosci
fotonu v., ktéry w ukladzie zwigzanym z obserwatorem O mozemy zapisa¢ nastepujgco:

Vy = CCOs €, + csin peé,. (41)

Korzystajac z prawa transformacji predkosci (notatki wyktadowe str. 58) otrzymujemy:

@ Uy —v CCosY — v
T 14 vevy/c2  1—wcosp/c’ (42)
oY vy _ csinp (43)
T+ vevy/?) y(l—wvcosp/c)
Sprawdzimy teraz, czy dlugo$é wektora predkosci fotonu w obu uktadach jest taka sama:
/(U/ﬁ)Q N (U’i/,)Q _ c2 cos? p — 2uccos p + v2 + 2 S2in2 0 (1 —v2/c?)
(I —wcosp/c)
e =2vccos p + v —w? sin? ¢
(1 —wvcosg/c)?
[ —2vccos p + v2 cos? o
(1 —vcosp/c)?
=c. (44)

Widzimy zatem, ze uzyskany wynik jest zgodny z drugim postulatem szczegdlnej teorii wzglednosci, zgod-
nie z ktérym predkosé $wiatla ma taks sama wartosé¢ we wszystkich inercjalnych ukladach odniesienia.
Cosinus kata ¢’ znalezé mozemy postugujac si¢ stosunkiem z-owej sktadowej predkosci fotonu w uktadzie
zwigzanym z obserwatorem O’ do jego dlugosci:

v’ﬁ €cCcosp — v cosp — f3

/ = —— p— . 45
cose c ¢ — v CoS 1— Bcos ( )
® ®




Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.
Pokazaé, ze réwnanie ruchu czastki o masie m, i ladunku ¢ w polu magnetycznym B mozna zapisa¢ w
postaci:

o d
m —V:qva. (46)

_ v2 dt
V r
Znalez¢ ruch czastki w jednorodnym polu magnetycznym B = (0,0, B).
Rozwiazanie

Relatywistyczne réwnania ruchu dla naladowanej czastki w polu elektromagnetycznym maja postaé (no-
tatki wykladowe, str. 62):

d
%(fymv):q(E—&—va), (47)
d
T (ymc®) = qE - v. (48)
Rozwazamy przypadek kiedy E = 0, a zatem z drugiego réwnania wynika:
d
—v=0. 49
e (49)
Natomiast pierwsze réwnanie ma postac:
d
'ymod—‘t[ =qv X B, (50)

co nalezalo pokazaé. Podstawiajac B = (0,0, B) do powyZszego réwnania otrzymujemy:

Ymote = qBvy, (51)
YMmoty = —qBug, (52)
ymgv, = 0. (53)

Aby znalez¢ v, i vy zrézniczkujemy obie strony pierwszego réwnania po czasie, a nastepnie podstawimy
do niego wyrazenie na ¥, z drugiego, otrzymujemy w ten sposob:

——v; = 0. (54)

Rozwiazanie tego réwnania zapiszemy w nastepujacej postaci:

vz (t) = Asin(wt) + vy, cos(wt), (55)

gdzie w = Z% oraz vy, = v;(0). Otrzymany wynik rézniczkujemy po czasie i podstawiamy do réwnania
[51], co daje:
vy (t) = Acos(wt) — vg, sin(wt), (56)

gdzie A = v,,. Ruch czastki znajdujemy catkujac réwnania: , oraz 7 w rezultacie:

z(t) = T} cos(wt) + Yzo sin(wt) + C, (57)
w w
y(t) = o sin(wt) + Yzo cos(wt) + D, (58)
w w
2(t) = vyt + 20, (59)



gdzie state C, D, zg sa zadane przez warunki poczatkowe.

Zadanie 2.

Uogdlni¢ rozwazania z przykladu 2 na czastke poruszajaca si¢ w sferycznie symetrycznym potencjale
V(r), tj. pokazaé, ze energia i moment pedu sa zachowane, a nastepnie, wyprowadzi¢ réwnanie ruchu
wyrazone za pomoca zmiennej w(f) := ﬁ bedace uogdlnieniem réwnania .

Rozwiazanie
Réwnanie 1] mozemy w rozwazanym przypadku zapisaé¢ nastepujaco:

d 9 dr
- = F(r)— 60
=) = (). (60)
d
ﬁ('ymv) = F(r);, (61)
gdzie F(r) = f%. Pokazemy najpierw, ze energia czastki, ktéra mozemy zapisa¢ nastepujaco:
E =ymc® +V(r) (62)
jest wielkoscia zachowana. Korzystajac z rownania oraz % = %% otrzymujemy:
dE d 9 AV dr drdV
—_— == —_— = —+ ——=0. 63
it~ @ "m) T =G  war (63)
Sprawdzimy teraz, ze moment pedu jest zachowany:
dL d d
E:%(rxp):vxvmov—l—rx a('ymov) (64)
=1 x F(r); =0. (65)

Wyprowadzimy teraz réwnanie ruchu czastki w sferycznie symetrycznym potencjale V (r). W przykladzie
drugim wyprowadziliémy nastepujace réwnanie:

do dr\> do\?
2 — = _— 2 _—
c(y-1) <d7’d9> +r (dT) . (66)
1

Zgodnie z tredcia zadania wprowadzimy zmienna w =
T

szego réwnania po 6 i w rezultacie otrzymujemy:

a nastepnie zrézniczkujemy obie strony powyz-

d [(P=1)m?e?
d?w N 0 [ 75 ]
e TR N S
d
o 2%y
m2c2'y‘;—g
dw
LZE
E-Vdtd, |,
= f2ads ")
_E-V dt dr
b

E-V
= el (67)
gdzie skorzystali$my z oraz . Zauwazmy, ze podstawiajac do otrzymanego réwnania F(r) = fr%

iV = fff z poprzedniego zadania, otrzymujemy réwnanie .



Zadanie 3.

Wzgledem obserwatora O wzdluz osi x leci mezon 7° o energii catkowitej rownej podwdjnej energii
spoczynkowej mezonu, E = 2m,c?. Mezon 7° rozpada sie nastepnie na dwa fotony: 7° — 2v. W uktadzie
zwigzanym z mezonem fotony rozlatuja sie w przeciwnych kierunkach osi y’. Korzystajac z wynikéw
otrzymanych w przykladzie 3, znalez¢ energie i kat, jaki tworza rozlatujace si¢ fotony z osia x wzgledem
uktadu odniesienia zwiazanego:

a) z mezonem 7°,

b) z obserwatorem O.

0

Rozwiazanie

a) W ukladzie zwigzanym z mezonem 7°, zgodnie z treécia zadania, rozlatujace sie fotony tworza kat 7 /2
z osig x’. Jedli chodzi o energie fotonu E; jest ona réwna polowie energii mezonu E! w tym ukladzie, co
wynika z zasady zachowania energii. W rozpatrywanym ukltadzie odniesienia mezon spoczywa, a zatem

jego energia jest réwna energii spoczynkowej mezonu: Ef = m,c?. Wynika stad, ze energia kazdego z

fotonéw w uktadzie odniesienia zwiazanym z mezonem wynosi: E. = %mﬂcz.

b) W ukladzie odniesienia zwiazanym z obserwatorem O mamy:
E?2 =m2ct + pic® = 4mict, (68)
gdzie ostatnia réwnosé¢ wynika z tredci zadania. Otrzymujemy stad, ze:

Pr = V3me = —=

7 powyzszej relacji wynika, ze:

(70)

lub 8 = @ Podstawiajac otrzymany wynik majac na uwadze, ze ¢’ = 7/2, do wzoru \\ znajdujemy
kat rozlatujacych si¢ fotonéw w uktadzie zwiazanym z obserwatorem O:

V3

cosap:BZT
i
= —. 71
=G (71)

7 zasady zachowania energii wynika, ze energia fotonu wynosi:

1
E, = iEﬁ = mﬂcz.

Denis Dobkowski- Rytko



