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Zadanie 1. Czy jedynym produktem anihilacji elektronu i pozytonu (antyelektronu)
moze by¢ pojedynczy foton?

Rozwigzanie. Zasada zachowania energii i pedu zastosowana do procesu anihilacji czastek
moéwi, ze suma czterowektoréow pedu czastek przed anihilacja musi byé réwna sumie czte-
rowektoréw pedu czastek po anihilacji (tzn. czastek bedacych produktem anihilacji).

W naszym przypadku oznacza to, ze jezeli elektron i pozyton anihiluja dajac w rezul-
tacie pojedynczy foton to

P.+ P, =Py, (1.1)

gdzie 136, ﬁp i ﬁf sa czteropedami, odpowiednio, elektronu, pozytonu i fotonu.

Jezeli P jest czteropedem czastki o masie spoczynkowej m > 0, to

PeP =m?c?,
gdzie e jest czasoprzestrzennym iloczynem skalarnym, omawianym na poprzednich ¢wicze-
niach wyktadowych. Mamy stad
ﬁeoﬁe:m202>0, ﬁpoﬁp:m262>0, ﬁfoﬁf:(),

jako, ze masy spoczynkowe m, elektronu i m, pozytonu sa niezerowe (w rzeczywistosci
me = My), a foton jest czastka bezmasowa.

Na mocy zasady zachowania energii-pedu (1.1) i zerowania sie kwadratu czteropedu ﬁf
kwadrat sumy ﬁe + ﬁp réwniez powinien sie zerowac:

0= (]36 + ]5;,) 0(136 + ]5;,) — P eP, +2P oﬁp + ﬁpoﬁp =m2c + mgc2 + 2P, oﬁp. (1.2)

Ostatni ze sktadnikow powyzej najlatwiej jest obliczy¢ w uktadzie spoczynkowym jednej z
czastek np. elektronu. W tym uktadzie

N . _ m
P, = megcey, P, = P

=P
\J1—v2/c?

gdzie v, jest predkoscig pozytonu w tym uktadzie, a v, jej wartoscia. Mamy stad

(C gct + ﬁp),

- mempc2

BeB, - e’
\/1—v2/c

i w konsekwencji rownanie (1.2) przyjmuje postac

>0

mempc2

,/1—2}12)/02‘

Roéwnanie to jednak nie moze by¢ spetnione, gdyz po jego prawej stronie mamy sume trzech
dodatnich wyrazéw, ktora nigdy nie jest zerem.

Whioskujemy stad, ze pojedynczy foton nie moze byé¢ jedynym produktem anihilacji
elektronu i pozytonu, gdyz w przeciwnym wypadku mielibysmy do czynienia z naruszeniem
zasady zachowania energii-pedu. O

0 =m?2c? —i—mgc2 +2



Zadanie 2. Zjawisko Comptona Foton o energii F zderza sie z nieruchomym elek-
tronem. Znalezé zaleznosé energii rozproszonego fotonu od kata rozproszenia.

Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze przed zderzeniem z elektronem foton porusza sie wzdluz osi
Ox zgodnie z jej zwrotem (rysunek 1), wtedy jego czteroped ma postac

_ E .
Pf = ;ect + Dz€xz,

gdzie p, > 0, i spelnia
2

. - FE
0=PsePr=— — p2. (2.1)

Spoczywajacy przed zderzeniem elektron ma czteroped

Pe = MeCEct,

gdzie me jest masa elektronu.
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Rys. 1: Foton f i elektron e przed zderzeniem oraz foton f’ i elektron €’ po zderzeniu

Bez straty ogoélnosci mozemy przyjaé, ze po zderzeniu foton porusza sie po polprostej
lezacej w “gornej” polplaszczyznie Oxy (danej warunkiem y > 0). Jego czteroped po
zderzeniu bedzie przedstawial sie nastepujaco

/

5/ — = /=
Pf = ?ect + Pz —l—pyey,

gdzie E’ jest szukana energia rozproszonego fotonu, i bedzie spelnial

O_ﬁ/ p’/_Elz 12 /2 2.9



Kat rozproszenia czyli kat pomiedzy dodatnia poétosia Ox a pdlprosta, po ktorej po zde-
rzeniu porusza sie foton wynosi 6 i w konsekwencji

pl, =p cosb, p; = p/sin 6, (2.3)

gdzie p’ jest wartoscig pedu fotonu po zderzeniu.
Niech

/

D
/ e — / = / = / =
P = - €t + Ppéy + Pyey + P.ée,

bedzie czteropedem elektronu po zderzeniu (E. jest tu energia czastki). Zachodzi

. . EIQ
mZc® = Ple Pl = =5 - P2 — P?— PP (2.4)

Zasada zachowania energii-pedu zastosowana do zderzenia rozwazanych tu czastek
przyjmuje postaé
Py + P, = P; + F,.

Wynikaja z niej cztery rownania na sktadowe czteropeddw:

E E' E ,

= — = 4 e = P

c + mec - + o Dz =Dy + 1y, (2.5)
0=p,+ P, 0=P.

Z réownania (2.1) wobec dodatniosci p, mamy

Pz = —
C

Z kolei rownanie (2.2) daje sie przepisa¢ w postaci

skad mamy rownos¢ p’ = E’/c i w konsekwencji rownania (2.3) przyjmuja postac
/ E/
P, = ?COSH, Py = ?sinH.
Podstawiajac te wyniki do drugiego i trzeciego z rownan (2.5) otrzymujemy
E F £
P, == — —cosb, P, = ——siné.

C C C

Wstawienie powyzszych rownan i czwartego z rownan (2.5) do rownania (2.4) daje

2 / 2
E FE 2 FE
_;:m2c2+ <———cos€) +—28in29.
c c c c

Z drugiej strony z pierwszego z rownan (2.5) mamy

EIQ E El 2
5= (——l—mec——) .
C C C



Poréwnanie dwoch ostatnich réwnari daje (po przemnozeniu przez c?)
m2ct+ E*—2EFE' cos 04+ E" cos? 0+ E?sin” = E*4+m2c'+ E?42Em.c®* —2EE —2E' m.c?

czyli
—EF' cosf = Emec® — EE' — E'm.c*.

Stad mozna juz wyliczy¢ szukana zalezno$é energii E’ rozproszonego fotonu od kata roz-

proszenia 0:

mec?

E.
E(1 — cosf) + mec?
Zauwazmy na zakonczenie, ze skoro E(1 — cosf) > 0 dla 0 < § < 7 to w przypadku
rozproszenia z niezerowym katem 6

E =

MeC?

E(1 — cosf) + mec?

<1

i w konsekwencji energia E’ fotonu rozproszonego jest mniejsza niz energia F fotonu przed
rozproszeniem, co na rysunku 1 zaznaczono kolorami (energia poszczegélnych fotonow w
wiazce $wiatta niebieskiego jest wieksza od energii fotonow w wiazce Swiatla zielonego). [

Zadanie 3. W ukladzie inercjalnym U szczegélnej teorii wzglednosci na czastke o nieze-
rowej masie spoczynkowej m dzialta stata w czasie i jednorodna sita F'. Wypisaé lagranzjan
tej czastki i rozwiazaé¢ wynikajace z niego réwnania ruchu.

Rozwigzanie. W STW lagranzjan czastki podlegajacej w ustalonym uktadzie inercjalnym
U dziataniu sity potencjalnej F' = —VV ma postaé

L=S-V,

2
S:—mCQ\H—U—Z
c

zalezna od wartosci v predkosci czgstki w uktadzie U oraz potencjat V' sg przedstawione
jako funkcje (i) wspotrzednych opisujacych poltozenie czastki i (i) pochodnych tych wspot-
rzednych po czasie ¢ mierzonym w uktadzie U.

Dla prostoty zorientujmy osie kartezjanskiego uktadu wspotrzednych (x,y, z) w ukta-
dzie U w ten sposob, ze sita F= a€,, gdzie a > 0 jest statg. Wygodnie bedzie wyrazié¢ ta
stala w postaci a = mca. Wtedy potencjatem sity F bedzie funkcja

gdzie funkcja

V(z,y,2z) = —mecaz.

Zatem lagranzjan rozwazanej czastki przyjmie postaé

i? + % + 22

5 + mcaz.

L(x,y,z,%,9,2) = —ch\/l
c

Roéwnania Lagrange’a drugiego rodzaju maja w STW taka samg postaé¢ jak w mechanice
newtonowskiej:

dor oL _
dtdg Oq
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Dlatego tez w celu wypisania tych réwnan dla czastki rozwazanej w zadaniu obliczamy
standardowo nastepujace pochodne:

oL ) -2 mi oL
?:_mc 22 4 224 52 - 272" 3_:0’
r 2\/1 _ Bhiphd V1—v%/c T
oL my oL 0
9y  J1—02/2 Ay ’
oL mz oL
e — = mca.
0% \/1— U2/62 0z
Widaé¢ z powyzszego, ze wspdlrzedne x i y sa cykliczne. Zatem
m my
——————— = MmcK, = const., ————— = mckKy = const.. 3.1
V1—v2/c? ! /T— 022 y (3.1)
Rownanie na z(t),
d ( mz ) 0
— | ——) — mca =0,
dt N\ /1 —v2/c?
po odcalkowaniu po czasie t daje
ne = mcoat + mck;, (3.2)

V1—v2/c?

gdzie mck, jest stata catkowania.
Kazde z rownan (3.1) i (3.2) mozna teraz: pomnozy¢ przez /1 —v?/c?, podzieli¢
przez m i podnies¢ stronami do kwadratu. Tak uzyskane trzy réwnania mozna teraz dodaé

stronami otrzymujac

VP =i+ P+ 22 = (P =) (KD + KL+ (ke + at)?) = (=0 f(2).

7 réwnania tego tatwo mozna wyliczy¢ iloraz

U2

S
2 1+ f

i pierwiastek

1
V1—v2/c? = Nieaa

Rownania (3.1) i (3.2) mozemy teraz przypisa¢ w formie gotowej do scatkowania:

CKy . Chy s c(k, + at)
Nk e 0} izro

Calkujac obie strony pierwszego z powyzszych rownan po czasie t otrzymujemy

U= Kxtat
CKy VI+r2+R2] CKyg du
2(t) = dt = == =
\/1 + K2+ k2 + (k, + at)? VIEREEE a V1+u
o

= Ly sinh(u) + Cy = P2 arsinh (

Ky +at )
«Q a

\/1+ K2+ K2

+ Ca,



gdzie C,, jest stala catkowania. Podobnie,

Ky + at

A1+ K2+ K2

Trzecie z rownan (3.3) catkujemy nastepujaco:

y(t) = T arsinh < > + Cy.

«

/ (K + at) g u=1+r2+ ko + (k. +at)?,
\/1_,_%2_’_&2 (K + at)? du = 2a(k, + at) dt
du ¢ c
zg _u:a\/ﬂ+czzE\/1+n§+m§+(nz+at)2+cz,

gdzie C, jest stala catkowania.

Na zakonczenie warto poréwnaé otrzymany ruch z ruchem t — (zn(t),yn(t), zn(t))
czastki o masie m pod dzialaniem statej w czasie i jednorodnej sity F = mca €, w mecha-
nice newtonowskiej:

t
z(t) = Cha arsinh (&) +C,, xn(t) = vogt + xo,
CK K.+ at
y(t) = —~ arsinh (2—) + Cy, yn (t) = voyt + yo,
N S 2y 2 N2 1 C 1) = 42 ¢
2(t) = —\/L+ 62+ 53 + (52 + at)? + C, an(t) = 5 t7 + vt + 20

— Uog, Voy, Vo Oraz To, Yo, 20 53 tu stalymi opisujgcymi warunki poczatkowe w chwili
to = 0. Pomijajac bardziej skomplikowana postaé¢ rozwigzari réwnan ruchu w STW, bar-
dziej istotna réznica pomiedzy powyzszymi rozwiazaniami polega na tym, ze w mechanice
newtonowskiej sktadowe predkosci w kierunkach prostopadlych do kierunku sity F pozo-
staja stale w czasie:

TN (t) = vo, = const., yn (t) = voy = const..

Innymi stowy, czastka newtonowska nie doznaje przyspieszenia w kierunku prostopadtym
do kierunku sity. W przypadku relatywistycznym, sktadowe predkosci w kierunkach pro-
stopadtych do kierunku sily nie sa state w czasie! — réwnania (3.3) na 4 i § zapisane w
jawny sposob maja postaé

Chy . Chy

i = .
\/1+n§+m§+(nz+at)2 \/1+/<;%+/<;§+(/<;z+at)2

)

Tym samym czastka relatywistyczna doznaje przyspieszenia w kierunku prostopadtym do

F. O

!State w czasie sa sktadowe (relatywistycznego) pedu czastki w kierunkach prostopadtych do kierunku
sity — patrz rownania (3.1).



