Mechanika i szczegélna teoria wzgledno$ci 2019/2020

Zadania na ¢éwiczenia — seria 13.
8 czerwca 2020 r.

Zadania przyktadowe

Przyktlad 1.
Czastka o masie m i tadunku ¢ porusza sie w stalym polu magnetycznym B = Be,. Zapisa¢ Lagranzjan i
rownania Eulera-Lagrange’a dla tego ukladu.

Sprawdzié, ze wynik jest zgodny ze wzorem pojawiajacym sie w poprzedniej serii zadan (Zadania na
éwiczenia — seria 12.: Zadanie 1).

Rozwigzanie.
W szczegblnej teorii wzglednosci Lagranjzan naladowanej czastki znajdujacej sie w polu elektromagentycz-
nym, sparametryzowany czasem niezaleznego inercjalnego obserwatora, wyraza si¢ nastepujaco (patrz. wy-

Klad):
2 —
L(7,7,t) = —mczw/ 1— 2—2 — qo(7,t) + qUA(7, 1), (P1.1)

gdzie (p/c, A) to czteropotencjal pola magnetycznego, zwiazany z wartosciami odpowiednich p6l nastepujaca
relacja:

. 1 - .
E=-Vo—-8,A, B=VxA4, (P1.2)
C

gdzie V to operator nabla V = (8,,9,,0,)" dla wspolrzednych przestrzennych, zatem Vo jest gradientem
potencjatu ¢, a V x A- rotacja potencjalu wektorowego A.

Nalezy podkreslié¢, ze czteropotencjal (¢/c, ff) nie jest jednoznacznie zdefiniowany przez wartosci pot
E, B - tym samym polom moga odpowiadaé rézne czteropotencjaly (swobode te nazywamy swoboda cecho-
wania pola elektromagnetycznego). W zwiazku z tym réwniez postaé¢ Lagranzjanu moze si¢ nieco réznié, w
zaleznosci od przyjetej konwencji — nie wptynie to jednak na koncowo otrzymane réwnania ruchu.

W tresci zadania podano wartosé pola magnetycznego B= (0,0, B)T, zatem pierwszym krokiem bedzie
znalezienie odpowiadajacego mu czteropotencjatu. Poniewaz E = 0, a B nie zmienia sie w czasie, mozemy
ograniczy¢ sie do czteropotencjaléw postaci (0, Ay, Ay, A,), gdzie skladowe A; zaleza od wspélirzednych

przestrzennych, ale nie od czasu. Rozpisujemy:

0 o Je e e 0yA, — 0,4,
0| =VxA= |0, 0, 0.|=|0.4,—0,A.]. (P1.3)
B A, A, A. 0 Ay — 0, A,

Przypomnijmy, ze nie potrzebujemy znaé¢ ogdlnego rozwigzania tego uktadu réwnan — wystarczy nam dowolne
przykladowe rozwigzanie. Zauwazmy, ze dowolna kombinacja 0;A; wystepuje tylko w jednym miejscu. W
zwiazku z tym jako szczegblne rozwiazanie mozemy wybrad A= (0,2B,0) — wtedy jedynie wyraz 0, A, = B
jest niezerowy i rownanie pozostaje spelnione.

Mozemy teraz przystapi¢ do wladciwej czesci zadania. Lagranzjan przyjmuje postac:

o [, v?
L(7,7,t) = —mc®y /1 — 2 + quyz B, (P1.4)

co po jawnym rozpisaniu wszystkich wyrazéw daje:

2 "2 52
L= —mc2\/1 - % + qyeB, (P1.5)



Roéwnanie Eulera-Lagrange’a dla wspoélrzednej x to %g—é = g—é. Policzmy:

d OL d 1 24 /c2 d .
— o= | (=me?) <—> e )4 mb (P1.6)
dt Oz dt 2 /1 @242 452 dt /1 @2 g24a?

c? 2z
Rézniczkowanie tego wyrazenia po t nie wyglada szczegdlnie zachecajaco. Czy mozemy jako$ ulatwié sobie

zadanie? Przypomnijmy, ze jesli Lagranzjan jest staly w czasie, generuje to stalg ruchu — w tym przypadku
bedzie to:

oL OL OL P2 g2 452 22 52 1 32
po Ok, (0L, 0L, o (mEHTHE) L py) [ mme 1o B )
0% Ay 0% [ _ @24i422 c2
C2

(P1.7)

Widzimy, ze drugie wyrazy w obydwu nawiasach wzajemnie sie zredukuja; pozostate, po sprowadzeniu do
wspoélnego mianownika, dadza:

2 22 4 52 2 2 22 42 2
m(z z mc” —m(z z mc
o mE )+ (@ +g°+2%) , (P1.8)
1 _ .'b2+3';2+22 1 B i.2+y2+7;2
c2 2
co odzwierciedla znany nam fakt, ze sitla Lorentza nie wykonuje na czastka pracy. Wiedzac, ze % =0,

wracajac do réwnania (P1.6), mozemy napisaé:

d OL d mi mi i d 1 m (P1.9)

7 = mx — = .

dt Or dt 1 _ @244 1 &4tz dt 1 _ @244 1 #24gPts?
2 2 .2 22

C C C c

=0

Po obliczeniu prawej strony réwnania % = +qyB, otrzymujemy:

M 4B (P1.10)
1 _ i:2+:[/2+22
c2

Analogiczny rachunek wykonujemy dla dwéch pozostatych wspoétrzednych:

— M L 4iB=0 (P1.11)
/ i24y2+22
1 - T
e =0 (P1.12)

1 _ i?2+y2+2'2
c2

Po przerzuceniu wyrazu ¢4 B na prawa strone, calo$¢ mozemy zapisaé w zwiezlej formie:

—qix B P1.13
q , ( )

co zgadza si¢ ze wzorem z poprzedniej serii zadan ¢wiczeniowych.



Przyklad 2.

W spoczywajaca czastke o masie M uderzyl foton o energii . Po zderzeniu rozproszony foton porusza sie w
kierunku prostopadlym do kierunku ruchu fotonu sprzed zderzenia. Korzystajac z zasad zachowania energii
i pedu wyznaczy¢ energie rozproszonego fotonu.

Rozwigzanie.

W zadaniach o rozpadach czy zderzeniach czastek najwygodniej jest postugiwac sie formalizmem czterowek-
toréw energii i pedu. Wprowadzmy uktad kartezjanski, w ktérym os x skierowana jest w prawo, a 0§ y — do
géry. Czterowektory dla fotonu przed zderzeniem, czastki przed zderzeniem, fotonu po zderzeniu oraz czastki
po zderzeniu oznaczmy odpowiednio jako p', p'y;, P, Phy . Mamy wowczas:

E/c Mc E'/c \/M204—|—(p§+p12})02/c
E/c 0 0
plé = 0/ ’ pl]tl = 0 ) plEL‘/ = E//C ’ pl1<4/ = Pz ’ (P214)
Dy
0 0 0 0

gdzie wprowadziliémy nowe oznaczenia na nieznane wartosci E',p,,py, a takze skorzystaliSémy z ogdlnej
tozsamosci taczacej wartosé energii i dtugoécia wektora pedu E? = m2ct + p%c? (co dla fotonu sprowadza sie
do E = |p]). Zasada zachowania czterowektora energii i pedu implikuje:

P + iy =P + 0y (P2.15)
E/c+ Mc E'Jc+ \/M2c4+(p§+p§)c2/c
EO/ ¢ Po (P2.16)
E'/c+py

0 0

Z drugiego réwnania mamy p, = E/c, z trzeciego p, = —E’/c. Podstawiajac je do pierwszego (i mnozac
calo$é przez c) otrzymujemy:
E+Mc =E + /M2 + (B2 + E?) (P2.17)
(E+ M —E'? = M*c* + (E*+ E™?) (P2.18)
—2EE' +2EMc* —2Mc*E' =0 (P2.19)
EMc?

= . P2.20
E+ Mc? ( )

Widzimy, ze energia rozproszonego fotonu jest mniejsza niz energia fotonu sprzed zderzenia — ma to sens,
gdyz cze$¢ energii zostala przekazana wprawionej w ruch czasteczce M.



Przyklad 3.
Relatywistyczny pociag porusza sie po prostych torach z predkoscia v. Mija on dwie stacje odlegte od siebie
o L. Kiedy mijal pierwsza z nich, wewnatrz pociggu uruchomiona zostata bomba zegarowa, ktérej pozostat
do wybuchu pozostal czas T. Licznik zostanie wylaczony podczas mijania drugiej stacji (o ile bomba nie
wybuchnie wczesniej). Jaka (co najmniej) musi byé predkosé pociagu v, aby udalo si¢ uniknaé¢ tragedii?
Rozwigzanie.
Wyobrazmy sobie dwa jednakowe zegary, ktére przed opisywanymi wydarzeniami zostaly umieszczone na
obydwu stacjach i zsynchronizowane. W chwili, gdy pociag mija pierwsza stacje, stojacy tam zegar wskazuje
czas t1; kiedy mija druga — wskazanie zegara na drugiej stacji wynosi t2. Dla wygody wprowadzmy At =
to —t1. Poniewaz stacje sa od siebie odlegte o L, interwal czasoprzestrzenny pomiedzy zdarzeniami “przejazd
pociagu przez pierwsza stacje” 1 “przejazd pociagu przez druga stacje” (zakladamy, ze pociag i stacje sa na
tyle male, iz mozemy zaniedbaé czas wjezdzania/wyjezdzania) wynosi At?c? — L?. Z drugiej strony warto$é
interwalu moze byé wyrazona zmiana czasu wlasnego pociagu miedzy tymi zdarzeniami (A7)?c?; mamy
zatem:

(A7) = (At)* 2 — L2 (P3.21)

Wiedzac, ze pociag porusza sie z predkoscia v (czyli L = v - At), mozemy sprowadzi¢ powyzsze do At =
AT czyli znanego nam wzoru na dylatacje czasu. Rozwazajac skrajny przypadek, w ktérym bomba o

\/1—1)2/c2’

malo nie wybuchla, podstawiajac do wzoru (P3.21) At = % i AT =T, otrzymujemy:

L2
T?c¢* = FCZ —L? (P3.22)
L?c?
2 _ P3.2
v T2¢2 + L2 (P3.23)
L
g (P3.24)

Y1+
Czy umiemy cos ciekawego powiedzie¢ o tym wyniku? W granicy nierelatywistycznej — tzn. kiedy % <Lc

L
VR (P3.25)
zgadza sie zatem z codzienna intuicja. Z drugiej strony relatywistyczny wynik jest dosyé optymistyczny —
niezaleznie od wartosci T' 1 L zawsze istnieje predko$é v (mniejsza od ¢!), pozwalajaca uniknaé wybuchu.



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1.
Czastka o masie m i ladunku ¢ porusza sie w stalym polu elektrycznym E = FEé,. Zapisaé¢ Lagranzjan i
rownania FEulera-Lagrange’a dla tego uktadu. Wyznaczy¢ ruch czastki dla przypadku, kiedy w chwili ¢ = 0
spoczywa.

Poréwnaé koficowy wynik z wynikiem otrzymanym na wyktadzie (Wyklad — notatki, 1 czerwca 2020:
Przyktad 1), gdzie calosé zostala policzona z wykorzystaniem czasu wlasnego .

Rozwiazanie.
Lagranzjan dla dowolnego pola elektrycznego i magnetycznego:

2 -
L(7,7,t) = —mc?y /1 — TCLQ — qp(7,t) + qTA(F, 1), (Z1.26)

gdzie (p/c, A) to czteropotencjal pola magnetycznego, spelniajacy:
. 1. - = .
E=-Vp—-0;A, B=VxA. (71.27)
c
Unas E = Eé,, zatem przykladem czteropotencjalu spelniajacego powyzsze réwnanie bedzie p = —zF, A=

0 (uwaga: w zadaniu przykladowym przez E oznaczaliémy energi¢ — zupelnie inny obiekt. Prosze si¢ nie
pomylid!). Wéwczas:

2 1 a2 4 22
L= —mc2\/1 S ) (Z1.28)
c
Réwnania Eulera-Lagrange’a:
d .
R S - (71.29)
dt 1 _ &24Pes?
d .
Sl —=L__|=o0 (21.30)
dt [1 _ @244zt
e
d mz
— | ——= | =¢F 71.31
dt \ | fy _ aregres? ! (2131)

Jezeli w chwili ¢ = 0 czastka spoczywa, upraszcza sie to do 2 = 0,y = 0,
d mz

dt / 32

e

Poniewaz w réwnaniu nie wystepuje jawnie z, a jedynie jego pochodne, warto wprowadzi¢ zmienna v, = z.
Po policzeniu pochodnej po t otrzymujemy:

= 4E (21.32)

dv, m mv?/c?

dt < 1—v2/c? + (1- 03/02)3/2> =ab (21.33)
dv, m
at ((1—/)/) =k (21.34)



Szczesliwie jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych:

1 qF
———dv, = —1t+C 71.35
/(1_1,3/62)3/2 Uz =t ( )
Calke rozwiazujemy dowolna znana nam metoda (np. przez podstawienie Eulera II rodzaju). W efekcie
otrzymujemy:
v, _qE

V1—v2/c? S om

Z warunku v,(0) = 0 mamy C = 0. Podnoszac stronami do kwadratu i przeksztalcajac dostajemy:

t+C (21.36)

v, = (21.37)

Calkujac po [ dt (oraz ustalajac z(0) = 0) otrzymujemy:

mc? qEt 2
= — 1 — ] —1]. 71.38
: qF + ( mc ) ( )

Widzimy, ze zgadza si¢ to z wynikiem z wykladu (u nas energia poczatkowa Eq = mc?).

Zadanie 2.

W poczatkowo spoczywajaca czastke o masie m uderza druga czastka o tej takiej samej masie i calkowitej
energii F. Po zderzeniu czastki rozbiegaja si¢ pod tym samym katem 6 wzgledem poczatkowego kierunku
ruchu drugiej czastki (patrz: rysunek). Podaé wartos$é tego kata.

Rozwiazanie.
Czterowektory dla pierwszej czastki przed zderzeniem, drugiej przed zderzeniem, pierwszej po zderzeniu oraz
drugiej po zderzeniu oznaczmy odpowiednio jako pY', py, pl,, pb,. Mamy wéwczas:

mc E/c m2ct + p3,c?/c m2ct + p3,c?/c
o= 0 b= VE? —m?2ct/c o = p1s cos(6) o — par cos(6)
1 0o *2 0 R p1- sin(6) P —po sin(h) ’
0 0 0 0

(22.39)



gdzie przez pys, py oznaczyliSmy (nieznane) pedy po zderzeniu, a takze skorzystaliSmy z ogélnej tozsamosci
laczacej wartoéé energii i diugoécia wektora pedu E? = m2ct + p2c?. Zauwazmy, ze tak naprawde nie
wiemy, ktora z czastek poleciala do gory, a ktéra na dél, ale nie ma to znaczenia dla wyniku — wobec tego
przyjmujemy dowolng wersje. Z zasady zachowania czterowektora energii i pedu:

Py +ph = pl) +ph (22.40)

me+ E/c Vm2ch + p?,c2Jc+ \/m2ct + p2c2c
VET —m2ctje| _ p1r cos(6) + pa cos(0) (Z2.41)
0 pr sin(0) — pos sin(0) ' '
0 0

Z trzeciego p1r = por. Wéwezas z drugiego p1r = vV E? — m2c*/(2ccos(6). Podstawiajac do pierwszego pod-
niesionego do kwadratu otrzymujemy:

E? —m2ct

E/c)? = 4m*ct + — 72.42
(mc+ E/c) mc* + (ccos(d))? ( )
E2 _ m2c4
2
cos“(0) = B2 1 2Eme — 3m2cl (Z2.43)
2 _ 2
cos?() = L mENE = me”) (72.44)

(E + 3mc)(E — mc?)

E 4+ mc?
[N - 72.4
cos(6) = 4/ 1 3me (22.45)
Zadanie 3.

Mion 4 jest nietrwaly czastka elementarng o $rednim czasie zycia 7, = 2,2 - 10~%s. Rozwazmy mion, ktéry
powstal w gérnych warstwach atmosfery (ok. 90km nad powierzchnia Ziemi), a jego predkosé skierowana
jest bezposrednio w strone Ziemi. Ile musi wynosi¢ predkosé mionu, aby zdazyl on dotrze¢ do powierzchni
Ziemi, zanim sie rozpadnie?

Rozwiazanie.
Interwal czasoprzestrzenny:

(A7) = (At)* 2 — L2, (Z3.46)

gdzie AT to uplyw czasu wlasnego mionu, At — uplyw czasu wspélrzedno$ciowego zwiazanego z ukladem
spoczywajacym wzgledem Ziemi, a L — droga przebyta przez mion w ukltadzie spoczywajacym wzgledem
Ziemi. Ruch mionu przyblizmy ruchem jednostajnym z predkoscia v. Podstawiajac At = L/v i AT = 7,
otrzymujemy:

7302 = L2c2v? — L2 (23.47)
1
v=cr e (Z3.48)
7202
1+ 45

Podstawiajac 7, = 2,2-107%s,¢ = 3- 1082, L = 9 - 10*m otrzymujemy:

v~ 0,999973c, (73.49)
co jest bardzo bliskie wartosci predkoéci Swiatta w prozni.

Wojciech Gorecki



