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Zadanie 1.

Jednorodny krazek o masie m i promieniu R, do ktérego brzegu przymocowany jest punkt
materialny o masie m, toczy si¢ bez poslizgu po rowni pochytej o kacie nachylenia o =
arcsini w jednorodnym polu grawitacyjnym Ziemi. Krazek pozostaje przez caly czas
prostopadty do prostej k stanowiacej krawedz réwni. Znalezé energie kinetyczng uktadu
oraz wyznaczy¢ potozenia rownowagi trwatlej.

Rys. 1

Rozwigzanie. We assume that initially the distance between center of disk to the origin

Rys. 2

is .. When the disk is rolling down, the coordinate of the center of disk in z-and y-axes
is

{IECD = (ro — R¢)cosa,

yop = (r, — Rp)sina. (1)
The center of total mass is at the middle point between the center of disk and point mass,
which in 2/~ and y'-axes is

Ten = 5 os(6+a),

R
Yors = 5 sin(@+a). &)



Hence the center of mass in z- and y-axes is
, R
Toym = Tep + Topy = (ro — Ro) cosa + 3 cos(¢p + ),
. R .
yom = Yoo + Yo = (ro — RY) 81na—|—§sm(¢+a). (3)

The rotational inertia valued at mass center can be calculated

1 R\? R\?
I.. = Igisr + ]Pt.mass =13 mR2 +m () +m () = mR2 ’ (4)
2 2 2
and the angular velocity of rotation at mass center is qﬁ
The kinetic energy of the whole system is
1 .2 "2 1 P2 250 (D, . 1 212
T = O M(iby + ) + 5 Lo 6 = mI2 (4+sm¢)+2m3¢ , (5)
where the total mass M = 2m.
The total potential energy valued by the mass center is
. R .
V =2mgycy = 2myg ((rO—R(b) smoz+281n(gz5—|—oz)) : (6)

The minimum of potential is stable equilibrium, at where the derivative of potential in
terms of ¢ vanishes

V'=2myg (—Rsinoz+§cos(¢o—|—0z)) =0. (7)

Solving (7) gives
¢0:ig—a+2m, nez. (8)

At the minimum, the second derivative should be positive
V" = —mgRsin(¢g + a) >0, (9)

which implies the correct choice for stable equilibrium is

¢0:—g—a+27rn, nez. (10)



Zadanie 2.

Rozwazmy wahadlo zbudowane z ciezarka o masie m zawieszonego na koncu sprezyny
o wspotezynniku sprezystosci k i dlugosci swobodnej [, przymocowanej nieruchomo do
sufitu (rys. 3). Sprezyna zbudowana jest w taki sposob, ze moze si¢ swobodnie rozciagaé
i Sciskac, nie moze sie natomiast wygina¢ — jej os przez caly czas pozostaje odcinkiem
prostej. Zalézmy, ze ruch wahadla odbywa si¢ wylacznie w plaszczyznie pionowej (czyli
w plaszczyznie kartki na rys. 3). Znalezé réwnania ruchu wahadta, postugujac sie forma-
lizmem rownan Lagrange’a II rodzaju.

Rys. 3. Wahadto z zadania 2.

Rozwigzanie.

Ruch wahadta jest ptaski, mozemy zatem ograniczy¢ sie do roz-
UM wazania dwoch wymiaréw przestrzennych. Wprowadzmy karte-
zjanski uktad wspotrzednych tak, jak pokazano na rys. 4. Niech
(z, y) beda wspolrzednymi opisujacymi polozenie ciezarka.

=V

Wahadto, ktore rozwazamy, jest uktadem o dwoch stopniach swo-
body, do jego opisu potrzebujemy zatem dwo6ch wspoétrzednych.
Zamiast postugiwaé sie wspolrzednymi ciezarka (x, y), wprowa-
dzimy nowe, wygodniejsze wspolrzedne (rys. 4):

l+7

m

.y
e rozciagniecie sprezyny 7, bedace réznica miedzy aktualna

Rys. 4. Wspélrzedne. dtugoscia sprezyny a jej dtugoscig swobodnag [,

e wychylenie wahadta ¢, czyli kat pomiedzy pionem a osig
wahadta (ta sama wspolrzedna uzywana jest zazwyczaj do
opisu ,zwyktego” wahadta matematycznego, w ktérym ciezarek zawieszony jest na
niewazkiej i nierozciagliwej nici).
Zwiazek pomiedzy wspéhrzednymi kartezjanskimi (x, y) a wspéhrzednymi (7, ¢) dany jest
rownosciami
z= (l+n)sing,
y=—(l+mn)cose. (11)



Energia kinetyczna wahadta wynosi zatem

T — %(9’62%—92)

= % <(ﬁsin¢+(l—l—n)gbcos¢)2+ (—ﬁcos¢+(l+n)q‘ssm¢)2>
m

=5 (P ++nF). (12)

Energia potencjalna wahadta jest sumg energii grawitacyjnej oraz energii sprezystosci:

kn? kn?
V = Vgrawitacja + ‘/sprqiyna = mgy + 7 = —mg (l + T]) CO8 ¢ + 7 (13)
Lagranzjan ma wiec postac
m ; kn?
L:T—V:5(172+(l—|—77)2¢2)+mg(l+77)cosqb—%. (14)

Mozemy teraz przystapi¢ do zapisania rownan Lagrange’a IT rodzaju (okreslanych tez jako
réwnania Eulera-Lagrange’a). Nasz uklad opisuja dwie wspoélrzedne, otrzymamy zatem
dwa rownania:

d oL oL

Towan = mij = m (I +n) ¢* + mgcos ¢ — kn, (15)
d oL oL d : .
o &% = % — a (m (l+77)2¢> = —mg (I +n)sin¢, (16)

czyli po uproszczeniu i uporzgdkowaniu

mij —m (L +n) ¢* — mgcos ¢ + kn = 0, (17)
(I4+n)¢+20p +gsing = 0. (18)

To wladnie szukane rownania ruchu wahadta.



Zadanie 3.

Czastka o masie m porusza sie z takg predkodcig, ze jej calkowita energia wynosi 2mc?.
Naprzeciwko niej leci foton o energii E;. Po zderzeniu czastka i rozproszony foton rozbie-
gaja sie w taki sposob, ze tory ich ruchow tworza kat 6 z kierunkiem pierwotnego ruchu
(patrz rysunek).

a) wyznaczy¢ kat 6 w zaleznosci od m, Ey (predkosé $wiatta jest dana).

b) jaka energia £ odpowiada katowi § = /2 ?

Rys. 5

Rozwigzanie.
Conservation of momentum could solve this problem. We assume
Y the movement along the positive directions of x axis and y-axis
have positive momentums. The momentum is denoted by

pP= (Eapzapyupz>7 (19)

where F is rest energy and p, ,p, ,p. are momentums along each

EE—— directions. Before the collision, momentum of photon is
Rys. 6. x axis y-azis
y y P = (Ef7_p17070)7 (20)
where
p1 = Ef/C ) (21)
and the momentum of particle
Py = (2mc?, p2,0,0). (22)

By the relation between total energy and momentum

(2 m02)2 = (m02)2 + (p2¢)?, (23)
one can find
P2 =V3me. (24)
After the collision, the momentum of photon is denoted by
p; = (Ef,ﬁl cosf, pysin b, 0) , (25)
where
Ef = ]310 ) (26)

5



and the momentum of particle is denoted by

Py, = (Em,ﬁg cosf, —py sin b, O) ,
where 9
E? = (m02> + (P2 ).
The conservation of momentum before and after collision
P+ P2 =P + Py,
gives the conservation of momentum along each directions
Ef +2mc® = pic+ /m2c* + p3c?,

—Es/c+ V3me = Py cos @ + ps cos b,
0 :ﬁlsinﬁ—ﬁgsiHH.

One can solve (30) and find

_ E}+4Epmc® +3mAct
pP1=DpP2 =

2Eic+4me?

and the answer to question a)

(V3me? — Ef)(2mc® + Ey)
(2mce® + Ef)? —m?ct

cosf =

For the answer to question b), when 6 = 7/2, cosf = 0, solving (32) gives

Ey = \/gmc2.

(31)

(32)

(33)



