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Szkicowe rozwigzania zadan
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Zadanie 1. Czastka o masie m porusza sie wzdtuz prostej OX pod dzialaniem sity F'
zaleznej od polozenia w nastepujacy sposob:

—

€z,

F = Asin (2;9:)

gdzie A 1 B sg dodatnimi stalymi.
1. Znalezé potencjal sity F' i naszkicowaé jego wykres.
2. Na podstawie znajomosci potencjatu przedyskutowaé ruch czastki.

3. Znalez¢ przyblizona postaé potencjatu dla matych wychyleri z wybranego potozenia
rownowagi trwalej (stabilnej). Podaé¢ czestosé oraz okres malych drgan wokol tego
potozenia.

Rozungzanie.

a) Rozpatrywana sila jest potencjalna zachowawcza, zatem jej potencjal wynosi:

Vi) = —/Asin <2§f> i — g—fcos (i;“") , (1)

gdzie zatozyliSmy, ze stata catkowania wynosi zero.

b) Omoéwmy teraz ruch czastki:

e jesli E > AB/2m to ruch czastki bedzie nieograniczony, a maksymalng predkosé
czastka osiaga w punktach x = B/2 + Bk.

e jesli F € (—AB/2m, AB/2m) to ruch czastki jest ograniczony, a punkty zwrotne

_ : : 7 iy AB 2 __
(v = 0) to rozwigzania réwnania 52 cos “g* = E.

e przypadek F < —AB/27 nie jest mozliwy.

e punkty x, = Bk, gdzie k € Z, sa niestabilnymi punktami réwnowagi. Czastka o
energii £ = AB/2m spoczywa w tych punktach. Jednak mate zaburzenie spowoduje
wytracenie czastki z jej polozenia i zacznie sie ona od niego oddalaé.

e czastka o energii E = —AB/27 bedzie spoczywaé¢ w jednym z punktéw réwnowagi
stabilnej, tj. s = B/2+ Bk = B(1/2 + k). Male zaburzenie spowoduje, ze czastka
zacznie oscylowaé wokot danego punktu rownowagi.



E> AB/2n Viz),
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Rysunek 1: Wykres energii potencjalnej V' (z).

c¢) Rozwazymy teraz male drgania wokol punktu réwnowagi trwalej. Zamiast wybraé
konkretny punkt réwnowagi, jak polecono w treéci zadania, rozpatrzymy dowolny punkt
rownowagi trwalej okreslony wzorem:

1
Wygodnie jest dokonaé nastepujacej zamiany zmiennych:
1
yzx—B(z—i—k‘), (3)

wtedy potencjal bedzie mial nastepujaca postac:

AB 2T 1 AB 21y 1
V—2Trcos<B(y+B<2+k>>)—27Tcos(B+27r(2+k)>. (4)

Punkty réwnowagi trwatej odpowiadaja y = 0, a zatem mozemy rozwinaé¢ funkcje cosinus
dla punktu y = 0, korzystajac z:

(z —a)?

F@) = fa) + == N(@) + =5 (a) (5)
gdzie w naszym przypadku (a =y = 0):
f(0)=V(0) = g—fCOSW = —I;l—f
FO0) = ...sinm =
AB (2m\? AB (2m\?
@)= 22 (25 sl (il
£ 27 <B> CO?T_ZW <B> (6)



Stad otrzymujemy:

AB 272
Ve — -1+ 5597 7
2 ( B2 y ) (7)
Nastepnie liczymy wartosé sity:
F=-2n— 8
ﬂ—By’ ( )
a réwnanie ruchu ma postaé
A
j+2r——y =20 9
jtoam——my=0, (9)
skad wiemy, ze:
9 A
w= T—
mB

mB
T =/2n—=
™A

Zamiana zmiennych nie byla tutaj oczywiscie konieczna. Powracajac do:

AB 21
== =2 1
V(x) 5 cos( B ), (10)
uzyskujemy nastepujace przyblizenie:
)2
V)~ Vi) + 2%) VO (zy) (11)
gdzie x5 = B(1/2 + k), a zatem:
AB  AB (2r\? (z —z,)> AB o2 )
(@) 27r+27r<B> 2 27r< el “) (12)
Stad otrzymujemy:
A
F = —QWE(SL‘ — Ts), (13)
a zatem réwnanie ruchu ma postaé:
A A
5&+27T§x = QWE. (14)

Jego rozwiazanie mozemy zapisa¢ nastepujaco:

A
z(t) = Acos 2r—— 1 15
(v ( mB) + (15)
W zwiazku z tym, ze czynnik +1 w powyzszym wzorze nie wpltywa na czesto$é drgan oraz
ich okres, wynik jest zgodny z tym uzyskanym poprzez zamiane zmiennych.

O



Zadanie 2. Na rowni pochytej o kacie nachylenia « znajduje sie klocek K o masie
m1, przyczepiony do sprezyny o stalej sprezystosci k, ktorej drugi koniec jest unierucho-
miony. Klocek K jest polaczony nierozciagliwa nicia (przetozona przez niewazki bloczek)
ze zwisajacym pionowo w dot klockiem Ko o masie mo. Nie ma tarcia pomiedzy klockiem
K a réwnig ani pomiedzy nicig a bloczkiem. Zakladamy ponadto, ze ni¢ pozostaje przez
caly czas naprezona. Calo$¢ znajduje sie w jednorodnym polu grawitacyjnym opisanym
przyspieszeniem g-

1. Wprowadzi¢ wspotrzedng uogdlniong opisujaca uktad i napisaé¢ réwnania Lagrange’a
IT rodzaju.

2. Wyznaczy¢ czestos¢ drgan uktadu.

przykladowy

globalny

uktad wspdtrzednych

kartezjanskich

Y
Ko
=hg-x

Rozwigzanie. Pierwsza kluczowa sprawa jest zidentyfikowanie, ile stopni swobody wyste-
puje w uktadzie (ile wspotrzednych uogélnionych jest potrzebne, aby w pelni opisa¢ stan
uktadu). Wystepuja dwa klocki, z ktorych kazdy moze poruszaé¢ si¢ w jednym wymia-
rze. Ruchy te jednak nie sg niezalezne — stata dlugo$é nici sprawia, ze potozenie drugiego
klocka jest jednoznacznie zdeterminowane przez polozenie pierwszego. Widzimy, ze do
opisu uktadu wystarczy jedna wspotrzedna.

Wybierzmy jako te wspolrzedna x (jak na obrazku). Wowcezas polozenie drugiego
klocka (mierzone np. odlegtoscia od podtoza) dane jest jako hg — x (gdzie hy to pewna
stala). Istotne jest to, ze kiedy pierwszy klocek idzie “do gory”, drugi opada na dot (brzmi
do$¢ oczywiscie, ale spora czes¢ z Panstwa miata trudnosci z uwzglednieniem tego w ra-
chunkach).

Poniewaz kazdy klocek porusza sie wzdtuz prostej, energie kinetyczna najtatwiej jest tu
podaé¢ bez wprowadzania globalnego uktadu wspoétrzednych kareztanskich. Klocek pierw-
szy posiada niezerowa sktadowa predkos$ci wylacznie wzdtuz powierzchni rowni i wynosi

ona &, zatem T} = m12x ; podobnie drugi posiada niezerows sktadows predkosci wylacznie
w pionie (i wynosi (hg — x) = —%), wiec Th = mQT"“J Ostatecznie:

(m1 + m2):'v2

T'=T1+1T= 5

(16)

Dygresja
Czes¢ z panstwa zdecydowata sie wprowadzi¢ globalny uktad wspotrzednych kartezjanskich



— oczywiscie nie jest to btad, ale zwieksza on ilosc rachunkéw. Np. dla uktadu zaznaczonego
na obrazku na niebiesko wygladaloby to nastepujaco:

{a'n — 4 | {552 = —isin(a) (17)

7 =0 2 = —icos(a)

(widzimy, ze gdy x wzrasta, drugi klocek opada i wartosci obydwu jego wspotrzednych
maleja). Widaé, ze po przeliczeniu wszystkiego do konca (i skorzystaniu z jedynki trygo-
nometrycznej) otrzymalibySmy ten sam wynik.
Koniec dygresji

Dalej przejdzmy do energii potencjalnej. Na kazdy z klockéw dzialta sita grawitacji.
Ponadto wstepuje naprezenie sprezyny. Mamy zatem:

1
V = xmygsin(a) + (ho — z)mag + §k(x — x0)%, (18)

gdzie xg to dlugo$é¢ nierozciagnietej sprezyny. Pojawiajace sie w energii potencjalnej gra-
witacji drugiego klocka hgy nie ma znaczenia (dodanie stalej do potencjatu nie wpltywa na
ruch), ale istotny jest znak minus przed x (spora cze$¢ z Panstwa o nim zapominala).
Konczymy zatem z Lagranzjanem postaci:

.2
1
L=T-V = (ml—I—sz):E — zmygsin(a) — (hg — x)mag — 51{:(90 —20)?, (19)
Wypisujemy réwnanie EL:

d oL OL
-z 20
dt 0z  Ox (20)
(my + mo)& = —ka 4+ (—my sin(a) + ma)g + kxo (21)
_ k T+ (_ml Sin(a) + mQ)g + kl’o’ (22)

mi + mey myi + ms
const.

W czym rozpoznajemy réwnanie oscylatora o czestosci w = T _]‘;mQ (jesli ktos nie rozpo-

znaje, to nalezy rozwiaza¢ rownanie uzywajac standardowych metod).

Warto zwrécié uwage, ze czestosé¢ drgan bytaby taka sama, gdybysmy na tej samej spre-
zynie zaczepili obiekt o masie mi + mo. Nie zalezy od kata «, ani w ogdle od geometrii
ukladu. Zainteresowanych zachecam do zastanowienia sie, dlaczego tak jest (jakie jest
naprezenie nici? jaka w zwiazku tym informacja “dociera” do sprezyny? ...). O

Zadanie 3. Rozwazmy uktad dwoch bloczkéw i trzech jednakowych ciezarkow przed-
stawiony na ponizszym rysunku. Uktad znajduje si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym
— sita ciezkosci skierowana jest ku dotowi rysunku. Bloczki nie wykonuja ruchu poste-
powego, moga jednak obraca¢ sie wokot wlasnych ustawionych poziomo osi. Oba bloczki
sg identyczne, niewazkie i obracajag sie wokoél wlasnej osi bez tarcia. Nici przerzucone
przez bloczki sa nierozciagliwe i niewazkie. Znalezé przyspieszenie kazdego z ciezarkow
oraz naprezenie kazdej z nici.



Rozwigzanie. Przyjmijmy zwrot ,do goéry” jako dodatni. Niech m bedzie masa kazdego
z ciezarkéw, Nj — naciagiem lewej nici, za§ Np — naciggiem prawej nici. Ponumerujmy
ciezarki kolejno od lewej i oznaczmy przyspieszenie i-tego ciezarka przez a;, gdzie i =
1,2, 3.

Na kazdy z ciezarkow dziataja dwie sily: skierowany do dotu ciezar o wartosci identycznej
dla kazdego ciezarka, wynoszacej Q) = mg, oraz skierowany do gory nacigg nici, rowny Ny,
dla pierwszego (lewego) ciezarka, Ny, + Np dla drugiego (srodkowego) i Np dla trzeciego
(prawego). Zgodnie z II zasada dynamiki réwnania ruchu maja zatem postaé

NL_mg = mar,
Ni + Np —mg = mas, (23)

Np —mg = mas.

Przemieszczenia ciezarkdéw sa ze soba powiazane: gdy na przyktad pociggniemy srodkowy
ciezarek w taki sposob, ze przemiesci si¢ on o 3 cm do dohlu, oba ciezarki zewnetrzne
przemieszczg sie o 3 cm do goéry. Oznaczajac przemieszczenie i-tego ciezarka przez d;,
mozemy zatem napisa¢ dwa roéwnania:

dy = —dy = ds. (24)

Rozniczkujac te zwigzki dwukrotnie wzgledem czasu, otrzymujemy dwie réwnosci wiazace
przyspieszenia ciezarkow:
a] — —ag = as. (25)

Zaleznosci (23) i (25) tworza uktad pieciu rownan na pie¢ niewiadomych: aq, ag, az, N i
Np. Rozwiazujac go, otrzymujemy

1
ay = a3 =—=
1 3 397
1
az = gga (26)
2
Ny, = Np = gmg.

Rozumowanie powyzsze mozna nieco uprosci¢, zauwazajac na samym poczatku, ze Ny =
Np. Rownosé ta wynika z faktu, ze na konicach obu nici zawieszono ciezarki o identycznych
masach, obie nici sa wiec naprezane przez takie same sity. Nawet bez tego spostrzezenia
rownania ruchu nie sa jednak skomplikowane i daja sie tatwo rozwiazaé.

O



