IT kolokwium z Mechaniki 1 STW
18 maja 2020

Zeskanowane lub sfotografowane i podpisane imieniem i nazwiskiem rozwigzania nalezy zata-
dowaé¢ do godziny 13:00 za posrednictwem strony

https://kampus-student2.ckc.uw.edu.pl/course/view.php?id=1410

Kazde rozwiazane zadanie nalezy zatadowaé¢ w oddzielnym formularzu (zgodnie z numerem zada-

nia). Komentarze do obliczen w rozwiazaniach zadan sa istotne i maja wplyw na ocene.

Zadanie 1. Lezacy na ptaszczyznie jednorodny pétwalec o promieniu R, dlugosci [ i
masie m moze wykonywa¢ mate drgania wokol polozenia rownowagi (rys. 1). Znalezé
potozenie §rodka masy potwalca. Wypisa¢ rownanie ruchu poétwalca i znalezé czestosé
maltych drgann wokoét polozenia réwnowagi, zaktadajac brak polizgu pomiedzy walcem a
plaszczyzna.
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Rys. 1: Potwalec

Rozwigzanie. Zadanie rozwigza¢ mozna na roézne sposoby, a w zaprezentowanym ponizej
wykorzystujemy formalizm Lagrange’a. Uktad nieprimowany U wybieramy tak, ze ptasz-
czyzna X OY bedzie pokrywala sie z ptaszczyzna, na ktorej ruch wykonuje potwalec. Na-
tomiast 0§ OZ jest skierowana pionowo do gory. Z kolei uktad primowany bedzie uktadem
zwigzanym z potwalcem w taki sposob, ze jego srodek znajduje sie w punkcie srodka masy,
a osie O'X', O'Y'" i O'Z' pozostaja rownolegle odpowiednio do OX, OY i OZ. Zaczniemy
od znalezienia poltozenia $rodka masy potwalca (3 pkt.), a mowiac $Scislej, znajdziemy
polozenie (xsnr,y s, zsy) Srodka masy potwalca w uktadzie U w polozeniu réwnowagsi.
Z symetrii potwalca (rys. 2) wnioskujemy, ze:

xsm =0, ysm =1/2. (1)

Ostatnig wspotrzedng liczymy standardowo:
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gdzie wykorzystalismy fakt, ze gestos¢ potwalca wynosi p = ﬂzgél = const.




Rys. 2: Poétwalec w polozeniu réwnowagi

Ogolne wyrazenie na energie kinetyczna ma postac:

1 1
T:ing—i—MVO‘(wxR’)—i—iw-(I'-w). (3)
W zwiazku z tym, ze za uklad primowany U’ wybraliémy uktad srodka masy (R’ = 0),
niezerowy wklad do energii kinetycznej moze pochodzi¢ tylko z pierwszego i ostatniego
wyrazu po prawej stronie rownosci [3|. Zatem musimy znalez¢ wyrazenia na vg, w oraz I'.
W tym celu wprowadzamy wspolrzedna uogdlniona 6 (rys. 3).

g

L J

Rys. 3: Wychylenie potwalca o kat 6

W uktadzie inercjalnym U wspoétrzedne (zsar, ysar, zsmr) Srodka masy potwalca wy-
chylonego z potozenia rownowagi o kat 6 (patrz rys. (3)) maja postac:

sy = —RO+ Dsinf, YSM = YsSM = %l, zsm = R — D cosb, (4)



gdzie

D=R- ZSMN -
Rozniczkujac po czasie znajdujemy sktadowe wektora predkosci vy:
iy = —RO + D cos b, ysam = 0, 290 = DOsin 6. (5)

Pozostaje nam teraz policzy¢ odpowiednie skladowe tensora momentu bezwtadnosci (2
pkt). 7 uwagi na fakt, ze jedyna niezerowa skladowa predkosci katowej jest w, = 0
wystarczy znalezé I;y. W tym celu postuzymy sie twierdzeniem Steinera:

I/{;z = Ip - mD27 (6)
gdzie I, = %mR2 (tak jak dla pelnego walca). Mamy juz wszystkie elementy potrzebne do
policzenia energii kinetycznej i potencjalnej:

1 .9 ) 1
T = §m(xCM + ZCM) + 2nyyy

1 . . . 1 /1
= om (3292 — 9RDE? cos ) + D2.92) + 5m92 (2R2 _ D2>

= %mQQ (gR2 —2RD cos 0) , (7)
V =mgzeym = mg(R — D cosf). (8)

Stad lagranzjan ma postac:
L o (352
= §m0 iR —2RDcosf | —mg(R — D cos?). 9)

Przystapimy teraz do zapisania réwnania Eulera-Lagrange’a (3 pkt. - znalezienie rownania
ruchu):

oL

50 = mRD6?sin @ — mgDsin @ = mD sin 0(R6* — g), (10)
4oL _ i <3R2 — 2RD cos 0) + 2mRDG? sin 0 (11)
dt 96 2
stad dostajemy:
doL 0L (3 , o
—R* — 12
=Gl 90 mo <2R 2RD cos 0> +mDsin (RO + g) (12)

Aby znalezé czestosé matych drgan w powyzszym réwnaniu pozostawimy tylko wyrazy (co
najwyzej) liniowe w 6, 0id (wezesniej rozwijajac funkcje sin 6 i cos w szereg):

(2R2 - 2RD) 6+ Dgh =0

b+ —s?—0=0 (13)
3R2 )
5 — 2R

skad odczytujemy czestosé matych drgan wokot polozenia rownowagi (2 pkt.):
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Rys. 4: Potkula

Zadanie 2. Rozwazmy jednorodng potkule o masie m i promieniu R, czyli bryte po-
wstala w wyniku przeciecia jednorodnej kuli ptaszczyzna przechodzaca przez jej $rodek
(rys. 4). Zmalezé (i) potozenie srodka masy potkuli oraz (ii) tensor momentu bezwlad-
nosci wzgledem $rodka podstawy potkuli (czyli srodka kuli, w wyniku przeciecia ktorej
powstala potkula; punkt O na rys. 4) w uktadzie osi gtownych.

Wskazowka. Wygodnie jest wprowadzi¢ wspotrzedne sferyczne (r, 0, @), zdefiniowane row-
nosciami

x = rsinf cos p, y = rsinfsin @, z =rcosé.

Element objetosci w tych wspotrzednych to dV = r?sin 0 dr df de.

Rozwigzanie. Umiesémy podtkule w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych w taki sposéb,
by poczatek uktadu pokrywat sie z punktem O, o§ Oz byta prostopadita do podstawy
potkuli, zag osie Ox i Oy lezaly w ptaszczyZnie jej podstawy. Wykonujac obliczenia, sko-
rzystamy ze wspomnianych we wskazoéwce do zadania wspotrzednych sferycznych (r, 0, ).
Potkula jest w nich opisana nieréwnosciami

0<r<R,
ogegg, (15)
0<¢ <2,

calki po jej obszarze beda zatem mialy postaé

R w/2 2w
/ dV:/ dr/ de dpr?sin. (16)
poétkula 0 0 0

Objetosé potkuli jest oczywiscie rowna polowie objetosci kuli; mozemy ja réwniez tatwo
obliczy¢ bezposrednio, catkujac po obszarze potkuli stata funkcje f(z,y,2) = 1:

R w/2 27 R /2 27
V:/ dV:/ dr/ dH/ d(pTQSiHQZ/ rgdr/ sin0d0/ dp =
potkula 0 0 0 0 0 0

2
= 7R,
U
Potkula jest jednorodna, jej gesto$é jest wiec stata w caltym jej obszarze i wynosi
m 3m
== =—:. 17
°TV T RS (17)

Element masy poétkuli ma postaé dm = odV.



Polozenie srodka masy Niech rgv = (2sm, ysum, 2sm) bedzie polozeniem srodka masy
potkuli. Masa bryly roztozona jest symetrycznie wzgledem osi Oz, jej srodek masy lezy
zatem na tej osi:

M = ysm = 0. (18)
Wspotrzedng zgn obliczymy bezposrednio, postugujac sie wzorem z wyktadu:
1
zSM:— zdm:Q/ zdV
potkula potkula
2 2
= / dr/ d0/ dorcosfrisind = — / r dr/ schostH/ dy

m

0 TR* 1
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Abstrahujac od uktadu wspotrzednych, w ktérym wykonywaliSmy obliczenia, mozemy po-
wiedzie¢, ze srodek masy jednorodnej poétkuli o promieniu R lezy na jej osi symetrii w
odlegtosci 3R/8 od jej podstawy.

Tensor momentu bezwladnosci Sktadowe tensora momentu bezwtadnosci obliczymy,
korzystajac z podanych na wyktadzie wzoréw.

Na poczatku wyznaczymy sktadowe diagonalne. Sktadowe I, i I, musza by¢ réwne
ze wzgledu na symetrie obrotowa potkuli wzgledem osi Oz. Otrzymujemy

Iy = / (y* + 2%) dm = g/ (y* + 22 dV
potkula poltkula
R 2
= Q/ dr / de / dip (r*sin? @sin® @ + 72 cos? 0)r? sin 0
0 0 0

R 2
2
= Q/ dr/ d@/ d (sin? fsin? ¢ + cos® O)rtsin? 0 = 5mR2, (20)
0 0 0

2
5mR?. (21)

Pozostaje nam do wyznaczenia sktadowa I, :

IZZ:/ (m2—|—y2)dng/ ($2—|—y2)dV
pétkula poétkula

R 27
= Q/ dr / de / de (r* sin® § cos® ¢ + 1% sin” O sin? @)r? sin 0
0 0 0

R w/2 2 2
= Q/o dr/o dﬁ/o dprtsin® 0 = ngQ. (22)

Pozadiagonalne sktadowe tensora momentu bezwtadnosci potkuli znikaja na mocy symetrii.
Potkula ma symetrie obrotowa wzgledem osi Oz, jest wiec w szczegbdlno$ci symetryczna
wzgledem ptlaszczyzn x = 0 oraz y = 0; z symetrii wzgledem ptaszczyzny x = 0 wynika, ze
Iy = I,. = 0, zas z symetrii wzgledem plaszczyzny y = 0 — ze I,, = I, = 0. Wszystkie
sktadowe pozadiagonalne tensora momentu bezwtadnosci pétkuli sg zatem réwne zeru.
Macierz tensora momentu bezwtadnosci w uktadzie, ktory wybraliSmy, ma wiec postaé

Ly = Iy =

ZmR? 0 0 100
I=| 0 Z2mR* 0 |=-mR*|0 1 0| =>mR’13, (23)
0 0 ZmR? 001



gdzie 13 jest macierza jednostkows 3 x 3. Macierz I jest diagonalna, wybrany przez nas
uklad wspotrzednych okazal sie zatem by¢ uktadem osi gtownych, zas (23) jest szukana
macierzg tensora momentu bezwtadnosci potkuli w uktadzie osi gtéwnych.

O

Zadanie 3. Wzdtuz linii prostej poruszaja sie trzy czastki o masach my, ma, ms. Kazda
czastka oddziatuje z dwiema pozostalymi potencjatem zaleznym wytacznie od ich wzajem-
nej odleglosci, tzn. caltkowita energia potencjalna uktadu jest rowna V(zq — x2) + V(22 —
x3) + V(x3 — 7). Poda¢ lagranzjan i hamiltonian dla takiego ukladu, a takze policzy¢
nawiasy Poissona {p1 + p2 + p3, H}, {mix1 + mozo + msxs, H} i skomentowaé¢ wynik.

Rozwigzanie.

Lagranzjan i Hamiltonian (4 pkt.) Polozenie kazdej z trzech czastek wyznaczone jest
przed odpowiednia wspolrzedna x;, stad ich predkosci réwne sa x;, a zatem Lagranzjan
przyjmuje postac:

Pedy uog6lnione p; = gTL = m;&;. Hamiltonian:

3 2 2 2
. P D3 V%)
H = i, — L = Vixy — Vizy — Vizs — . (25
;_1 Didi By + Sy + Sy + V(g —x2) + V(rg —23) + V(g — 21). (25)

Przypominam, ze Hamiltonian jest funkcja potozen i pedow uogolnionych H(x1, xo, x3, p1,
p2,D3), a nie potozen i predkosei, zatem kluczowe bylo wyrazi¢ go w takiej wlasnie postaci
(m.in. dlatego, ze tylko taka posta¢ pozwala nam dalej liczy¢ nawiasy Poissona).

Nawiasy Poissona (3 pkt.) Nawiasy Poissona liczymy z definicji:

{miz1 + mozy + mszs, H} =

i 6(m1£€1 —+ moxo + m3x3) OH _ 8(m1x1 + moxo + mgxg) OH .

i—1 833‘2 8pi api 6.%1

3

2 .
§ my = =pi+p2+p3 (26)
o 2

pL+p2+p3) OH  O(p1+p2+p3) OH _

3
{p1+p1+ps, Hy =)

— Ox; Opi opi Ox;
_ aV(ZL‘l — xg) _ 8V(x3 — :Ul) . 6V(x1 — 172) . 8V($2 — 1‘3) . 8V(x2 — :L‘g)_
8931 8331 (91‘2 81‘2 81‘3
aV(.%';), — 1'1)
- e (27)



Uproszczenie wyrazenia (27) i interpretacja wyniku (3 pkt.) Ta czes¢ sprawila
Paristwu najwiecej trudnosci, dlatego opisze ja tutaj nieco szerzej (i, mam nadzieje, intu-
icyjnie). Zauwazmy, ze dla kazdej pary wspotrzednych w argumencie funkcji V' pojawia sie

rézniczkowanie po obydwu tych zmiennych, tzn. dla z1, 9 mamy zaréwno _%ﬁ—m) jak

i —%j@. Ile bedzie réwna suma tych wyrazen?
Zastanéwmy sie przez chwile. Pochodna po x1 méwi nam, jak szybko zwicksza sie

warto$¢ danej funkcji wraz z przyrostem z;. Zatem gdy zwickszamy x; o Az, mamy:

8V(3§‘1 — 1‘2)

V((z1 4+ Az) — x9) = V(x1 — x2) + .

Az. (28)
Zauwazmy jednak, ze z punktu widzenia lewej strony powyzszego roéwnania nie ma zna-
czenia, czy zwiekszyliSmy o Az zmienng z1, czy tez zmniejszyliSmy zmienng xo, gdyz
(1 + Azx) — 29 = 21 — (x2 — Az), mamy zatem rowniez:

6V(x1 — xg)

V(z1 + (22 — Ax)) = V(xy — x2) + o

(—Az). (29)

Z rownosci lewych stron obu rownan wynika OVizi—zs) _ _OV(z1—22)
Oxo 0z

Chcac wyprowadzi¢ powyzsza zaleznos¢é w nieco bardziej formalny sposob (nie odwolu-
jac sie do pojecia “okoto” &), mozemy uzy¢ twierdzenia o rézniczkowaniu funkcji ztozonej.

V(w1 —x2) = V(r(z1,22)), gdzie 7r(x1,22) =21 — 22 (30)

Woéwezas mamy

oV (r(xy,x2)) _ dV (r) or(zy,x2) _ AV (r) d(x1 — x2) _ dv (r)
ox1 dr ory dr ox1 dr
oV (r(z1,x2)) _ dV(r) Or(xy1,z2) _ dv(r) 0(xy — x2) _dV(T’)‘

0x9 dr O0x9 dr 0x9 dr

(31)

W zwiazku z tym, odpowiednio grupujac wyrazy w (27) “wyzerujemy” je wszystkie i osta-
tecznie mamy:

{pr+p2+p3,H} =0

(32)
{miz1 + mozo + maxs, H} = p1 + p2 + p3,

co mozemy zinterpretowaé nastepujaco: catkowity ped uktadu p; 4+ p2 + p3 jest zachowany

pozostaje staly podczas ruchu), a $rodek masy uktadu porusza si¢ ze
taje staly pod h srodek kladu THLLbmats sy ig

stala predkoscig % (drugi z tych wnioskéw nie byt wymagany do uzyskania pelnej
liczby punktow). O



