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Wst¦p
Mechanika jest dziaªem �zyki zajmuj¡cym sie badaniem ruchu i odksztaªce« ciaª materialnych oraz
ich oddziaªywa«. Mechanika klasyczna zajmuje sie analiz¡ tych problemów w ±wiecie makrosko-
powym, w ±wiecie mikroskopowym konieczne jest stosowanie ogólniejszej mechaniki kwantowej.
Podobnie dla maªych pr¦dko±ci ruchu ciaª (w stosunku do pr¦dko±ci ±wiatªa w pró»ni) mo»emy
przej±¢ od ogólniejszej mechaniki relatywistycznej do mechaniki nierelatywistycznej.
Ograniczymy si¦ caªkowicie do mechaniki klasycznej, przy czym wi¦kszo±¢ czasu po±wi¦cimy me-
chanice klasycznej nierelatywistycznej. W mechanice klasycznej nierelatywistycznej zale»nie od
sytuacji i wªa±ciwo±ci ciaªa traktujemy ciaªo jako punkt materialny, bryª¦ sztywn¡ lub odksztaª-
calny o±rodek ci¡gªy.
Mechanice kwantowej b¦dzie po±wi¦cony oddzielny wykªad na III roku.

Gmach mechaniki reprezentuje poni»szy schemat:

S - dziaªanie 0 ≤ v
c
≤ 1 (dowolne) 0 ≤ v

c
� 1

v - pr¦dko±¢
0 ≤ |S|

~ ≤ ∞ Mechanika kwantowa
(dowolne)

relatywistyczna ⇒ nierelatywistyczna

⇓ ⇓
|S|
~ � 1 Mechanika klasyczna

relatywistyczna ⇒ nierelatywistyczna

Staªa Plancka ~ ≡ h
2π

= 10−34 J· s, pr¦dko±¢ ±wiatªa w pró»ni c = 3 · 108 m/s.

Twórcy podstaw mechaniki i wa»ne daty:
I. Newton (1687) - mechanika klasyczna nierelatywistyczna
A. Einstein (1905) - mechanika klasyczna relatywistyczna
W. Heisenberg, E. Schrödinger, N. Bohr (1925 - 1926) - mechanika kwantowa nierelatywistyczna
P. Dirac, R. Feynman (1928 - 1949) - mechanika kwantowa relatywistyczna

Podr¦czniki
1. W. Rubinowicz, W. Królikowski, Mechanika teoretyczna
2. G. Biaªkowski, Mechanika klasyczna
3. J. R. Taylor, Mechanika klasyczna
4. L. Landau, E. Lifszyc, Mechanika
5. L. Landau, E. Lifszyc, Teoria pola
6. I. I. Olchowski, Mechanika teoretyczna
7. J. Ostrowska-Maciejewska, Podstawy mechaniki o±rodków ci¡gªych
8. B. �redniawa, Hydrodynamika i teoria spr¦»ysto±ci
9. L. Landau, E. Lifszyc, Mechanika o±rodków ci¡gªych lub Hydrodynamika i Teoria spr¦»ysto±ci
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4. Zadania w podr¦cznikach 1, 3, 4, 5, 9.
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1 Nierelatywistyczna mechanika ukªadu punktów material-

nych

1.1 Kinematyka punktu materialnego swobodnego (czyli bez wi¦zów)

Ruch punktu materialnego jest wzgl¦dny, zale»y od ukªadu odniesienia wybranego do jego opisu.
W wybranym ukªadzie odniesienia (o okre±lonym pocz¡tku i osiach ukªadu) okre±lenie ruchu
wymaga podania zale»no±ci wektora poªo»enia punktu materialnego ~r od czasu t, czyli podania
~r = ~r(t).

Krzyw¡ geometryczn¡, któr¡ zakre±la w czasie ruchu punkt materialny, nazywa si¦ torem punktu
materialnego.
Pr¦dko±¢ punktu materialnego: ~v ≡ d~r

dt
≡ ~̇r .

Przyspieszenie punktu materialnego: ~a ≡ d~v
dt
≡ ~̇v = ~̈r .

Droga przebyta w czasie [t0, t]:

s(t) ≡
∫ ~r
~r0
ds =

∫ t
t0
v dt , gdzie ds ≡ |d~r|, v ≡ |~v| = ṡ.

W ukªadzie kartezja«skim (czyli ukªadzie prostok¡tnym prostoliniowym) z wersorami ~e1, ~e2,
~e3 i wspóªrz¦dnymi x1, x2, x3:
ruch: ~r = x1(t)~e1 + x2(t)~e2 + x3(t)~e3 = [x1(t), x2(t), x3(t)],
pr¦dko±¢: ~v = ẋ1(t)~e1 + ẋ2(t)~e2 + ẋ3(t)~e3 = [ẋ1(t), ẋ2(t), ẋ3(t)],
przyspieszenie: ~a = ẍ1(t)~e1 + ẍ2(t)~e2 + ẍ3(t)~e3 = [ẍ1(t), ẍ2(t), ẍ3(t)].
W ukªadzie kulistym (czyli przykªadowym ukªadzie prostok¡tnym krzywoliniowym) z werso-
rami ~er, ~eϑ, ~eϕ i wspóªrz¦dnymi r, ϑ, ϕ


x = r sinϑ cosϕ, ~er ≡ ∂~r

∂r
/|∂~r
∂r
| = [sinϑ cosϕ, sinϑ sinϕ, cosϑ],

y = r sinϑ sinϕ, ~eϑ ≡ ∂~r
∂ϑ
/| ∂~r
∂ϑ
| = [cosϑ cosϕ, cosϑ sinϕ,− sinϑ],

z = r cosϑ, ~eϕ ≡ ∂~r
∂ϕ
/| ∂~r
∂ϕ
| = [− sinϕ, cosϕ, 0],

mamy


~̇er = ϑ̇~eϑ + ϕ̇ sinϑ~eϕ,

~̇eϑ = −ϑ̇~er + ϕ̇ cosϑ~eϕ,

~̇eϕ = −ϕ̇ sinϑ~er − ϕ̇ cosϑ~eϑ

Poniewa»

~r = r(t)~er(t),
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to

~v = ṙ~er + rϑ̇~eϑ + r sinϑϕ̇~eϕ,

~a = (r̈ − rϑ̇2 − r sin2 ϑϕ̇2)~er +

+(rϑ̈+ 2ṙϑ̇− r sinϑ cosϑϕ̇2)~eϑ +

+(r sinϑϕ̈+ 2 sinϑṙϕ̇+ 2r cosϑϑ̇ϕ̇)~eϕ.

W pªaszczy¹nie Oxy (odpowiadaj¡cej ϑ = π
2
czy z = 0) w ukªadzie biegunowym mamy wi¦c

~r = r(t)~er(t),
~v = ṙ~er + rϕ̇~eϕ,
~a = (r̈ − rϕ̇2)~er + (rϕ̈+ 2ṙϕ̇)~eϕ.

W ukªadzie naturalnym (zwi¡zanym z torem ~r = ~r(s(t)) sparametryzowanym przez drog¦ s(t))
mamy:
wersor styczny ~t ≡ d~r

ds
,

wektor normalny ~n ≡ d~t
ds
/| d~t
ds
| = ρ d

~t
ds
, gdy» promie« krzywizny toru ρ = 1/| d~t

ds
|,

wektor binormalny ~b ≡ ~t× ~n
oraz

~v =
d~r

ds

ds

dt
= ṡ~t, czyli vt = ṡ = v ≥ 0, vn = 0, vb = 0,

~a = s̈~t+
ṡ2

ρ
~n, czyli at = s̈ = v̇, an = v2

ρ
≥ 0, vb = 0.

W wypadku dowolnego ukªadu wspóªrz¦dnych (zwªaszcza uko±nok¡tnego) wprowadza si¦
wektory bazy ~Qi = ∂~r

∂qi
i wektory bazy wzajemnej ~Qi = grad qi i wtedy ~Qi ~Qj = δij, gdzie

δij =

{
1 i = j
0 i 6= j

jest delt¡ Kroneckera, i, j = 1, 2, 3. W sposób naturalny pojawiaj¡ si¦ wi¦c

kowariantne Ai i kontrawariantne Ai wspóªrz¦dne dowolnych wektorów ~A: Ai = ~Qi
~A, Ai = ~Qi ~A

i wtedy

~A =
3∑
i=1

Ai ~Q
i =

3∑
i=1

Ai ~Qi.
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Wspóªrz¦dnych kowariantnych b¦dziemy u»ywa¢ w wykªadzie mechaniki klasycznej pó¹niej (zob.
�1.6 i dalsze). (Wspóªrz¦dne wektorów wprowadzone wy»ej w ukªadach prostok¡tnych z baz¡ w
postaci wersorów ~ei nosz¡ nazw¦ wspóªrz¦dnych �zycznych).
Wzgl¦dno±¢ ruchu

Przy przej±ciu z nieprimowanego ukªadu odniesienia U do primowanego ukªadu odniesienia U ′

~r(t) = ~r0(t) + ~r ′(t) = ~r0(t) +
3∑

k=1

~e ′k(t)(~e
′
k~r
′(t))

i po zrzutowaniu na wersory ukªadów wspólrz¦dnych kartezja«skich

~ej~r(t) = ~ej~r0(t) +
3∑

k=1

(~ej~e
′
k(t))(~e

′
k~r
′(t))

mamy

xj(t) = x0j(t) +
∑3

k=1 αjk(t)x
′
k(t).

Ruch xj(t) w ukªadzie nieprimowanym U jest wi¦c zªo»eniem ruchu x′k(t) w ukªadzie primowanym
U ′, ruchu post¦powego x0j(t) pocz¡tku ukªadu primowanego U ′ i ruchu obrotowego αjk(t) = ~ej~e

′
k(t)

osi ukªadu U ′ wzgl¦dem U . Zmiany ruchu przy zmianie ukªadu odniesienia okre±lone s¡ wi¦c przez
6 funkcji czasu: 3 funkcje x0j(t) i 3 niezale»ne funkcje (np. trzy k¡ty Eulera ϑ(t), ϕ(t), ψ(t))
pozwalaj¡ce scharakteryzowa¢ dowoln¡ macierz obrotu αjk(t) (omówimy to dokªadnie w rozdziale
2).
Zanim przejdziemy do wzgl¦dno±ci pr¦dko±ci i przyspieszenia, obliczmy w ukªadzie U pochodn¡
wzgl¦dem czasu jakiego± wektora ~b(t), który rozpisany w ukªadzie primowanym U ′ ma posta¢
~b(t) = b′1(t)~e ′1 + b′2(t)~e ′2 + b′3(t)~e ′3:

d~b

dt
=
db′1
dt
~e ′1 +

db′2
dt
~e ′2 +

db′3
dt
~e ′3 + b′1

d~e ′1
dt

+ b′2
d~e ′2
dt

+ b′3
d~e ′3
dt

=
d′~b

dt
+ ~ω ×~b,

gdzie d′~b
dt

- pochodna czasowa wektora ~b w ukªadzie U ′, a ~ω = ~e ′1(
d~e ′2
dt
~e ′3) + ~e ′2(

d~e ′3
dt
~e ′1) + ~e ′3(

d~e ′1
dt
~e ′2)

(warto to sprawdzi¢ - istotne jest skorzystanie ze wzoru

d~e ′j
dt
~e ′k + ~e ′j

d~e ′k
dt

= 0,

wynikaj¡cego z ortonormalno±ci bazy ukªadu primowanego: ~e ′j~e ′k = δjk). Wektor ~ω charakteryzuje
obrót osi ukªadu U ′ wzgl¦dem U i nazywa si¦ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ obrotu osi ukªadu U ′ wzgl¦dem
U .
Rozwa»my obecnie wzgl¦dno±¢ pr¦dko±ci:
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~v = d~r
dt

= d~r0
dt

+ d′~r ′

dt
+ ~ω × ~r ′ = ~v0 + ~ω × ~r ′ + ~v ′,

czyli pr¦dko±¢ punktu materialnego ~v wzgl¦dem U jest równa sumie pr¦dko±ci punktu materialnego
~v ′ ≡ d′~r ′

dt
wzgl¦dem U ′, pr¦dko±ci ruchu post¦powego ~v0 ≡ d~r0

dt
pocz¡tku ukªadu U ′ i pr¦dko±ci

ω × ~r ′ odpowiadaj¡cej ruchowi obrotowemu osi ukªadu U ′ wzgl¦dem U . Prost¡ przechodz¡c¡
przez O′ i równolegª¡ do pr¦dko±ci k¡towej ~ω nazywamy osi¡ obrotu - pr¦dko±¢ ruchu obrotowego
dla punktów materialnych znajduj¡cych si¦ na osi obrotu jest równa zero.
Przejd¹my teraz do przyspieszenia:

~a =
d~v

dt
=
d~v0

dt
+
d~ω

dt
× ~r ′ + ~ω × (

d′~r ′

dt
+ ~ω × ~r ′) +

d′~v ′

dt
+ ~ω × ~v ′,

czyli

~a = ~a0 + ~γ × ~r ′ + 2~ω × ~v ′ + ~ω × (~ω × ~r ′) + ~a ′.

Przyspieszenie punktu materialnego ~a wzgl¦dem U jest równa sumie przyspieszenia punktu mate-
rialnego ~a ′ ≡ d2′~r ′

dt2
wzgledem U ′, przyspieszenia ~a0 = d2~r0

dt2
w ruchu post¦powym pocz¡tku ukªadu

U ′, przyspieszenia ~γ × ~r ′ zwi¡zanego z przyspieszeniem k¡towym ~γ ≡ d~ω
dt

= d′~ω
dt

ruchu obrotowego
osi ukªadu U ′, przyspieszenia Coriolisa 2~ω×~v ′ i przyspieszenia do±rodkowego ~ω×(~ω×~r ′) = −ω2~r ′⊥,
gdzie ~r ′⊥ - skªadowa wektora ~r ′ prostopadªa do pr¦dko±ci k¡towej ~ω (przyspieszenie do±rodkowe
jest skierowane do osi obrotu).
Wynika st¡d bezpo±redni wniosek: je±li ~a0 = ~0 i ~ω = ~0, to ~a = ~a ′.

1.2 Zasady dynamiki swobodnego punktu materialnego

Pierwsza zasada dynamiki (zasada bezwªadno±ci Galileusza (1638))
Istniej¡ inercjalne ukªady odniesienia.
Druga zasada dynamiki (równanie ruchu Newtona (1686))
W ukªadzie inercjalnym iloczyn masy m punktu materialnego przez jego przyspieszenie ~a jest
równy wypadkowej sile ~F oddziaªywania ciaª na punkt materialny: m~a = ~F .
Wykorzystane poj¦cia
Siªa - wektorowa miara oddziaªywania i z do±wiadczenia ~F = ~F (~r,~v, t), przy czym |~F | → 0 przy
oddalaniu punktu materialnego od innych ciaª do niesko«czono±ci.
Masa - skalarna dodatnia miara bezwªadno±ci punktu materialnego (ciaªa).
Odosobniony punkt materialny - punkt materialny w du»ych (niesko«czonych) odlegªo±ciach od
innych ciaª, czyli punkt dla którego ~F = ~0.
Inercjalny ukªad odniesienia - ukªad odniesienia, wzgl¦dem którego odosobniony punkt materialny
spoczywa lub porusza si¦ ruchem jednostajnym prostoliniowym (czyli ukªad, wzgl¦dem którego
punkt odosobniony ma ~a = ~0).
Wnioski
a. Je±li ukªad U jest ukªadem inercjalnym, to inercjalnym jest równie» ukªad U ′, którego pocz¡tek
porusza si¦ wzgl¦dem U ze staª¡ pr¦dko±ci¡ (~a0(t) = ~0) a jego osie nie zmieniaj¡ w czasie swego
ustawienia, czyli dla tego ukªadu:

~r0(t) = ~r0 + ~v0(t− t0), ~ω(t) = ~0,

gdzie ~r0 i ~v0 s¡ staªymi wektorami.
Zwi¡zek mi¦dzy wspóªrz¦dnymi kartezja«skimi punktów materialnych i czasami w ró»nych ukªa-
dach inercjalnych okre±la przeksztaªcenie (transformacja) Galileusza (j = 1, 2, 3):
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{
xj = x0j + v0jt

′ +
∑3

k=1 αjkx
′
k,

t = t0 + t′.

Przeksztaªcenia Galileusza tworz¡ 10-parametrow¡ grup¦ przeksztaªce« ci¡gªych (grup¦ Liego) i
s¡ zªo»eniem przesuni¦¢ (translacji) w przestrzeni i czasie (4 parametry x0j i t0), obrotów (rotacji)
w przestrzeni (3 parametry (np. k¡ty Eulera) parametryzuj¡ce macierz obrotu αjk) i szczególnych
transformacji Galileusza (pchni¦¢) (3 parametry v0j).
b. Zasada wzgl¦dno±ci Galileusza : prawa mechaniki maj¡ te sam¡ posta¢ we wszystkich
ukªadach inercjalnych, czyli maj¡ posta¢ niezmiennicz¡ wzgledem przeksztaªce« Galileusza: m~a =
~F → m′~a ′ = ~F ′.
Przy przeksztaªceniu Galileusza bowiem: ~a = ~a ′, m = m′, ~F = ~F ′.
c. Zasada przyczynowo±ci : znajomo±¢ siª oddziaªywania ~F i stanu pocz¡tkowego ruchu punktu
materialnego (dla t = t0: ~r = ~r0, ~̇r = ~v0) pozwala jednoznacznie wyznaczy¢ ruch punktu ma-
terialnego w chwilach pó¹niejszych. Zasada ta wynika z twierdzenia Cauchy'ego-Lipschitza o
jednoznaczno±ci rozwi¡za« równania ró»niczkowego.
d. W ukªadzie nieinercjalnym U ′:

m~a ′ = ~F −m~a0 −m~̇ω × ~r ′ − 2m~ω × ~v ′ −m~ω × (~ω × ~r ′),

czyli w równaniu ruchu Newtona oprócz siª oddziaªywania ~F musimy uwzgl¦dni¢ siªy bezwªad-
no±ci zwi¡zane z przyspieszeniem w ruchu post¦powym ukªadu (−m~a0) i przyspieszeniem k¡-
towym w ruchu obrotowym ukªadu (−m~̇ω × ~r ′), siª¡ Coriolisa (−2m~ω × ~v ′) i siª¡ od±rodkow¡
(−m~ω × (~ω × ~r ′)). Zgodnie z a. siªy bezwªadno±ci w ukªadach inercjalnych s¡ równe zero.
Analiza ruchu w ukªadzie nieinercjalnym jest wi¦c zawsze trudniejsza i przeprowadza si¦ j¡ tylko
wtedy, je±li ukªad nieinercjalny jest z jakich± powodów bardziej naturalny (np. jest to ukªad
zwi¡zany z obracaj¡c¡ si¦ Ziemi¡).

1.3 Zasady zachowania w dynamice swobodnego punktu materialnego

Równanie ruchu punktu materialnego m~̈r = ~F (~r, ~̇r, t) jest po rozpisaniu na wspóªrz¦dne ukªadem
3 równa« ró»niczkowych zwyczajnych drugiego rz¦du. Znalezienie ruchu wymaga rozwi¡zania tych
równa« z uwzgl¦dnieniem warunków pocz¡tkowych. Du»e znaczenie maj¡ sytuacje, gdy przez za-
stosowanie odpowiednich czynników caªkuj¡cych daje si¦ uzyska¢ z równa« ruchu lub ich kombi-
nacji pewne równania ró»niczkowe zupeªne d

dt
C(~r, ~̇r, t) = 0 czy nawet d

dt
C(~r, t) = 0. Otrzymujemy

wtedy zasady zachowania dla pierwszych caªek ruchu C(~r, ~̇r, t) = C(~r0, ~v0, t0) lub drugich caªek
ruchu C(~r, t) = C(~r0, t0). Caªki ruchu pozwalaj¡ obni»y¢ rz¡d ukªadu równa« ruchu. Przej±cie
od równania ró»niczkowego drugiego rz¦du do równania pierwszego rz¦du pozwala wykorzysta¢ w
wielu wypadkach metod¦ rozdzielenia zmiennych przy szukaniu rozwi¡za« analitycznych.
Zasada zachowania p¦du

P¦d: ~p ≡ m~v = m~̇r .

Z równania ruchu d~p
dt

= m~̈r = ~F .
Je±li ~n jest staªym wersorem, to dpn

dt
= Fn.

Zasada zachowania p¦du:
Je±li ~F = ~0, to ~p = ~const = ~p0 (trzy pierwsze caªki ruchu) i kolejne caªkowanie daje trzy drugie
caªki ruchu ~r − ~p0

m
t = ~r0 − ~p0

m
t0.

Je±li Fn = 0, to pn = const = p0n (pierwsza caªka ruchu) i kolejne caªkowanie daje drug¡ caªk¦
ruchu xn − p0n

m
t = x0n − p0n

m
t0.
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Przykªady:
W ruchu w polu siªy o ustalonym kierunku (np. w jednorodnym polu siªy) mamy zachowanie skªadowych p¦du ~p⊥

prostopadªych do kierunku siªy.
Zasada zachowania momentu p¦du

Moment p¦du wzgl¦dem ustalonego punktu ~r0: ~L ≡ (~r − ~r0)× ~p = m(~r − ~r0)× ~̇r .

Z równa« ruchu d~L
dt

= m~̇r × ~̇r +m(~r − ~r0)× ~̈r = (~r − ~r0)× ~F = ~M , gdzie ~M ≡ (~r − ~r0) × ~F

nazywamy momentem siªy wzgl¦dem ~r0.
Je±li ~n jest staªym wersorem, to dLn

dt
= Mn.

Zasada zachowania momentu p¦du:
Je±li ~M = ~0, to ~L = ~const = ~L0.
Je±li Mn = 0, to Ln = const = L0n

Dla siªy osiowej o osi w kierunku ~n przechodz¡cej przez ~r0, dla której w pªaszczy¹nie prostopadªej
do ~n speªniony jest warunek ~F⊥‖(~r − ~r0)⊥, mamy Mn = 0 ⇒ Ln = const (Mn i Ln s¡ obliczone
wzgl¦dem ~r0).
Dla siªy centralnej z centrum w ~r0, czyli je±li ~F‖(~r − ~r0), mamy ~M = ~0 ⇒ ~L = ~const ( ~M i ~L sa
obliczone wzgl¦dem ~r0).
Przykªady:
Siªami osiowymi s¡ np. siªa dziaªaj¡ca na ªadunek w polu elektrostatycznym niesko«czonego walca naªadowanego
jednorodnie o osi w kierunku ~n lub pole siªy jednorodnej w kierunku ~n.
Siª¡ centraln¡ jest siªa przyci¡gania grawitacyjnego jednorodnej kuli lub siªa elektrostatyczna jednorodnie naªado-
wanej kuli - centrum takiej siªy znajduje si¦ w ±rodku kuli.
Ruch w polu siªy centralnej zachodzi w pªaszczy¹nie przechodzacej przez centrum siªy i prostopa-
dªej do ~L. Wprowadzaj¡c w pªaszczy¹nie ruchu ukªad biegunowy o pocz¡tku w centrum siªy (o± z

jest wi¦c w kierunku prostopadªym do tej pªaszczyzny i ~L = Lz~ez = ~const), otrzymujemy wtedy:

m(r̈ − rϕ̇2) = Fr,

mr2ϕ̇ = Lz,

z = 0

(zapis z = 0 jest czytelniejszy ni» bardziej naturalny dla ukªadu kulistego zapis ϑ = π
2
).

Ukªad równa« szóstego rz¦du po uwzgl¦dnieniu trzech caªek ruchu ~L redukuje si¦ wi¦c do ukªadu
równa« trzeciego rz¦du. Poniewa» ϕ̇ = Lz

mr2 , to pierwsze z tych równa« mo»na sprowadzi¢ do
postaci (zwanej wzorem Bineta):

mr̈ = Fr + L2
z

mr3 .

Je±li Fr = Fr(r), to wzór Bineta odpowiada jednowymiarowemu ruchowi radialnemu w polu
efektywnej siªy Fr + L2

z

mr3 . Po wyznaczeniu z tego równania r = r(t) znalezienie ruchu obrotowego
sprowadza sie do obliczenia caªki:

ϕ− ϕ0 =
∫ t
t0

Lz
mr2(t)

dt.

Dla Lz = 0 torem ruchu jest odcinek prostej w kierunku radialnym ( ϕ = const). Dla Lz 6= 0 tor
r = r(ϕ) mo»emy wyznaczy¢ bezpo±rednio przez przeksztaªcenie wzoru Bineta do nowej postaci.
Poniewa» ṙ = dr

dϕ
ϕ̇ = Lz

mr2
dr
dϕ

= −Lz
m

d
dϕ

1
r
i r̈ = − L2

z

m2r2
d2

dϕ2
1
r
, to

− L2
z

mr2

(
d2

dϕ2
1
r

+ 1
r

)
= Fr.
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Zasada zachowania energii

Energia kinetyczna punktu materialnego: T ≡ 1
2
m~v 2. Z równa« ruchu: dT

dt
= m~v d~v

dt
= ~F~v , czyli

pochodna energii kinetycznej po czasie równa jest mocy siªy ~F~v. St¡d

T − T0 =
∫ ~r
~r0
~Fd~r,

czyli zmiana energii kinetycznej równa jest pracy
∫ ~r
~r0
~Fd~r wykonanej prze siª¦ ~F .

Je±li ~F ⊥ ~v, to moc siªy jest równa zero i energia kinetyczna jest caªk¡ ruchu - takie siªy nazywa
si¦ siªami giroskopowymi. Je±li ~F‖~v i wektory te s¡ przeciwnie skierowane, to moc siª jest ujemna
i energia kinetyczna maleje - takie siªy nazywa si¦ siªami dysypatywnymi.
Przykªad: Siªami giroskopowymi s¡ siªa Lorentza w polu magnetycznym q~v × ~B lub siªa Coriolisa −2m~ω × ~v. Siª¡
dysypatywn¡ jest siªa oporu ~F = −αvn ~vv (α, n > 0) przy ruchu w o±rodku materialnym.
Spo±ród siª niezale»nych od ~v warto wyró»ni¢ klas¦ siª potencjalnych, czyli daj¡cych si¦ zapisa¢
w postaci ~F (~r, t) = −gradV (~r, t) , gdzie funkcja V (~r, t) nosi nazw¦ energii potencjalnej punktu
materialnego.
Twierdzenie matematyczne dla obszaru jednospójnego (w tym dla trójwymiarowej przestrzeni):
( ~F jest potencjalna) ⇔ (rot ~F = ~0).
Dla siª potencjalnych ~Fpot~v = −gradV ~v = −dV

dt
+ ∂V

∂t
i st¡d dla energii mechanicznej E ≡ T + V

mamy:

dE
dt

= ~Fniepot.niegir.~v + ∂V
∂t
.

Je±li ∂V
∂t

= 0, to siª¦ potencjaln¡ nazywa si¦ siª¡ zachowawcz¡, gdy» przy braku ~Fniepot.niegir. mamy
wtedy prawo zachowania energii mechanicznej.
Przykªady:
Siªa ~F (t) jest potencjalna i V = −~F (t)~r (w szczególno±ci ~F (t) = ~const jest zachowawcza).
Siªa ~F = Fr(r)~rr jest potencjalna i zachowawcza oraz V = −

∫
Fr(r)dr.

Siªa od±rodkowa jest potencjalna i V = − 1
2m(~ω × ~r)2 (jest ona zachowawcza, je±li ~ω = ~const).

Siªa bezwªadno±ci −m~̇ω × ~r nie jest potencjalna, gdy» rot (−m~̇ω × ~r) = −2m~̇ω.
Je±li siªa centralna jest zachowawcza ( rot (Fr~er) = ~0 ⇔ ∂Fr

∂ϑ
= 0 = ∂Fr

∂ϕ
⇔ Fr = Fr(r)), czyli

Fr = −dV (r)
dr

, to uwzgl¦dnienie zasady zachowania energii E sprowadza ukªad trzeciego rz¦du
(omówiony przy zasadzie zachowania momentu p¦du) do ukªadu drugiego rz¦du:

1
2
mṙ2 + V (r) + L2

z

2mr2 = E,
mr2ϕ̇ = Lz,

z = 0,

który mo»na sprowadzi¢ do kwadratur (obliczenia caªek):

t = ±
∫

dr√
2
m

(E−Vef (r))
⇒ r = r(t),

ϕ = Lz
m

∫
dt
r2(t)

,

gdzie efektywna energia potencjalna dla ruchu radialnego wynosi Vef (r) = V (r) + L2
z

2mr2 .
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Caªka energii pozwala te» przy Lz 6= 0 uzyska¢ (po wykorzystaniu znanego wzoru ṙ = −Lz
m

d
dϕ

1
r
)

scaªkowany jednokrotnie wzór Bineta dla toru r = r(ϕ) :

L2
z

2m

(
d
dϕ

1
r

)2

+ Vef (r) = E,

który wtedy sprowadza problem wyznaczenia toru do kwadratur:

ϕ = ±
∫ d 1

rq
2m

L2
z

(E−Vef (r))
.

Ruch radialny jest mo»liwy tylko w obszarze, gdzie Vef (r) ≤ E, i wiele informacji o przebiegu ruchu
wynika z wykresu Vef (r). W nast¦pnym podrozdziale rozwa»ymy przykªad ruchu w potencjale
keplerowskim (lub kulombowskim) V (r) = −α

r
z α > 0.

1.4 Dynamika ukªadu punktów materialnych swobodnych (czyli bez
wi¦zów)

Rozwa»my ukªad n punktów materialnych o masach mi, poªo»eniach ~ri, siªach wewn¦trznych
~Fij oddziaªywania j-tego punktu na i-ty i siªach zewn¦trznych ~Fi0 oddziaªujacych na i-ty punt
(i, j = 1, ..., n). Z do±wiadczenia wiemy, »e siªy wewn¦trzne cz¦sto speªniaj¡ trzeci¡ zasad¦
dynamiki:

~Fij = −~Fji

(st¡d automatycznie otrzymujemy ~Fii = ~0 dla siªy samooddziaªywania), ale zasada ta nie jest tak
uniwersalna jak pierwsza i druga zasada dynamiki (wrócimy do tego zagadnienia w mechanice
relatywistycznej w rozdziale 4).
Równania ruchu Newtona w ukªadzie inercjalnym s¡ ukªadem 3n równa« ró»niczkowych zwy-
czajnych drugiego rz¦du na 3n niewiadomych ~ri(t):

mi~̈ri = ~Fi0 +
∑n

j=1
′ ~Fij ≡ ~Fi

gdzie ′ oznacza sumowanie po j 6= i.
W ukªadzie nieinercjalnym do ~Fi0 trzeba wª¡czy¢ siªy bezwªadno±ci.
�rodek masy ukªadu n punktów materialnych:

~R ≡ 1
M

∑n
i=1 mi~ri , gdzie caªkowita masa ukªadu M =

∑n
i=1 mi .

Przy zmianie ukªadu odniesienia z U do U ′: ~ri = ~r0 +~r ′i ⇒ ~R = ~r0 + ~R ′. W ukªadzie S zwi¡zanym
z ±rodkiem masy mamy ~r0 = ~R, ~R(S) = ~0.
P¦d ukªadu punktów materialnych

~P ≡
∑n

i=1 ~pi =
∑n

i=1 mi~̇ri = M ~̇R

i z równa« ruchu oraz trzeciej zasady dymamiki mamy:
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d~P

dt
=

n∑
i=1

mi~̈ri =
n∑
i=1

~Fi0 +
n∑
i=1

n∑
j=1

′ ~Fij =
n∑
i=1

~Fi0 +
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(~Fij + ~Fji) =
n∑
i=1

~Fi0 ≡ ~F ,

czyli

M ~̈R = ~F ,

gdzie ~F jest wypadkow¡ siª¡ zewn¦trzn¡ dziaªajac¡ na ukªad. Otrzymane równanie wskazuje, »e
opis ruchu jakiego± ciaªa (ukªadu punktów materialnych) jako ruchu punktu materialnego odpo-
wiada ±ci±le opisowi ruchu ±rodka masy tego ciaªa.
Je±li wypadkowa siªa zewn¦trzna ~F jest równa zero, to p¦d ukªadu zachowuje si¦ ~P = ~const = ~P0

i wtedy ±rodek masy ukªadu porusza si¦ ruchem jednostajnym prostoliniowym:

~R = ~R0 +
~P0

M
(t− t0).

Zachowanie p¦du prowadzi wi¦c do 6 caªek ruchu: ~P = ~P0, ~R−
~P0

M
(t− t0) = ~R0.

Przy zmianie ukªadu odniesienia: ~ri = ~r0 + ~r ′i otrzymujemy ~P = M~̇r0 + ~P ′. W ukªadzie ±rodka
masy S mamy ~̇r0 = ~̇R ⇒ ~P (S) = ~0.
Moment p¦du ukªadu wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu odniesienia

~L ≡
∑n

i=1
~Li =

∑n
i=1 mi~ri × ~̇ri

i st¡d

d~L

dt
=

n∑
i=1

mi(~̇ri × ~̇ri + ~ri × ~̈ri) =
n∑
i=1

~ri × ~Fi0 +
n∑
i=1

n∑
j=1

′~ri × ~Fij =

=
n∑
i=1

~ri × ~Fi0 +
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

′(~ri − ~rj)× ~Fij.

Je±li siªy wewn¦trzne s¡ centralne, czyli ~Fij‖(~ri − ~rj), to znika moment siª wewn¦trznych i

d~L
dt

=
∑n

i=1 ~ri × ~Fi0 ≡ ~M.

Je±li moment siª zewn¦trznych ~M = ~0, to moment p¦du si¦ zachowuje: ~L = ~const i mamy 3 caªki
ruchu.
Przy zmianie ukªadu odniesienia:

~L =
n∑
i=1

mi(~r0 + ~r ′i )× (~̇r0 + ~̇r
′
i) = M~r0 × ~̇r0 +M~r0 × ~̇R

′
+M ~R ′ × ~̇r0 + ~L ′.

Je±li nowy ukªad odniesienia jest ukªadem ±rodka masy S, czyli ~R ′ = ~0, ~r0 = ~R, to

~L = M ~R× ~̇R + ~L(S) = ~R× ~P + ~L(S).
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Mo»emy st¡d ªatwo wykaza¢, »e d~L(S)

dt
= ~M (S), gdzie ~M (S) jest momentem siª zewn¦trznych wzgl¦-

dem ±rodka masy.
Energia ukªadu
Energia kinetyczna ukªadu:

T ≡
∑n

i=1 Ti = 1
2

∑n
i=1 mi~̇r

2

i

i st¡d

dT

dt
=

n∑
i=1

mi~̇ri~̈ri =
n∑
i=1

~Fi~̇ri.

Je±li siªy ~Fi s¡ potencjalne, to istnieje taka funkcja V (~r1, ..., ~rn, t) , zwana energi¡ potencjaln¡
ukªadu, »e ~Fi = −gradiV (~r1, ..., ~rn, t), i wtedy:

dV

dt
=

n∑
i=1

gradiV · ~̇ri +
∂V

∂t
.

St¡d dla siª potencjalnych otrzymujemy dT
dt

= −dV
dt

+ ∂V
∂t

i oznaczaj¡c przez E ≡ T + V energi¦
mechaniczn¡ ukªadu mamy:

dE
dt

= ∂V
∂t
.

Je±li siªy potencjalne sa zachowawcze, czyli ∂V
∂t

= 0, to zachowuje si¦ energia mechaniczna ukªadu:
E = const i mamy jedn¡ caªk¦ ruchu E.
Przy zmianie ukªadu odniesienia:

T =
1

2

n∑
i=1

mi(~̇r0 + ~̇r
′
i)

2 =
1

2
M~̇r

2

0 +M~̇r0
~̇R
′
+ T ′.

Je±li primowany ukªad odniesienia jest ukªadem ±rodka masy S, to otrzymujemy twierdzenie
Königa:

T = 1
2
M ~̇R

2

+ T (S).

Dla ukªadu n punktów materialnych (ciaª), oddziaªuj¡cych ze sob¡ siªami centralnymi zacho-
wawczymi speªniaj¡cymi trzeci¡ zasad¦ dynamiki, przy braku siª zewn¦trznych mamy wi¦c 10
caªek ruchu (czyli 10 zasad zachowania) i mo»emy zredukowa¢ rz¡d ukªadu równa« ruchu z 6n do
(6n− 10). Dla zagadnienia dwóch ciaª pozostaje nam ukªad rz¦du 6 · 2− 10 = 2.
Zagadnienie dwóch ciaª oddziaªuj¡cych siªami speªniaj¡cymi trzeci¡ zasad¦ dynamiki
Równania ruchu stanowi¡ ukªad równa« rz¦du 12 (6 równa« drugiego rz¦du):

m1~̈r1 = ~F12,

m2~̈r2 = −~F12.

Je±li wprowadzimy zmienne ~R i ~r:

~R ≡ m1~r1 +m2~r2

M
, czyli ~r1 = ~R +

m2

M
~r,

~r ≡ ~r1 − ~r2, ~r2 = ~R− m1

M
~r,
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gdzie M ≡ m1 +m2 , to równania te przyjmuja posta¢:

M ~̈R = ~0,

~̈r = (
1

m1

+
1

m2

)~F12.

Pierwsze równanie prowadzi nas do zasady zachowania p¦du ~P = M ~̇R i mo»na je od razu dwu-
krotnie scaªkowa¢:

~R = ~R0 +
~P0

M
(t− t0).

Problem dwóch ciaª redukuje si¦ wi¦c do problemu ruchu jednego ciaªa o masie µ:

µ~̈r = ~F12, gdzie masa zredukowana µ ≡ m1m2

m1+m2
.

Mo»emy wykorzysta¢ teraz analiz¦ ruchu przeprowadzan¡ w podrozdziale 1.3. Je±li siªa ~F12 jest
centralna, czyli ~F12 = Fr

~r
r
, to zachowuje si¦ moment p¦du wzgl¦dem ~r = ~0, równy (jak ªatwo

sprawdzi¢) momentowi p¦du ukªadu w ukªadzie ±rodka masy S. Wybieraj¡c pªaszczyzn¦ Oxy
jako pªaszczyzn¦ ruchu, otrzymujemy równania:

µ(r̈ − rϕ̇2) = Fr,

µr2ϕ̇ = L
(S)
z ,

z = 0.

Je±li siªa jest dodatkowo zachowawcza i Fr = −dV (r)
dr

, to uzyskujemy równania:

1
2
µṙ2 + Vef (r) = E(S),

µr2ϕ̇ = L
(S)
z ,

z = 0,

gdzie E(S) = T (S) + V (r) jest zachowywan¡ energi¡ ukªadu w ukªadzie ±rodka masy, a

Vef (r) ≡ V (r) + (L
(S)
z )2

2µr2 - efektywn¡ energia potencjaln¡ w ruchu radialnym. Ukªad ten zawiera
dwa równania pierwszego rz¦du i mo»na sprowadzi¢ je do kwadratur. W szczególno±ci wyznaczenie
toru sprowadza si¦ do obliczenia caªki wynikaj¡cej ze scaªkowanego wzoru Bineta:

ϕ = ±
∫

d1
r√

2µ

(L
(S)
z )2

(E(S) − Vef (r))
.

Przykªad: Ruch dwóch ciaª oddziaªuj¡cych siªami o energii potencjalnej V (r) = −αr , α > 0, czyli ruch ciaªa w polu
grawitacyjnym sªo«ca (niekoniecznie w Ukªadzie Sªonecznym) (α = Gm1m2) lub ruch �klasycznego� elektronu w
polu elektrostatycznym j¡dra (α = Ze2

4πε0
).

Rozwa»my ruch z L(S)
z 6= 0 i pomi«my dla uproszczenia zapisu wska¹nik (S) przy E(S) i L(S)

z . Efektywna energia
potencjalna Vef (r) ma minimum Vef0 = −µα

2

2L2
z
dla r0 = L2

z

µα . Dla E < Vef0 ruch nie jest mo»liwy. Dla Vef0 ≤ E < 0
ruch jest ograniczony. Dla E ≥ 0 ruch staje si¦ nieograniczony. Przy dowolnej energii E, je±li Lz 6= 0, punkt
materialny nie spada na centrum ze wzgl¦du na pojawienie si¦ w Vef energii od±rodkowej L2

z

2µr2 .
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Przejd¹my teraz do wyznaczenia toru ruchu. Caªka wynikaj¡ca ze scaªkowanego wzoru Bineta przyjmuje prost¡
posta¢

ϕ = ±
∫

d 1
r√

2µE
L2
z

+ 2µα
L2
z

1
r −

1
r2

.

Wykorzystuj¡c z tablic caªek wzór
∫

dx√
ax2+bx+c

= 1√
−a arccos 2ax+b√

b2−4ac
+C (dla a < 0 i b2− 4ac > 0), otrzymujemy

po uproszczeniu (C = δ):

ϕ− δ = ± arccos
1− L2

z

µα
1
r√

1 + 2EL2
z

µα2

,

sk¡d

r =
p

1− ε cos (ϕ− δ)
, gdzie p ≡ L2

z

µα
, ε ≡

√
1 +

2EL2
z

µα2
.

Jest to równanie biegunowe krzywej stopnia drugiego (czyli elipsy, paraboli, hiperboli) z parametrem p i mimo±ro-
dem ε o ognisku w ~r = ~0. Elipsie odpowiada 0 ≤ ε < 1, co oznacza −µα

2

2L2
z
≤ E < 0, paraboli ε = 1 (E = 0) i

hiperboli ε > 1 (E > 0). Póªosie wielka i maªa elipsy czy hiperboli wyra»aj¡ si¦ wzorami

a =
p

|1− ε2|
=

α

2|E|
, b =

p√
|1− ε2|

=
|Lz|√
2µ|E|

.

Wynik ten stanowi uogólnienie pierwszego prawa Keplera dla ruchu planet. Warto te» zauwa»y¢, jak prosto
parametry geometryczne toru a i b wyra»aj¡ sie przez parametry mechaniczne ukªadu |E| oraz |Lz| i na odwrót:

|E| = α

2a
, |Lz| =

√
2µ|E|b =

√
µα

a
b.

Zasada zachowania momentu p¦du Lz = µr2ϕ̇ umo»liwia teraz wyznaczenie ruchu, czyli zale»no±ci czasowej ϕ =
ϕ(t):

t =
µ

Lz

∫
r2(ϕ)dϕ.

Sama zasada stanowi tre±¢ drugiego prawa Keplera, gdy» staªa |Lz|
2µ = 1

2r
2|ϕ̇| = dS

dt jest pr¦dko±ci¡ polow¡ ciaªa
w jego ruchu wokóª sªo«ca. Peªna analiza czasowa ruchu jest przedstawiona w podr¦czniku Królikowskiego i
Rubinowicza (wygodnie jest wtedy przej±¢ od zmiennej ϕ (zwanej w astronomii anomali¡ prawdziw¡) do zmiennej
u (anomalii mimo±rodowej)). Tutaj wyprowadzimy tylko ±cisª¡ posta¢ trzeciego prawa Keplera, czyli udowodnimy
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proporcjonalno±¢ kwadratu okresu obiegu planety do sze±cianu wielkiej póªosi jej orbity eliptycznej. W ci¡gu okresu
T planeta obiega elips¦ i st¡d

|Lz|
2µ

T = πab.

Po podniesieniu do kwadratu i wyra»eniu |Lz| przez a i b otrzymujemy ko«cowy wynik

T 2 = 4π2µ
α a3.

W problemie keplerowskim wspóªczynnik µ
α = 1

G(m1+m2) dla ukªadu sªonecznego z dominuj¡c¡ mas¡ sªo«ca (m2 �
m1) jest w dobrym przybli»eniu taki sam dla wszystkich planet ukªadu sªonecznego.
Ruch punktu materialnego o zmiennej masie (np. rakiety)
Je±li masa M(t) punktu materialnego w czasie dt zmienia si¦ o dM , to zmiana p¦du ~P punktu
materialnego wynosi:

d~P = ~Fdt+ dM( ~̇R + ~W ),

gdzie ~R okre±la poªo»enie punktu materialnego (jego ±rodka masy), a ~W jest pr¦dko±ci¡ masy
dM w ukªadzie spoczynkowym punktu materialnego (jego ukªadzie ±rodka masy). St¡d d~P

dt
=

~F + Ṁ( ~̇R + ~W ). Poniewa» ~P = M ~̇R, to Ṁ ~̇R + M ~̈R = ~F + Ṁ( ~̇R + ~W ) i ostatecznie równania
ruchu maj¡ posta¢:

M ~̈R = ~F + Ṁ ~W,
M = M(t),

gdzie oprócz siªy zewn¦trznej ~F pojawia si¦ siªa odrzutu Ṁ ~W .
Przykªad: Rozwa»my w jednorodnym polu grawitacyjnym Ziemi o przyspieszeniu ~g = −g~ez ruch rakiety z M =
M0 − ρt i ~W = −w~ez (ρ,w = const), która w t = 0 startuje z ~r = (0, 0, 0) na powierzchni Ziemi.
Równania ruchu maj¡ posta¢:

Mẍ = 0,

Mÿ = 0,

Mz̈ = −Mg + ρw,

M = M0 − ρt.

St¡d x = 0, y = 0 i warunkiem startu ( z̈ > 0) jest w > Mg
ρ . Równanie ruchu w kierunku pionowym przyjmuje

posta¢

z̈ = −g +
ρw

M0 − ρt

i mo»na je dwukrotnie scaªkowa¢:

ż = −gt− w ln (1− ρ

M0
t) = −gt− w ln

M(t)
M0

,

z = −1
2
gt2 +

M0w

ρ
{[1− ρ

M0
t] · [ln (1− ρ

M0
t)− 1] + 1}.
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1.5 Wi¦zy doskonaªe, równania Lagrange'a I rodzaju

Przejdziemy teraz o ukªadów nieswobodnych, czyli ukªadów, w których na poªo»enia i pr¦dko±ci
naªo»one s¡ pewne ograniczenia, zwane wi¦zami.
Przykªady:
a. Sferyczne wahadªo matematyczne: punkt materialny znajduje si¦ na ko«cu niewa»kiego pr¦ta o dªugo±ci l, któ-
rego drugi koniec jest zawieszony w pocz¡tku ukªadu odniesienia. W czasie ruchu poªo»enie ~r punktu materialnego
musi speªnia¢ równanie wi¦zów ~r 2 − l2 = 0, czyli punkt materialny musi zawsze znajdowa¢ si¦ na powierzchni
kuli o promieniu l. Z tego ograniczenia na poªo»enia wynikaj¡ równie» ograniczenia na pr¦dko±ci: ~r~̇r = 0 i na
przyspieszenia ~r~̈r+ ~̇r

2
= 0. Wi¦zy wymuszaj¡ wi¦c pojawienie si¦ pewnych siª reakcji, które zapewniaj¡ speªnienie

tego warunku.

b. Wi¦zy jak w a., ale zamiast pr¦ta jest ni¢ o dªugo±ci l. Równanie wi¦zów ma wtedy posta¢ l2 − ~r 2 ≥ 0, czyli
punkt materialny musi pozostawa¢ wewn¡trz kuli o promieniu l. Gdy wyst¦puje nierówno±¢, ruch jest swobodny,
a gdy równo±¢ - wi¦zy mog¡ zadziaªa¢ (napi¡¢ si¦), dziaªaj¡c tylko w jedn¡ stron¦ (nie odpychaj¡ punktu). Gdy
l2 − ~r 2 = 0, to na pr¦dko±¢ otrzymujemy warunek −2~r~̇r ≥ 0 i je±li wtedy ~r~̇r = 0, to pojawia si¦ ograniczenie na
przyspieszenie: −~r~̈r − ~̇r2

≥ 0.
c. Zagadnienie pogoni: pies goni zaj¡ca, który biegnie wzdªu» prostej x = l i w chwili t znajduje si¦ w y = h(t).
Pr¦dko±¢ psa jest skierowana w kierunku uciekaj¡cego zaj¡ca, czyli na pr¦dko±¢ psa naªo»one s¡ wi¦zy:

ẋ

ẏ
− l − x
h(t)− y

= 0.

Ograniczenie to prowadzi do ogranicze« na przyspieszenie psa, ale zwykle (chyba »e h(t) = const lub x = l) nie
stanowi ograniczenia na jego poªo»enie - ka»dy punkt pªaszczyzny Oxy jest dost¦pny dla ruchu.

Zanim przejdziemy do ogólnej analizy wi¦zów naªo»onych na ukªady punktów materialnych, wpro-
wadzimy poj¦cie przestrzeni kon�guracyjnej ukªadu. Przestrze« kon�guracyjna ukªadu n punktów
materialnych to iloczyn kartezja«ski n przestrzeni poªo»e« poszczególnych punktów materialnych.
Poªo»enie ukªadu n punktów materialnych okre±la w 3n-wymiarowej przestrzeni kon�guracyjnej
wektor ~r = (~r1, ~r2, ..., ~rn) i tor ukªadu jest krzyw¡ w tej przestrzeni.
Klasy�kacja wi¦zów naªo»onych na ukªad n punktów materialnych
Wi¦zy s¡ dwustronne, je±li równanie wi¦zów ma posta¢ f(~r, ~̇r, t) = 0.
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Wi¦zy s¡ jednostronne, je±li ich równanie ma posta¢ f(~r, ~̇r, t) ≥ 0 (nierówno±¢ ze znakiem ≤
mo»na zawsze zapisa¢ przy u»yciu znaku ≥ zmieniaj¡c znak funkcji f).
Wi¦zy s¡ holonomiczne (caªkowalne), je±li ich równanie mo»na sprowadzi¢ do postaci f(~r, t) = 0
(lub ≥ 0) nie zawieraj¡cej pr¦dko±ci.
Wi¦zy s¡ nieholonomiczne (niecaªkowalne), je±li nie daj¡ si¦ sprowadzi¢ do powy»szej postaci.
Dla wi¦zów holonomicznych z równania f(~r, t) = 0 przez ró»niczkowanie mo»emy otrzyma¢ liniowe
w pr¦dko±ci równanie ~̇r gradf + ∂f

∂t
= 0. W wypadku wi¦zów nieholonomicznych ograniczamy si¦

zwykle tak»e do wi¦zów liniowych w pr¦dko±ciach, czyli postaci ~b(~r, t)~̇r + b0(~r, t) = 0. Równanie
zarówno wi¦zów holonomicznych jak i nieholonomicznych liniowych mo»na wi¦c zapisa¢ w tej
ogólnej postaci (lub ~b d~r+b0 dt = 0), przy czym wspóªczynniki ~b i b0 dla wi¦zów nieholonomicznych
nie daj¡ si¦ zapisa¢ w postaci grad f i ∂f

∂t
jakiejkolwiek funkcji f .

Wi¦zy s¡ skleronomiczne (nieruchome), je±li f nie zale»y jawnie od czasu t lub ~b nie zale»y od t
oraz b0 = 0.
W przeciwnym wypadku wi¦zy s¡ reonomiczne (ruchome).
Wi¦zy w przykªadzie a. s¡ holonomiczne dwustronne skleronomiczne, w przykªadzie b. - holonomiczne jednostronne
skleronomiczne, w przykªadzie c. - na ogóª nieholonomiczne dwustronne reonomiczne.
Obecnie ograniczymy si¦ do wi¦zów dwustronnych. Wielko±ci d~r speªniaj¡ce ogólne równanie
wi¦zów ~b d~r + b0 dt = 0 nazywamy przesuni¦ciami mo»liwymi. Przesuni¦ciami wirtualnymi nazy-
wamy przesuni¦cia δ~r, które speªniaj¡ równanie ~b δ~r = 0 (odpowiadaj¡ce �zamro»onym� wi¦zom
z dt = 0). Z równania ~b ~̇r + b0 = 0 przez ró»niczkowanie otrzymujemy warunek ~b ~̈r + ~̇b~̇r + ḃ0 = 0,
b¦d¡cy warunkiem na skªadowe przyspiesze« w kierunku ~b (dla wi¦zów holonomicznych w kierun-
kach grad f , czyli w kierunku normalnym do �zamro»onej� powierzchni wi¦zów). Przyspieszenia ~Fi

mi
mog¡ nie speªnia¢ tego typu ogranicze« i wtedy wi¦zy oddziaªuj¡ na punkty materialne pewnymi
dodatkowymi siªami ~FRi, zwanymi siªami reakcji wi¦zów, by przyspieszenia (~Fi+~FRi)

mi
speªniaªy te

ograniczenia.
Równania Newtona dla ukªadu n punktów materialnych nieswobodnych z p niezale»nymi rów-
naniami wi¦zów holonomicznych i p′ niezale»nymi równaniami wi¦zów nieholonomicznych ( p+p′ <
3n):


mi~̈ri = ~Fi + ~FRi (i = 1, ..., n),

f (k)(~r1, ..., ~rn, t) = 0 (k = 1, ..., p),∑n
i=1
~b

(l)
i (~r1, ..., ~rn, t)~̇ri + b

(l)
0 (~r1, ..., ~rn, t) = 0 (l = 1, ..., p′).

Wielko±¢ f = (3n − p − p′) nazywa si¦ liczb¡ stopni swobody ukªadu punktów materialnych i
interesuje nas przypadek f > 0.
Liczba niewiadomych: 3n poªo»e«, 3n siª reakcji, czyli 6n.
Liczba równa«: 3n równa« ruchu, p+ p′ równa« wi¦zów, czyli 3n+ p+ p′ = 6n− f < 6n.
Trzeba wi¦c doª¡czy¢ dodatkowe informacje o siªach reakcji i zmniejszy¢ liczb¦ niewiadomych
w tych siªach do (p + p′), odpowiadaj¡cej liczbie warunków naªo»onych na przyspieszenia przez
równania wi¦zów.
Wi¦zy doskonaªe
Zaczniemy od rozwa»enia najprostszych wi¦zów, zwanych wi¦zami doskonaªymi (doskonale gªad-
kimi). Wi¦zy nazywamy doskonaªymi, je±li praca siª reakcji dla tych wi¦zów jest równa zero

n∑
i=1

~FRiδ~ri ≡ ~FRδ~r = 0
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przy dowolnych przesuni¦ciach wirtualnych δ~r okre±lonych przez warunki grad f (k)δ~r = 0, ~b(l)δ~r =
0. Wynika st¡d, »e siªy reakcji wi¦zów ~FR musz¡ by¢ kombinacj¡ wektorów ~b(l) i grad f (k) prosto-
padªych do δ~r:

~FRi =

p∑
k=1

λ(k)gradi f
(k) +

p′∑
l=1

µ(l)~b
(l)
i .

Mamy wtedy tylko (p + p′) niewiadomych λ(k) i µ(l), zwanych mno»nikami Lagrange'a, które
okre±laj¡ siªy reakcji wi¦zów doskonaªych.
Równania ruchu Newtona przechodz¡ wtedy w ukªad równa« Lagrange'a I rodzaju zawiera-
j¡cy (3n+ p+ p′) równa« na 3n niewiadomych ~ri(t) oraz (p+ p′) niewiadomych λ(k)(t) i µ(l)(t).


mi~̈ri = ~Fi +

∑p
k=1 λ

(k)gradif
(k) +

∑p′

l=1 µ
(l)~b

(l)
i (i = 1, ..., n),

f (k)(~r1, ..., ~rn, t) = 0 (k = 1, ..., p),∑n
i=1
~b

(l)
i (~r1, ..., ~rn, t)~̇ri + b

(l)
0 (~r1, ..., ~rn, t) = 0 (l = 1, ..., p′).

Je±li pojawiaj¡ si¦ dodatkowo siªy reakcji wykonuj¡ce prac¦ przy przesuni¦ciach wirtualnych, to te
dodatkowe siªy nazywa si¦ siªami tarcia, a wi¦zy nazywa si¦ wi¦zami niedoskonaªymi (szorst-
kimi). Siªy te zale»¡ od dodatkowych �zycznych parametrów charakteryzuj¡cych szorstko±¢ po-
wierzchni wi¦zów - wspóªczynników tarcia. (�ci±lej mówi¡c, chodzi tu o siªy tarcia kinetycznego,
gdy» siªy tarcia statycznego s¡ siªami reakcji odpowiadaj¡cymi dodatkowym wi¦zom doskonaªym
unieruchamiaj¡cym ciaªo i nie s¡ zale»ne od wspóªczynników tarcia statycznego - wspóªczynniki
te okre±laj¡ jedynie warunki istnienia takich wi¦zów (zob. podrozdziaª 1.8).)
Równania Lagrange'a I rodzaju s¡ równowa»ne zasadzie d'Alemberta: dla ruchu ukªadu punk-
tów materialnych z zadanymi wi¦zami doskonaªymi dla dowolnych przesuni¦¢ wirtualnych δ~ri
zgodnych z wi¦zami:

n∑
i=1

gradif (k)δ~ri = 0, k = 1, ..., p,

n∑
i=1

~b
(l)
i δ~ri = 0, l = 1, ..., p′

zachodzi równanie
n∑
i=1

(mi~̈ri − ~Fi)δ~ri = 0.

Dowód
Z równa« Lagrange'a wynika zasada d'Alemberta, gdy» dla wi¦zów doskonaªych

∑n
i=1

~FRiδ~ri =
0. Z zasady d'Alemberta wynikaj¡ równania Lagrange'a, gdy» wynika z niej, »e w przestrzeni
kon�guracyjnej mi~̈ri − ~Fi musz¡ by¢ kombinacj¡ liniow¡ wektorów prostopadªych do δ~ri. �
Zasada d'Alemberta jest dynamicznym uogólnieniem statycznej zasady prac wirtualnych (za-
sady prac przygotowanych, zasady Lagrange'a)

∑n
i=1

~Fiδ~ri = 0, która jest bardzo przydatna
przy wyznaczaniu poªo»e« równowagi ukªadu z wi¦zami skleronomicznymi i siªami niezale»nymi
jawnie od czasu (wtedy dla poªo»e« równowagi mamy ~̈ri = ~0).
Przykªad: Wahadªo matematyczne pªaskie, czyli jeden punkt materialny w jednorodnym polu siªy ci¦»ko±ci o
przyspieszeniu ~g = (g, 0, 0), z wi¦zami holonomicznymi (dwustronnymi skleronomicznymi): x2 + y2 + z2 − l2 = 0,
z = 0. Ukªad ten ma f = 3 · 1− 2 = 1 stopni swobody i zaªó»my, »e nie ma siª tarcia (wi¦zy s¡ doskonaªe).
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Równania ruchu Lagrange'a I rodzaju

m~̈r = m~g + λ1grad(~r2 − l2) + λ2grad z

we wspóªrz¦dnych kartezja«skich maj¡ posta¢:

mẍ = mg + 2λ1x,

mÿ = 2λ1y,

mz̈ = 2λ1z + λ2.

Uwzgl¦dniaj¡c równanie wi¦zów z = 0, z trzeciego równania otrzymujemy λ2 = 0, czyli nie pojawia si¦ siªa reakcji
zwi¡zana z wi¦zami utrzymuj¡cymi ruch wahadªa w pªaszczy¹nie pionowej. Pozostaje nam wi¦c problem ruchu w
pªaszczy¹nie Oxy opisany dwoma pierwszymi równaniami ruchu i równaniem wi¦zów x2 + y2 − l2 = 0.
Wygodnie jest przepisa¢ te równania w ukªadzie biegunowym:

m(r̈ − rϕ̇2) = mg cosϕ+ 2λ1r,

m(rϕ̈+ 2ṙϕ̇) = −mg sinϕ,

r2 − l2 = 0.

Równanie wi¦zów i pierwsze równanie ruchu pozwalaj¡ wyznaczy¢ siª¦ reakcji wi¦zów
~FR = 2λ1l~er = (−mlϕ̇2 −mg cosϕ)~er,

skierowan¡ wzdªu» pr¦ta i równowa»¡c¡ siª¦ od±rodkow¡ i radialn¡ skªadow¡ siªy ci¦»ko±ci. Drugie równanie
przyjmuje posta¢ równania ruchu jednowymiarowego

mlϕ̈+mg sinϕ = 0

i umo»liwia wyznaczenie ruchu ϕ(t) (uwzgl¦dnienie zasady zachowania energii pozwala sprowadzi¢ ten problem do
kwadratur). Zrobimy to w ogólnym wypadku podrozdziale 1.10, a obecnie rozwa»ymy otrzymane równanie ruchu
tylko dla maªych drga« ( |ϕ| � 1), gdy mo»na je przybli»y¢ przez:

ϕ̈+
g

l
ϕ = 0.

Potra�my poda¢ ogólne rozwi¡zanie tego równania liniowego:

ϕ = a cos (
√
g

l
t) + b sin (

√
g

l
t) = A cos (

√
g

l
t+ δ), , a, b, A, δ − staªe.

Otrzymujemy drgania harmoniczne. Istotn¡ wªa±ciwo±ci¡ drga« harmonicznych jest izochroniczno±¢, czyli nieza-
le»no±¢ cz¦sto±ci ω =

√
g
l (a st¡d i okresu T = 2π

ω ) od amplitudy drga« A.
Rozdzielenie równa« na siªy reakcji i równa« na ruch (ju» bez siª reakcji) mo»na przeprowadzi¢
dla dowolnego ukªadu z wi¦zami holonomicznymi i zrobimy to w nast¦pnym podrozdziale. Takie
podej±cie jest bardzo przydatne, gdy» cz¦sto jeste±my zainteresowani znalezieniem tylko ruchu, a
siªy reakcji nie s¡ nam potrzebne.
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1.6 Ukªady z wi¦zami holonomicznymi doskonaªymi, równania Lagrange'a
II rodzaju

Wiemy ju», »e równania Lagrange'a I rodzaju dla ukªadu n punktów materialnych z p wi¦zami
holonomicznymi doskonaªymi maj¡ posta¢

{
mi~̈ri = ~Fi +

∑p
k=1 λ

(k)gradif
(k) (i = 1, ..., n),

f (k)(~r1, ..., ~rn, t) = 0 (k = 1, ..., p).

Ukªad ma f = 3n − p stopni swobody i mamy (3n + p) równa« na (3n + p) niewiadomych. Im
wi¦cej wi¦zów, tym wi¦cej równa«, bo wi¦cej mno»ników λ(k). Je»eli nie interesuj¡ nas siªy reakcji,
a tylko ruch, to warto niewiadome λ(k) wyeliminowa¢ i otrzyma¢ f równa« ruchu na niezale»ne
wspóªrz¦dne okre±laj¡ce ten ruch. W tym celu wprowadzamy wi¦c wspóªrz¦dne uogólnione
zgodne z wi¦zami, czyli takie niezale»ne wspóªrz¦dne q = (q1, q2, ..., qf ) zde�niowane zwi¡zkami
~ri = ~ri(q, t), i = 1, ..., n, aby równania wi¦zów byªy to»samo±ciowo speªnione, czyli aby rz¡d
macierzy ( ∂~ri

∂qj
) wynosiª f oraz f (k)(~r(q, t), t) ≡ 0.

Przykªad
Rozwa»my sferyczne wahadªo matematyczne o dªugo±ci zmiennej w czasie, czyli punkt materialny na sferze o
promieniu l(t), co odpowiada wi¦zom x2 + y2 + z2− l2(t) = 0. Wprowadzamy wspóªrz¦dne sferyczne ϑ, ϕ okre±lone
wzorami

x = l(t) sinϑ cosϕ,
y = l(t) sinϑ sinϕ,
z = l(t) cosϑ.

Wspóªrz¦dne te identy�kuj¡ jednoznacznie wszystkie punkty na powierzchni kuli (rz¡d macierzy ( ∂~ri∂qj
) wynosi 2),

a równanie wi¦zów jest to»samo±ciowo speªnione:

l2(t)(sin2 ϑ cos2 ϕ+ sin2 ϑ sin2 ϕ+ cos2 ϑ)− l2(t) ≡ 0.

Wspóªrz¦dne ϑ, ϕ s¡ wi¦c wspóªrz¦dnymi uogólnionymi zgodnymi z wi¦zami - wi¦zy nie nakªadaj¡ na nie »adnych
ogranicze«.
Po wprowadzeniu wspóªrz¦dnych uogólnionych mamy wi¦c f (k)(~r(q, t), t) ≡ 0 i wobec tego tak»e∑n

i=1
∂~ri
∂ql

gradif
(k) ≡ 0. Po przej±ciu do wspóªrz¦dnych uogólnionych z równa« Lagrange'a I ro-

dzaju pozostaje 3n równa« na f = 3n − p wspóªrz¦dnych ql i p mno»ników Lagrange'a λ(k).
Przeksztaªcimy teraz równania ruchu tak, aby wyeliminowa¢ z nich λ(k), czyli oddzieli¢ wyznacza-
nie ruchu od wyznaczania siª reakcji. Mno»ymy obie strony równa« ruchu przez ∂~ri

∂ql
i sumuj¡c po

i uzyskujemy równania:

n∑
i=1

mi~̈ri
∂~ri
∂ql

=
n∑
i=1

~Fi
∂~ri
∂ql

+

p∑
k=1

λ(k)

n∑
i=1

∂~ri
∂ql

gradif
(k) (l = 1, ..., f)

w których wspóªczynniki przy λ(k) znikaj¡ i wszystkie mno»niki λ(k) zostaj¡ wyeliminowane.
Wielko±ci Ql(q, q̇, t) ≡

∑n
i=1

~Fi
∂~ri
∂ql

nazywamy siªami uogólnionymi.
Wyka»emy, »e

n∑
i=1

mi~̈ri
∂~ri
∂ql

=
d

dt

∂T

∂q̇l
− ∂T

∂ql
,
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gdzie T (q, q̇, t) ≡ 1
2

∑n
i=1 mi~̇r

2

i (q, q̇, t) .
Dowód: Poniewa»

~ri = ~ri(q, t), ~̇ri =

f∑
k=1

∂~ri
∂qk

q̇k +
∂~ri
∂t

⇒ ∂~̇ri
∂q̇l

=
∂~ri
∂ql

,

d

dt

∂~ri
∂ql

=

f∑
k=1

∂2~ri
∂qk∂ql

q̇k +
∂2~ri
∂ql∂t

=
∂~̇ri
∂ql

,

to

∂T

∂q̇l
=

n∑
i=1

mi~̇ri
∂~̇ri
∂q̇l

=
n∑
i=1

mi~̇ri
∂~ri
∂ql

,

d

dt

∂T

∂q̇l
=

n∑
i=1

mi~̈ri
∂~ri
∂ql

+
n∑
i=1

mi~̇ri
d

dt

∂~ri
∂ql

=
n∑
i=1

mi~̈ri
∂~ri
∂ql

+
n∑
i=1

mi~̇ri
∂~̇ri
∂ql

=
n∑
i=1

mi~̈ri
∂~ri
∂ql

+
∂T

∂ql
.

�
Równania Lagrange'a II rodzaju (1788)

d

dt

∂T

∂q̇l
− ∂T

∂ql
= Ql, (l = 1, ..., f),

gdzie T (q, q̇, t) =
1

2

n∑
i=1

mi~̇r
2

i (q, q̇, t),

Ql(q, q̇, t) =
n∑
i=1

~Fi
∂~ri
∂ql

.

Uzyskane w ten sposób równania Lagrange'a II rodzaju s¡ ukªadem f równa« ró»niczkowych zwy-
czajnych, ka»de drugiego rz¦du, na f niewiadomych q(t). S¡ one sªuszne przy dowolnym wyborze
wspóªrz¦dnych uogólnionych zgodnych z wi¦zami (w szczególno±ci tak»e dla ukªadów bez wi¦zów
przy dowolnych wspóªrz¦dnych w przestrzeni kon�guracyjnej ukªadu punktów swobodnych).
Je±li siªy ~Fi s¡ potencjalne, to ~Fi = −gradiV (~r, t), gdzie V jest energi¡ potencjaln¡ ukªadu. Wtedy
Ql =

∑n
i=1

~Fi
∂~ri
∂ql

= −
∑n

i=1 gradiV (~r, t)∂~ri
∂ql

= −∂V
∂ql

, gdzie V (q, t) ≡ V (~r(q, t), t). Po wprowadzeniu
lagran»janu (funkcji Lagrange'a) L(q, q̇, t) ≡ T (q, q̇, t)− V (q, t) równania Lagrange'a II rodzaju
przyjmuj¡ wtedy prostsz¡ posta¢

d

dt

∂L

∂q̇l
− ∂L

∂ql
= 0, l = 1, ..., f.

Dowód:
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∂L

∂q̇l
=
∂T

∂q̇l
,

∂L

∂ql
=
∂T

∂ql
− ∂V

∂ql
=
∂T

∂ql
+Ql. �

Równania Lagrange'a II rodzaju daj¡ zapisa¢ si¦ w tej postaci dla ogólniejszej klasy siª, mianowicie
dla siª maj¡cych uogólnion¡ energi¦ potencjaln¡ U(q, q̇, t), czyli je±li:

Ql(q, q̇, t) =
d

dt

∂U

∂q̇l
− ∂U

∂ql
.

Przyjmuj¡c L(q, q̇, t) ≡ T (q, q̇, t) − U(q, q̇, t), równania Lagrange'a II rodzaju przyjmuj¡ znan¡
nam ju» posta¢:

d

dt

∂L

∂q̇l
− ∂L

∂ql
= 0, l = 1, ..., f.

Przy braku zale»no±ci U od q̇ mamy U = V . Zale»no±¢ U od q̇ mo»e by¢ co najwy»ej liniowa,
gdy» w przeciwnym wypadku mieliby±my siªy uogólnione Q zale»ne od q̈, co jest niemo»liwe.
Wa»n¡ klas¡ siª maj¡cych uogólnion¡ energi¦ potencjaln¡ s¡ siªy elektromagnetyczne i dlatego
jest ona tak wa»na. Siªa elektromagnetyczna jest potencjalna w zwykªym sensie tylko w polu
elektrostatycznym.
Siªa elektromagnetyczna dziaªaj¡ca na punkt materialny o ªadunku elektrycznym q jest okre±lona
wzorem Lorentza:

~F = q( ~E(~r, t) + ~̇r × ~B(~r, t)),

gdzie

~E(~r, t) = −gradφ(~r, t)− ∂ ~A

∂t
(~r, t), ~B(~r, t) = rot ~A(~r, t),

φ i ~A - potencjaª skalarny i wektorowy pola elektromagnetycznego.
Uogólniona energia potencjalna dla tej siªy jest równa

U(~r, ~̇r, t) = qφ(~r, t)− q~̇r ~A(~r, t),

gdy»:

d

dt

∂U

∂ẋ
− ∂U

∂x
=

d

dt
(−qAx)− q

∂φ

∂x
+ q(ẋ

∂Ax
∂x

+ ẏ
∂Ay
∂x

+ ż
∂Az
∂x

) =

= −q(∂Ax
∂x

ẋ+
∂Ax
∂y

ẏ +
∂Ax

∂z
ż +

∂Ax
∂t

+
∂φ

∂x
− ẋ∂Ax

∂x
− ẏ ∂Ay

∂x
− ż ∂Az

∂x
) =

= −q(∂φ
∂x

+
∂Ax
∂t

+ ẏ(rot ~A)z − ż(rot ~A)y)

= −q(gradφ+
∂ ~A

∂t
)x + q(~̇r × rot ~A)x = q( ~E + ~̇r × ~B)x.
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Przy zmianie cechowania potencjaªów: φ→ φ− ∂χ
∂t
, ~A→ ~A+gradχ (przeksztaªcenie to nie zmienia

~E i ~B) lagran»jan L→ L+ d
dt

(qχ), a równania ruchu (zawieraj¡ce tylko ~E i ~B) nie ulegaj¡ zmianie.
Ogólne twierdzenie:
Równania ruchu odpowiadaj¡ce lagran»janom ró»ni¡cym si¦ o d

dt
Φ(q, t) z dowoln¡ funkcj¡ Φ(q, t)

s¡ takie same.
***
Dla ogólniejszych ukªadów z doskonaªymi wi¦zami holonomicznymi i nieholonomicznymi mo»na
zamiast lagran»janu wprowadzi¢ funkcj¦ przyspiesze«, a zamiast równa« Lagrange'a II rodzaju
u»ywa¢ równa« Appella. Podstawowe informacje o analizie ruchu takich ukªadów s¡ w podr¦czniku
Biaªkowskiego.

1.7 Lagran»jan i zasady zachowania

Jak wiemy, przy caªkowaniu równa« ruchu przydatne s¡ caªki ruchu odpowiadaj¡ce odpowiednim
zasadom zachowania.
P¦dy uogólnione pl(q, q̇, t) ≡ ∂L(q,q̇,t)

∂q̇l
.

Je±li L = 1
2
mẋ2 − V (x, t), to px = mẋ jest skªadow¡ zwykªego p¦du. W ogólnym wypadku nie

musi to by¢ zwykªy p¦d. Je±li L = 1
2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2) − V (r, t), to pϕ = ∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ = Lz, czyli p¦d

uogólniony pϕ jest skªadow¡ Lz momentu p¦du. Je±li L = 1
2
m~̇r

2 − qϕ(~r, t) + q~̇r ~A(~r, t), to p¦d
uogólniony ~p = ∂L

∂~̇r
= m~̇r + q ~A(~r, t).

Z równa« ruchu d
dt
pl = ∂L

∂ql
.

Je±li lagran»jan nie zale»y od ql (ql jest zmienn¡ cykliczn¡), to p¦d uogólniony ukªadu pl zachowuje
si¦.

Energia uogólniona G(q, q̇, t) ≡
f∑
l=1

q̇l
∂L

∂q̇l
(q, q̇, t)− L(q, q̇, t) .

Z równa« ruchu d
dt
G =

∑f
l=1(q̈l

∂L
∂q̇l

+ q̇l
d
dt
∂L
∂q̇l
− ∂L

∂ql
q̇l − ∂L

∂q̇l
q̈l)− ∂L

∂t
, czyli

dG
dt

= −∂L
∂t
.

Je±li lagran»jan nie zale»y jawnie od t (t jest zmienn¡ cykliczn¡), to zachowuje si¦ energia uogól-
niona ukªadu.
Czym jest energia uogólniona ukªadu?

~ri = ~ri(q, t), ~̇ri =

f∑
l=1

∂~ri
∂ql

q̇l +
∂~ri
∂t
,

T (q, q̇, t) =
1

2

n∑
i=1

mi~̇r
2

i =
1

2

n∑
i=1

(

f∑
l=1

∂~ri
∂ql

q̇l +
∂~ri
∂t

)2 =

=
1

2

f∑
k=1

f∑
l=1

akl(q, t)q̇kq̇l +

f∑
l=1

al(q, t)q̇l + a0(q, t) = T2 + T1 + T0 ≥ 0,

gdzie
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akl(q, t) =
n∑
i=1

mi
∂~ri
∂qk

∂~ri
∂ql

= alk(q, t),

al(q, t) =
n∑
i=1

mi
∂~ri
∂ql

∂~ri
∂t
,

a0(q, t) =
1

2

n∑
i=1

mi(
∂~ri
∂t

)2.

U(q, q̇, t) =

f∑
l=1

bl(q, t)q̇l + V (q, t) = U1 + V.

G(q, q̇, t) =

f∑
l=1

q̇l(

f∑
k=1

aklq̇k + al − bl)− T2 − T1 − T0 + U1 + V =

= 2T2 + T1 − U1 − T2 − T1 − T0 + U1 + V = T2 − T0 + V.

Je±li wi¦zy s¡ skleronomiczne i wspóªrz¦dne uogólnione zostaªy wybrane w postaci ~r = ~r(q), a
siªy s¡ potencjalne, to T1 = T0 = 0, T = T2, U = V i energia uogólniona jest zwykª¡ energi¡
E = T + V .
Wró¢my do ogólnej postaci lagran»janu:

L(q, q̇, t) =
1

2

f∑
j=1

f∑
k=1

ajk(q, t)q̇j q̇k +

f∑
j=1

(aj(q, t)− bj(q, t))q̇j + a0(q, t)− V (q, t).

Macierz ajk(q, t) = ∂2L
∂q̇j q̇k

=
∑n

i=1 mi
∂~ri
∂qj

∂~ri
∂qk

jest symetryczna i dodatnio okre±lona.
Dowód dodatniej okre±lono±ci:
Z de�nicji

1

2

f∑
j=1

f∑
k=1

ajkq̇j q̇k =
1

2

n∑
i=1

mi(

f∑
j=1

∂~ri
∂qj

q̇j)
2 ≥ 0,

przy czym równo±¢ zachodzi tylko wtedy, je±li
∑f

j=1
∂~ri
∂qj
q̇j = 0 dla i = 1, ..., n. Poniewa» jednak

rz¡d macierzy ∂~ri
∂qj

tego jednorodnego ukªadu równa« liniowych wynosi f , to jego rozwi¡zaniami
s¡ tylko q̇j = 0. �
Lagran»jan odgrywa wa»n¡ rol¦ w mechanice, gdy» w tej pojedynczej funkcji zawarta jest peªna
informacja dynamiczna o ukªadzie mechanicznym. W lagran»janie, jak widzieli±my, zakodowane
s¡ informacje pozwalaj¡ce znale¹¢ równania ruchu ukªadu oraz zasady zachowania. Okazuje si¦, »e
lagran»jan mo»na wprowadzi¢ tak»e dla innych ukªadów �zycznych i tak np. w elektrodynamice
lagran»jan zawiera informacj¦ o równaniach Maxwella, czyli równaniach pola elektromagnetycz-
nego, itd. We wspóªczesnej �zyce lagran»jan stanowi zwykle punkt startowy teorii dowolnych
ukªadów �zycznych.
Przykªad: Sferyczne wahadªo matematyczne, czyli punkt materialny o masie m na sferze o promieniu l w jedno-
rodnym polu siªy ci¦»ko±ci o przyspieszeniu ~g = g~ez.
Równanie wi¦zów: x2 + y2 + z2− l2 = 0 (wi¦zy skleronomiczne), liczba stopni swobody f = 3− 1 = 2, wspóªrz¦dne
uogólnione ϑ i ϕ:
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
x = l sinϑ cosϕ, ẋ = l cosϑ cosϕ ϑ̇− l sinϑ sinϕ ϕ̇,
y = l sinϑ sinϕ, ẏ = l cosϑ sinϕ ϑ̇+ l sinϑ cosϕ ϕ̇,
z = l cosϑ, ż = −l sinϑ ϑ̇.

T =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) =

1
2
ml2(ϑ̇2 + sin2 ϑϕ̇2),

V = −m~g~r = −mgz = −mgl cosϑ,

L =
1
2
ml2(ϑ̇2 + sin2 ϑϕ̇2) +mgl cosϑ.

Wypiszmy równania Lagrange'a II rodzaju:

ml2ϑ̈−ml2 sinϑ cosϑϕ̇2 +mgl sinϑ = 0,

ml2 sin2 ϑϕ̈+ 2ml2 sinϑ cosϑϑ̇ϕ̇ = 0.

Dla ϕ = const równania te przechodz¡ w znane nam równanie dla wahadªa pªaskiego ml2ϑ̈ + mgl sinϑ = 0. W
ogólnym wypadku równania s¡ bardzo zªo»one. Aby je rozwi¡za¢, wykorzystamy zasady zachowania.
Lagran»jan nie zale»y od ϕ i st¡d zachowuje si¦ p¦d uogólniony

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= ml2 sin2 ϑϕ̇ = const = Lz,

czyli skªadowa Lz momentu p¦du (Lz = m(xẏ − yẋ) = ... = ml2 sin2 ϑϕ̇).
Lagran»jan nie zale»y od t i st¡d zachowuje si¦ energia uogólniona

G = T + V =
1
2
ml2(ϑ̇2 + sin2 ϑϕ̇2)−mgl cosϑ = const = E.

Zasady zachowania pozwalaj¡ sprowadzi¢ ukªad równa« do dwóch równa« pierwszego rz¦du dla ϑ(t) i ϕ(t):

1
2
ml2ϑ̇2 + Vef (ϑ) = E, gdzie Vef (ϑ) =

L2
z

2ml2 sin2 ϑ
−mgl cosϑ,

ϕ̇ =
Lz

ml2 sin2 ϑ
,

które mo»na sprowadzi¢ do kwadratur

t− t0 = ±
∫ ϑ

ϑ0

dϑ√
2
ml2 (E − Vef (ϑ))

⇒ ϑ = ϑ(t),

ϕ− ϕ0 =
∫ t

t0

Lzdt

ml2 sin2 ϑ(t)
.

Wiele informacji o ruchu mo»emy uzyska¢ z analizy Vef (ϑ).
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a. Je±li Lz = 0, czyli ϕ̇ = 0, co odpowiada wahadªu pªaskiemu z ϕ = const, to ruch jest mo»liwy dla E ≥ −mgl.
Dla E = −mgl wahadªo spoczywa w ϑ = 0.
Dla −mgl < E < mgl wahadªo drga wokóª ϑ = 0.
Dla E = mgl mamy ruch peªzaj¡cy wahadªa (ϑ→ ±π przy t→∞).
Dla E > mgl wahadªo wykonuje ruch obrotowy.
b. Je±li Lz 6= 0, to Vef(ϑ) ma minimum V0 dla cosϑ0 = m2gl3

L2
z

sin4 ϑ0, ϑ0 <
π
2 .

Dla E = V0 mamy ϑ = ϑ0 i ϕ̇ = const, czyli wahadªo porusza sie jednostajnie po poziomym okr¦gu (pr¦t wahadªa
zakre±la powierzchni¦ sto»ka o poªówkowym k¡cie rozwarcia ϑ0) (precesja regularna).
Dla E > V0 k¡t ϑ zmienia si¦ sie mi¦dzy ϑmin i ϑmax (nutacja), a ϕ zmienia si¦ ze zmienn¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ϕ̇

(precesja nieregularna).

1.8 Wi¦zy holonomiczne dwustronne szorstkie - siªy tarcia

Zagadnienie to omówimy na prostym przykªadzie pojedynczego punktu materialnego o masie m
poruszajacego si¦ po nieruchomej powierzchni f(~r) = 0 (skleronomiczne wi¦zy holonomiczne).
Równania ruchu Lagrange'a I rodzaju w wypadku wi¦zów doskonaªych (doskonale gªadkich) maj¡
posta¢:

{
m~̈r = ~F + ~FRN ,

f(~r) = 0,

gdzie siªa reakcji wi¦zów ~FRN = λgrad f jest prostopadªa (normalna) do powierzchni wi¦zów.
W wypadku wi¦zów szorstkich dochodz¡ skªadowe styczne siªy reakcji, czyli siªy tarcia zwi¡zane
z szorstko±ci¡ powierzchni:

m~̈r = ~F + ~FRN + ~FRT .

Z do±wiadczenia wiemy, »e obowi¡zuj¡ nast¦puj¡ce prawa dla siªy tarcia ~FRT :
a. siªa tarcia statycznego: je±li punkt materialny nie porusza si¦ wzgl¦dem powierzchni wi¦zów
w chwili pocz¡tkowej i skªadowa styczna siªy |~FT | ≤ µ0|~FRN |, gdzie µ0 - wspóªczynnik tarcia
statycznego, to ~FRT = −~FT i ~̈rT = ~0, czyli punkt materialny pozostaje w spoczynku wzgl¦dem
powierzchni wi¦zów. Siªa tarcia statycznego odpowiada wi¦c dodatkowym wi¦zom: ~rT = ~0.
b. siªa tarcia kinetycznego: je±li punkt materialny porusza si¦ wzgl¦dem powierzchni wi¦zów, to
~FRT = −µ|~FRN |~vv , gdzie µ - wspóªczynnik tarcia kinetycznego i z do±wiadczenia µ ≤ µ0. Równania
ruchu maj¡ wtedy posta¢:
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{
m~̈r = ~F + λ grad f − µ|λ grad f | ~̇r|~̇r| ,

f(~r) = 0.

Je±li µ0 = 0, to wi¦zy s¡ doskonaªe (doskonale gªadkie).
Je±li µ0 =∞, to wi¦zy s¡ doskonale szorstkie.

1.9 Wi¦zy holonomiczne jednostronne doskonaªe

Rozwa»ymy takie wi¦zy na przykªadzie jednego punktu materialnego o masie m przy sile ~F i
równaniu wi¦zów f(~r, t) ≥ 0. Zachodz¡ wtedy wzory:

f(~r + d~r, t+ dt) = f(~r, t) +
df

dt
dt+

d2f

dt2
dt2 + ...,

gdzie

df

dt
= grad f · ~̇r +

∂f

∂t
,

d2f

dt2
= grad f · ~̈r +D2f, D2f ≡ (

d

dt
grad f)~̇r +

d

dt

∂f

∂t
.

Wi¦zy jednostronne dziaªaj¡ w nast¦pujacy sposób:
a. Obszar f(~r, t) < 0 jest zabroniony dla punktu materialnego w chwili t.
b. Je±li f(~r, t) > 0 lub [f(~r, t) = 0, df

dt
(~r, ~̇r, t) > 0] lub [f(~r, t) = 0, df

dt
(~r, ~̇r, t) = 0, grad f

~F
m

+D2f ≥
0], to ruch jest swobodny i równanie ruchu ma posta¢ m~̈r = ~F .
c. Je±li f(~r, t) = 0, df

dt
(~r, ~̇r, t) = 0 i grad f

~F
m

+D2f < 0, to wi¦zy si¦ napinaj¡ i równanie ruchu ma
posta¢ jak dla wi¦zów dwustronnych f(~r, t) = 0:

m~̈r = ~F + λgrad f.

Poniewa» dla takiego ruchu d2f
dt2

= 0, wi¦c:

grad f(~F + λgrad f) +mD2f = 0,

i na λ otrzymujemy wzór:

λ = −mD2f + ~Fgrad f

|grad f |2
,

czyli λ > 0 i siªa reakcji jest jednostronna.
d. Je±li f(~r, t) = 0, df

dt
(~r, ~̇r, t) < 0, to nast¦puje uderzenie o powierzchni¦ wi¦zów powoduj¡ce

nagª¡ zmian¦ pr¦dko±ci ~̇r → ~̇r
′
, aby df

dt
(~r, ~̇r

′
, t) ≥ 0 i dalej ruch odbywa si¦ zgodnie z b. lub c.

Dla wi¦zów doskonaªych uderzeniowa siªa reakcji wi¦zów musi by¢ prostopadªa do powierzchni f ,
czyli podczas zderzenia skªadowa styczna pr¦dko±ci nie zmienia si¦: ~̇r

′
T = ~̇rT , a skªadowa normalna

zmienia si¦ w zale»no±ci od spr¦»ysto±ci uderzenia. Z do±wiadczenia wiemy, »e wtedy

df

dt
(~r, ~̇r

′
, t) = −εdf

dt
(~r, ~̇r, t).

Wspóªczynnik spr¦»ysto±ci przyjmuje warto±ci 0 ≤ ε ≤ 1; dla uderzenia szkªa o szkªo ε = 15
16
,

»elaza o »elazo ε = 5
9
.

Je±li ε = 0, to uderzenie jest doskonale niespr¦»yste i punkt materialny przylega do wi¦zów.
Je±li ε = 1, to uderzenie jest doskonale spr¦»yste i wtedy dla wi¦zów skleronomicznych mamy
~̇r
′
N = −~̇rN .
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1.10 Poªo»enia równowagi ukªadu i maªe drgania wokóª poªo»enia rów-
nowagi trwaªej

Rozwa»my ukªad ze skleronomicznymi wi¦zami holonomicznymi doskonaªymi, wspóªrz¦dnymi
uogólnionymi okre±lonymi przez ~r = ~r(q) i siªami zachowawczymi z energi¡ potencjaln¡ V (q).
Lagran»jan ma wtedy posta¢

L(q, (̇q)) =
1

2

f∑
j=1

f∑
k=1

ajk(q)q̇j q̇k − V (q) = T (q, q̇)− V (q)

i równania Lagrange'a II rodzaju przyjmuj¡ posta¢:

f∑
j=1

ajl(q)q̈j +

f∑
j=1

f∑
k=1

(
∂ajl(q)

∂qk
− 1

2

∂ajk(q)

∂ql
)q̇j q̇k +

∂V (q)

∂ql
= 0, l = 1, .., f.

W ukªadzie tym zachowuje si¦ energia E = T (q, q̇) + V (q).
Poªo»eniem równowagi ukªadu mechanicznego nazywamy takie jego poªo»enie q, »e je±li ukªad
znajdzie si¦ w nim w pewnej chwili z q̇ = 0, to pozostanie w nim niesko«czenie dªugo, czyli
stale b¦d¡ znika¢ q̇ i q̈. Z równa« Lagrange,a II rodzaju wynika, »e warunkiem koniecznym i
dostatecznym dla poªo»enia równowagi jest znikanie w tym poªo»eniu pierwszej pochodnej energii
potencjalnej, czyli siª uogólnionych:

∂V

∂ql
= 0, l = 1, ..., f.

Poªo»enie równowagi jest poªo»eniem równowagi trwaªej , je±li przy dostatecznie maªych od-
chyleniach od niego i dostatecznie maªych pr¦dko±ciach w chwili pocz¡tkowej ukªad w dowolnej
chwili czasu znajduje si¦ w dowolnie maªym otoczeniu poªo»enia równowagi. �ci±lej: dla dowolnie
maªych dodatnich staªych εq i εq̇ istniej¡ takie dodatnie staªe δq i δq̇, »e je±li pocz¡tkowo (w t = t0)
mamy |qj0− qjr| < δqj i |q̇j0| < δq̇j , j = 1, ..., f , to dla dowolnego czasu speªnione s¡ nierówno±ci
|qj − qjr| < εqj i |q̇j| < εq̇j , j = 1, ..., f.
W przeciwnym wypadku mamy poªo»enie równowagi chwiejnej .
Twierdzenie Dirichleta
Je±li poªo»enie równowagi odpowiada minimum energii potencjalnej, to jest poªo»eniem równowagi
trwaªej.
Dowód:
Je±li w poªo»eniu równowagi mamy minimum energii potencjalnej Vr, to w dowolnie maªym oto-
czeniu tego poªo»enia mo»emy wybra¢ hiperpowierzchni¦ z energi¡ potencjaln¡ Vr + ∆ z ∆ > 0.
W czasie ruchu zachowuje si¦ energia ukªadu i st¡d, je±li ukªad jest wewn¡trz tej hiperpowierzchni
i pr¦dko±ci s¡ na tyle maªe, »e E < Vr+∆, to ukªad nie wyjdzie poza t¦ hiperpowierzchni¦. Ukªad
wykonuje wi¦c maªe drgania wokóª poªo»enia równowagi trwaªej. �
Dobierzmy tak wspóªrz¦dne uogólnione, aby w poªo»eniu równowagi trwaªej mie¢ q = 0. W czasie
ruchu q i q̇ b¦d¡ maªe i rozwi«my L w otoczeniu q = 0 = q̇ w szereg potegowy w tych maªych.
Rozwa»my najpierw wa»ny przypadek, gdy w rozwini¦ciu energii potencjalnej wokóª poªo»enia
równowagi trwaªej
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V (q) = V (0) +

f∑
j=1

∂V

∂qj
(0)qj +

1

2

f∑
j=1

f∑
k=1

∂2V

∂qj∂qk
(0)qjqk + ...

(drugi skªadnik znika!) minimum energii potencjalnej wi¡»e si¦ z dodatni¡ okre±lono±ci¡ formy
kwadratowej 1

2

∑f
j=1

∑f
k=1 bjkqjqk, gdzie bjk ≡

∂2V
∂qj∂qk

(0), czyli speªnione jest kryterium Sylvestra
dodatniej okre±lono±ci:

b11 > 0,

∣∣∣∣ b11 b12

b12 b22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1f

. . . . . . . . .
b1f . . . bff

∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

Dla dostatecznie maªych amplitud drga« mo»na wi¦c ograniczy¢ si¦ do wyrazów kwadratowych w
rozwini¦ciu L(q, q̇):

L(q, q̇) =
1

2

f∑
j=1

f∑
k=1

(ajk(0)q̇j q̇k − bjkqjqk)− V (0)

i równania ruchu staj¡ si¦ ukªadem równa« liniowych:

f∑
k=1

(alk(0)q̈k + blkqk) = 0, l = 1, ..., f,

który potra�my rozwi¡za¢ analitycznie. Ruch ukªadu jest wtedy zªo»eniem f drga« harmonicz-
nych. Przez przeksztaªcenie liniowe mo»na obie macierze ajk(0) i bjk sprowadzi¢ równocze±nie do
postaci diagonalnej z dodatnimi warto±ciami wªasnymi na przek¡tnej i wtedy dla nowych wspóª-
rz¦dnych (okre±lonych przez wektory wªasne), zwanych wspóªrz¦dnymi normalnymi, mamy ukªad
f niesprz¦»onych drga« harmonicznych (drga« normalnych), ka»de z jedn¡ cz¦sto±ci¡ (okre±lon¡
przez odpowiednie warto±ci wªasne). W ogólnym wypadku takie przeksztaªcenie liniowe jest zªo-
»eniem trzech przeksztaªce«:
1. obrotu diagonalizuj¡cego macierz ajk - ze wzgl¦du na dodatni¡ okre±lono±¢ tej macierzy na jej
przek¡tnej otrzymujemy dodatnie warto±ci wªasne,
2. dylatacji sprowadzaj¡cej otrzyman¡ diagonaln¡ macierz ajk do macierzy jednostkowej (lub
proporcjonalnej do jednostkowej),
3. obrotu diagonalizuj¡cego przeksztaªcon¡ (w wyniku przeksztaªce« 1. i 2.) macierz bjk - jed-
nostkowa macierz ajk nie ulega wtedy zmianie.
Dla wi¦kszych amplitud drga« trzeba uwzgl¦dni¢ dalsze wyrazy rozwini¦cia i ujawnia si¦ nielinio-
wo±¢ równa« ruchu i anharmoniczno±¢ drga« (cz¦sto stosuje si¦ wtedy rachunek zaburze«). W
wypadku, je±li minimum energii potencjalnej nie wi¡»e si¦ z dodatni¡ okre±lono±ci¡ formy kwadra-
towej 1

2

∑k
j=1

∑f
k=1 bjkqjqk, trzeba od pocz¡tku uwzgl¦dni¢ wy»sze wyrazy rozwini¦cia i nawet dla

bardzo maªych amplitud od razu pojawiaj¡ si¦ nieliniowe równania ruchu i drgania anharmoniczne.
Przykªad 1. Podwójne wahadªo matematyczne pªaskie - do wahadªa matematycznego o masie m1 i dªugo±ci l
podwieszone jest drugie wahadªo o masie m2 i identycznej dªugosci, drgaj¡ce w tej samej pªaszczy¹nie z = 0,
przyspieszenie grawitacyjne ~g = g~ex.
Równania wi¦zów:
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z1 = 0,
z2 = 0,

x2
1 + y2

1 − l2 = 0,
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − l2 = 0.

Liczba stopni swobody: f = 3 · 2− 4 = 2, wspóªrz¦dne uogólnione ϕ1, ϕ2:

 x1 = l cosϕ1, x2 = l cosϕ1 + l cosϕ2,
y1 = l sinϕ1, y2 = l sinϕ1 + l sinϕ2,
z1 = 0, z2 = 0.

 ẋ1 = −l sinϕ1ϕ̇1, ẋ2 = −l sinϕ1ϕ̇1 − l sinϕ2ϕ̇2,
ẏ1 = l cosϕ1ϕ̇1, ẏ2 = l cosϕ1ϕ̇1 + l cosϕ2ϕ̇2,
ż1 = 0, ż2 = 0.

T =
1
2
m1l

2ϕ̇2
1 +

1
2
m2l

2(ϕ̇2
1 + ϕ̇2

2 + 2 cos (ϕ1 − ϕ2)ϕ̇1ϕ̇2),

V = −m1gx1 −m2gx2 = −m1gl cosϕ1 −m2gl(cosϕ1 + cosϕ2).

Poªo»enia równowagi:

∂V

∂ϕ1
= (m1 +m2)gl sinϕ1 = 0, ϕ1 = 0, π,

∂V

∂ϕ2
= m2gl sinϕ2 = 0, ϕ2 = 0, π,

czyli 4 poªo»enia równowagi.
Poªo»enia równowagi trwaªej: ( ∂2V

∂ϕj∂ϕk

)
=
(

(m1 +m2)gl cosϕ1 0
0 m2gl cosϕ2

)
.

ϕ1 = 0, ϕ2 = 0 :
(

+ 0
0 +

)
⇒ minimum, poªo»enie trwaªe

ϕ1 = 0, ϕ2 = π :
(

+ 0
0 −

)
⇒ punkt siodªowy, poªo»enie chwiejne

ϕ1 = π, ϕ2 = 0 :
(
− 0
0 +

)
⇒ punkt siodªowy, poªo»enie chwiejne
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ϕ1 = π, ϕ2 = π :
(
− 0
0 −

)
⇒ maksimum, poªo»enie chwiejne

St¡d mamy tylko jedno poªo»enie równowagi trwaªej: ϕ1 = 0, ϕ2 = 0. Dla maªych drga« wokóª tego poªo»enia:

L =
1
2
m1l

2ϕ̇2
1 +

1
2
m2l

2(ϕ̇2
1 + ϕ̇2

2 + 2ϕ̇1ϕ̇2)+

+m1gl + 2m2gl −
1
2
m1glϕ

2
1 −

1
2
m2glϕ

2
1 −

1
2
m2glϕ

2
2.

Równania ruchu:

m1l
2ϕ̈1 +m2l

2ϕ̈1 +m2l
2ϕ̈2 +m1glϕ1 +m2glϕ1 = 0,

m2l
2ϕ̈2 +m2l

2ϕ̈1 +m2glϕ2 = 0,

czyli oznaczaj¡c α ≡
√

m2
m1+m2

< 1, ω0 =
√

g
l :

ϕ̈1 + α2ϕ̈2 + ω2
0ϕ1 = 0,

ϕ̈1 + ϕ̈2 + ω2
0ϕ2 = 0.

Poszukujemy niezale»nych rozwi¡za« postaci:(
ϕ1

ϕ2

)
=
(
A1

A2

)
eiωt ⇒

(
ϕ̈1

ϕ̈2

)
=
(
A1

A2

)
(−ω2)eiωt,

(
−ω2 + ω2

0 −α2ω2

−ω2 −ω2 + ω2
0

)(
A1

A2

)(
0
0

)
.

Niezerowe rozwi¡zania dla A1, A2 istniej¡ tylko, gdy:

(ω2 − ω2
0)2 − α2ω4 = 0,

(ω2 − ω2
0 − αω2)(ω2 − ω2

0 + αω2) = 0,

czyli wzbudzaj¡ si¦ jedynie drgania z cz¦sto±ciami:

ω = ±ω>, ±ω<, gdzie ω> =
ω0√
1− α

, ω< =
ω0√
1 + α

.

Dodatkowo mamy jeszcze równania:
dla ω = ±ω>: − α

1−αA1 = α2

1−αA2 ⇒ A2 = − 1
αA1,

dla ω = ±ω<: α
1+αA1 = α2

1+αA2 ⇒ A2 = 1
αA1.

Ogólne rozwi¡zanie ma wi¦c posta¢:

(
ϕ1

ϕ2

)
=
(

1
− 1
α

)
(Aeiω>t +Be−iω>t) +

(
1
1
α

)
(Ceiω<t +De−iω<t) =

=
(

1
− 1
α

)
(a cos (ω>t) + b sin (ω>t)) +

(
1
1
α

)
(c cos (ω<t) + d sin (ω<t)).

Je±li od wspóªrz¦dnych ϕ1, ϕ2 przeszliby±my do nowych wspóªrz¦dnych

u1 = ϕ1 − αϕ2, u2 = ϕ1 + αϕ2,

to u1 drgaªaby z cz¦sto±ci¡ ω>, a u2 - z cz¦sto±ci¡ ω< (u1, u2 s¡ wi¦c wspóªrz¦dnymi normalnymi). �atwo sprawdzi¢,
»e w tych wspóªrz¦dnych normalnych równania ruchu s¡ niesprz¦»one:

ü1 + ω2
>u1 = 0, ü2 + ω2

<u2 = 0,
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a macierze ajk(0) i bjk wyst¦puj¡ce w L s¡ diagonalne.
Staªe a, b, c, d wyznaczamy z warunków pocz¡tkowych. Je±li w t = 0 wychylenia ϕ1 i ϕ2 przyjmuj¡ swoje maksy-
malne warto±ci ϕ10 i ϕ20, czyli ϕ̇10 = 0 = ϕ̇20, to:{

a+ c = ϕ10, − 1
α (a− c) = ϕ20,

bω> + dω< = 0, − 1
α (bω> − dω<) = 0.

St¡d:

a =
1
2

(ϕ10 − αϕ20), c =
1
2

(ϕ10 + αϕ20), b = d = 0

i rozwi¡zanie ma posta¢:{
ϕ1 = 1

2 (ϕ10 − αϕ20) cos (ω>t) + 1
2 (ϕ10 + αϕ20) cos (ω<t),

ϕ2 = − 1
2α (ϕ10 − αϕ20) cos (ω>t) + 1

2α (ϕ10 + αϕ20) cos (ω<t).

Je±li ϕ10 = αϕ20, to pojawiaj¡ si¦ tylko drgania z cz¦sto±ci¡ ω<, a je±li ϕ10 = −αϕ20 - tylko z cz¦sto±ci¡ ω>,
co zgodne jest z nasz¡ intuicj¡ �zyczn¡ (okres bardziej �majestatycznego� ruchu jest dªu»szy). Przy α → 0, czyli
m1 � m2, otrzymujemy drgania dwóch niezale»nych wahadeª z cz¦sto±ci¡ ω0.
Przykªad 2: Wahadªo matematyczne pªaskie o masie m i dªugosci l drgaj¡ce w pªaszczy¹nie Oxy pod wpªywem
jednorodnej siªy grawitacyjnej z ~g = g~ex.
Równania wi¦zów: z = 0, x2 + y2 − l2 = 0 (wi¦zy skleronomiczne holonomiczne).
Liczba stopni swobody f = 3 · 1− 2 = 1. Wspóªrz¦dna uogólniona ϕ:

 x = l cosϕ, ẋ = −l sinϕϕ̇,
y = l sinϕ, ẏ = l cosϕϕ̇,
z = 0, ż = 0.

T =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) =

1
2
ml2ϕ̇2,

V = −m~g~r = −mgx = −mgl cosϕ,

L =
1
2
ml2ϕ̇2 +mgl cosϕ.

Równanie Lagrange'a II rodzaju ma posta¢:

ml2ϕ̈+mgl sinϕ = 0,

czyli

ϕ̈+
g

l
sinϕ = 0.

Znale¹li±my ju» wcze±niej ruch wahadªa dla maªych drga«, teraz przeanalizujemy go dla dowolnych amplitud.
Do znalezienia rozwi¡zania równania wykorzystamy zasad¦ zachowania energii ( ∂L

∂t = 0, wi¦zy skleronomiczne,
~r = ~r(q), siªy potencjalne):

T + V =
1
2
ml2ϕ̇2 −mgl cosϕ = E,
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sk¡d po rozdzieleniu zmiennych problem znalezienia ruchu sprowadza si¦ do obliczenia caªki:

t− t0 = ±
∫ ϕ

ϕ0

dϕ√
2
ml2 (E +mgl cosϕ)

.

Wybieraj¡c tak chwil¦ pocz¡tkow¡ t0 = 0, aby w niej ϕ0 = 0, ϕ̇0 ≥ 0, mamy E = 1
2ml

2ϕ̇2
0 −mgl i st¡d:

t = ±
∫ ϕ

0

dϕ√
ϕ̇2

0 − 2 gl (1− cosϕ)
,

czyli

ϕ̇0t = ±
∫ ϕ

0

dϕ√
1− 1

k2 sin2 ϕ
2

, gdzie k ≡

√
lϕ̇2

0

4g
.

(przy wzro±cie ϕ znak +, przy maleniu znak −).
Drganiom odpowiada E < mgl, czyli 1

2ml
2ϕ̇2

0 < 2mgl⇒ lϕ̇2
0 < 4g ⇒ k < 1.

Ruchowi peªzaj¡cemu odpowiada E = mgl⇒ k = 1.
Ruchowi obrotowemu odpowiada E > mgl⇒ k > 1.
a. k < 1. Ruch odpowiada wtedy drganiom z amplitud¡ ϕ1 okre±lon¡ przez osi¡ganie zera przez wyra»enie
podpierwiastkowe: 1− 1

k2 sin2 ϕ1
2 = 0, czyli sin ϕ1

2 = k.
Wprowad¹my now¡ zmienn¡ α wzorem: sin ϕ

2 = k sinα ⇒ 1
2 cos ϕ2 dϕ = k cosαdα i wtedy:

ϕ̇0t =
∫ α

0

2k cosαdα
cos ϕ2 cosα

= 2k
∫ α

0

dα√
1− k2 sin2 α

≡ 2kF (k, α),

gdzie F (k, α) jest funkcj¡ specjaln¡ zwan¡ caªk¡ eliptyczn¡ pierwszego rodzaju - jej tablice s¡ np. w poradniku
Bronsztejna. Mamy wi¦c

F (k, α) =
√
g

l
t

i wykorzystuj¡c funkcj¦ odwrotn¡, zwan¡ amplitud¡ caªki eliptycznej pierwszego rodzaju, mo»emy napisa¢:

α = am(k,
√
g

l
t),

czyli

sin
ϕ

2
= k sin am(k,

√
g

l
t) ≡ k sn(k,

√
g

l
t),

gdzie sn oznacza funkcj¦ specjaln¡, zwan¡ sinusem eliptycznym Jacobiego.
Ostatecznie drgania o dowolnej amplitudzie (w ogólnosci anharmoniczne) opisuje wzór:

ϕ = 2 arcsin (k sn(k,
√
g

l
t)).

Okres ruchu T jest wi¦c okre±lony wzorem:√
g

l
T = 4F (k,

π

2
) ≡ 4K(k), czyli T = 4

√
l

g
K(sin

ϕ1

2
),

gdzie K(k) jest funkcj¡ specjaln¡ zwan¡ caªk¡ eliptyczn¡ zupeªn¡ pierwszego rodzaju. Okres drga« zale»y wi¦c od
amplitudy drga« (anizochronizm). Zbadajmy nieco t¦ zale»no±¢:

K(k) =
∫ π

2

0

dα√
1− k2 sin2 α

=
∫ π

2

0

dα[1 +
∞∑
n=1

(2n− 1)!!
(2n)!!

k2n sin2n α] =
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=
π

2
+
∞∑
n=1

(2n− 1)!!
(2n)!!

k2n (2n− 1)!!
(2n)!!

π

2
=
π

2
[1 +

∞∑
n=1

( (2n− 1)!!
(2n)!!

)2

k2n],

czyli

T = 2π

√
l

g
[1 +

∞∑
n=1

( (2n− 1)!!
(2n)!!

)2

sin2n ϕ1

2
] = 2π

√
l

g
[1 +

1
4

sin2 ϕ1

2
+ ...].

Z tablic w poradniku Bronsztejna mamy:

amplituda ϕ1
T

2π
q

l
g

= [...]

0◦ 1
30◦ 1,017
60◦ 1,073
90◦ 1,180
120◦ 1,373
150◦ 1,762
180◦ ∞

Widzimy wi¦c, »e nawet przy amplitudzie 90◦ okres drga« wzrasta o mniej ni» 20% w stosunku do okresu przy
maªych amplitudach.
Anharmoniczno±¢ drga« prowadzi wi¦c do zmiany okresu (a wi¦c i cz¦sto±ci) drga« i do ruchu niesinusoidalnego,
który mo»emy przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera, czyli zªo»enia (superpozycji) drga« harmonicznych z cz¦sto-
±ci¡ podstawow¡ i jej wielokrotno±ciami. W ogólnym wypadku do analizy ruchu przy niezbyt du»ych amplitudach
stosuje si¦ rachunek zaburze«, pozwalaj¡cy bezpo±rednio oblicza¢ kolejne czªony takiego rozwini¦cia. Rachunek za-
burze« dla drga« anharmonicznych jest szczegóªowo omówiony w podr¦czniku Mechanika L. Landaua i E. Lifszyca.
b. k = 1 - ruch peªzaj¡cy.

ϕ̇0t =
∫ ϕ

0

dϕ

cos ϕ2
= 2 ln tg [

1
4

(π + ϕ)],

ϕ = 4arc tg e
ϕ̇0t
2 − π = 2 arcsin (tgh

ϕ̇0t

2
).

K¡t ϕ = π
2 jest osi¡gany w t =∞.

c. k > 1 - ruch obrotowy.

ϕ̇0t

2
= F

(1
k
,
ϕ

2

)
,

ϕ = 2 am
(1
k
,
ϕ̇0t

2

)
.

Czas peªnego obrotu (przyrostu ϕ o 2π) obliczamy ze wzoru:

ϕ̇0T

2
= 2F

(1
k
,
π

2

)
= 2K

(1
k

)
,

czyli

T =
4
ϕ̇0
K
(√ 4g

lϕ̇2
0

)
.

Dla bardzo du»ych energii mamy 1
k → 0 i K(0) = π

2 , czyli T →
2π
ϕ̇0
, co odpowiada w granicy ruchowi jednostajnemu.

Przykªad 3. Jednowymiarowe drgania w polu siª o potencjale V (x) = 1
2αx

2n, n = 1, 2, ...; α > 0. Potencjaª ma
minimum dla x = 0, ale ∂2V

∂x2

∣∣
0

= 0 dla n > 1 i nie ma wtedy drga« harmonicznych dla maªych amplitud drga« (od
razu pojawiaj¡ si¦ drgania anharmoniczne).
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L =
1
2
mẋ2 − 1

2
αx2n.

Równanie ruchu jest nieliniowe dla n > 1:

mẍ+ nαx2n−1 = 0.

Aby je scaªkowa¢, skorzystamy z zasady zachowania energii:

1
2
mẋ2 +

1
2
αx2n = E =

1
2
αx2n

1 ,

gdzie x1 - amplituda (maksymalne wychylenie) drga«.
Ze wzgl¦du na symetri¦ potencjaªu interesuje nas ruch od x = 0 w t = 0 do x w chwili t, gdzie 0 ≤ x ≤ x1:

√
α

m
t =

∫ x

0

dx√
x2n

1 − x2n
.

Wprowadzaj¡c now¡ zmienn¡ y wzorem: x = y
1

2nx1 ⇒ y = ( xx1
)2n, dx = 1

2ny
1

2n−1x1dy, otrzymujemy:√
α

m
t =

∫ ( xx1
)2n

0

1
2n
x1y

1
2n−1dy(1− y)−

1
2x−n1 =

1
2nxn−1

1

∫ ( xx1
)2n

0

y
1

2n−1(1− y)−
1
2 =

=
1

2nxn−1
1

B
( 1

2n
,

1
2

;
( x
x1

)2n)
,

gdzie
∫ x

0
xα−1(1− x)β−1dx ≡ B(α, β;x) jest funkcj¡ specjaln¡ zwan¡ niepeªn¡ funkcja beta Eulera.

Okres drga« wynosi

T = 4
√
m

α

1
2nxn−1

1

B
( 1

2n
,

1
2

)
= 2
√
m

α

Γ( 1
2n )Γ( 1

2 )
nxn−1

1 Γ( 1
2n + 1

2 )
,

gdzie B(α, β) ≡ B(α, β; 1) i Γ(α) s¡ funkcjami beta i gamma Eulera. Okres drga« dla n > 1 zale»y od amplitudy
drga« x1, a dla n = 1 (drgania harmoniczne) otrzymujemy T = 2π

√
m
α , gdy» Γ( 1

2 ) =
√
π, Γ(1) = 1.
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