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Mechanika jest dziatem fizyki zajmujacym sie badaniem ruchu i odksztatcen cial materialnych oraz
ich oddzialywan. Mechanika klasyczna zajmuje sie analiza tych probleméw w $wiecie makrosko-
powym, w $wiecie mikroskopowym konieczne jest stosowanie ogolniejszej mechaniki kwantowe;j.
Podobnie dla malych predkosci ruchu cial (w stosunku do predkosci swiatta w proézni) mozemy
przej$¢ od ogodlniejszej mechaniki relatywistycznej do mechaniki nierelatywistycznej.
Ograniczymy sie catkowicie do mechaniki klasycznej, przy czym wiekszo$¢ czasu poswiecimy me-
chanice klasycznej nierelatywistycznej. W mechanice klasycznej nierelatywistycznej zaleznie od
sytuacji i wlasciwosci ciala traktujemy cialo jako punkt materialny, bryte sztywna lub odksztat-
calny osrodek ciagty.

Mechanice kwantowej bedzie poswiecony oddzielny wyktad na III roku.

Gmach mechaniki reprezentuje ponizszy schemat:

S - dzialanie 0 <% <1 (dowolne) 0<?«1

v - predkosé

0< @ < o0 Mechanika kwantowa

(dowolne)
relatywistyczna = nierelatywistyczna
Y Y
B> Mechanika klasyczna

relatywistyczna = nierelatywistyczna

Stala Plancka h = J- = 1073 J- s, predkos¢ Swiatta w prozni ¢ = 3-10°% m/s.

Tworcy podstaw mechaniki i wazne daty:

I. Newton (1687) - mechanika klasyczna nierelatywistyczna

A. Einstein (1905) - mechanika klasyczna relatywistyczna

W. Heisenberg, E. Schrodinger, N. Bohr (1925 - 1926) - mechanika kwantowa nierelatywistyczna
P. Dirac, R. Feynman (1928 - 1949) - mechanika kwantowa relatywistyczna
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1 Nierelatywistyczna mechanika ukladu punktéw material-
nych

1.1 Kinematyka punktu materialnego swobodnego (czyli bez wiezéw)

Ruch punktu materialnego jest wzgledny, zalezy od uktadu odniesienia wybranego do jego opisu.
W wybranym uktadzie odniesienia (o okreslonym poczatku i osiach uktadu) okreslenie ruchu

wymaga podania zalezno$ci wektora potozenia punktu materialnego 7 od czasu t, czyli podania
7= 7(t).
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Krzywa geometryczna, ktora zakresla w czasie ruchu punkt materialny, nazywa sie torem punktu
materialnego.
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Predko$é¢ punktu materialnego: | o
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Przyspieszenie punktu materialnego: |a

Droga przebyta w czasie [to, t]:
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sty = [T ds=[Lvdt| gdde ds=|dil, v= i =5

W ukladzie kartezjariskim (czyli ukladzie prostokatnym prostoliniowym) z wersorami €, €5,
€3 1 wspohrzednymi x1, xo, 3:

ruch: 7= x(t)e] + xo(t)és + x3(t)es = [x1(t), xa(t), x3(1)],

predkosé: U= &1(t)e] + @o(t)és + 3(t)es = [21(t), 22(t), 23(t)],

przyspieszenie: d = i1(t)e] + Zo(t)ey + @3(t)e5 = [#1(t), Zo(t), Z3(1)].

W ukladzie kulistym (czyli przyktadowym ukladzie prostokatnym krzywoliniowym) z werso-
rami €, €y, €, i wspohrzednymi r, v, ¢

z=rsindcosy, & = Z/|%Z| = [sind cosp,sindsinp,cos],
y=rsindsing, & = /|| = [cost cos ¢, cos ¥ sin ¢, —sin ],
_ > O | OF | _ T
z = rcos, € = 5,/155] = [—sinep, cos ¢, 0],
mamy
e = vey + psinde,
@9 = —Ué€, + ¢ cosve,,
€, = —psinve, — ¢ cos ey
Poniewaz



to
T =7é. + rdey + rsin Ve,
a = (- rd? — rsin? 19@2)& +

+(r9 + 270 — rsin d cos 9¢?) €y +
+(rsind$ + 2sin Irp + 2r cos 1919<,b)é’<p.

W plaszczyznie Oxy (odpowiadajacej ¥ = § czy z = 0) w ukladzie biegunowym mamy wigc

= r()e(),
7 + 1Y€y,
= (F=r*)e + (rg + 2rp)e,

ISTRESTR
|
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W ukladzie naturalnym (zwiazanym z torem 7 = 7(s(t)) sparametryzowanym przez droge s(t))

mamy:

wersor styczny ¢ = £,
wektor normalny 7 = jz /|4 | = pd, L odyz promien krzywizny toru p=1/%],
wektor binormalny b = ¢ x 7
oraz
5= 05 i >0, 0 0
UV=—— =35t czylijlyy = s =v Up =V, U =Y,
ds dt YL d
L2
= §t+ —n, czylija; = § = 0, an:%ZO, vy = 0.
p
W wypadku dowolnego ukladu wspélrzednych (zwlaszcza ukosnokadtnego) Wprowadza sie
wektory bazy Qz = —qf i wektory bazy wzajemnej Q’ = grad ¢; 1 wtedy Q QJ Z , gdzie

(5} = { (1] ;;i jest delta Kroneckera, 7,7 = 1,2,3. W sposéb naturalny pojawiaja sie wiec

kowariantne A; i kontrawariantne A’ wspolrzedne dowolnych wektorow A: A, = Q;A, A" = Q'A
i wtedy

3 3
=) A =) A0
=1 =1
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Wspohrzednych kowariantnych bedziemy uzywaé w wykltadzie mechaniki klasycznej pozniej (zob.
§1.6 i dalsze). (Wspolrzedne wektorow wprowadzone wyzej w ukltadach prostokatnych z bazg w
postaci wersoréw €; nosza nazwe wspotrzednych fizycznych).

Wzglednos¢ ruchu

mamy

xj(t) = mo;(t) + Yoy ()T (t).

Ruch z;(t) w uktadzie nieprimowanym U jest wiec ztozeniem ruchu z}(t) w uktadzie primowanym
U’, ruchu postepowego x;(t) poczatku uktadu primowanego U’ i ruchu obrotowego i (t) = €;€,(t)
osi uktadu U’ wzgledem U. Zmiany ruchu przy zmianie uktadu odniesienia okreslone sg wiec przez
6 funkcji czasu: 3 funkcje xg;(t) i 3 niezalezne funkcje (np. trzy katy Eulera 9(t), o(t), (1))
pozwalajace scharakteryzowa¢ dowolna macierz obrotu oy (t) (oméwimy to dokladnie w rozdziale
2).

Zanim przejdziemy do wzglednosci predkosci i przyspieszenia, obliczmy w uktadzie U pochodng
wzgledem czasu jakiegos wektora 5(25), ktory rozpisany w ukladzie primowanym U’ ma posta¢
Bt) = by (e + By(1)e + B4 (1)€)

b dvy_, db dvl, e de’ de!  db .
e bl bl 2 /_3 _ - — b
G T gt g O gy P T = XD,
gdzie ¢ - pochodna czasowa wektora b w ukladzie U, a & = *{(ddi?eqé) + é'Q’(ddiéé'{) + éé(%éé)

(warto to sprawdzi¢ - istotne jest skorzystanie ze wzoru

=/ —/
de; _,dey,

—/

G ety

wynikajacego z ortonormalnosci bazy uktadu primowanego: €’e; = k). Wektor & charakteryzuje
obrot osi uktadu U’ wzgledem U i nazywa sie predkoscig katowa obrotu osi uktadu U’ wzgledem
U.

Rozwazmy obecnie wzglednosé predkosci:

=0,



—»_@_@ a7’ — =) = — — —/
V=@ = g T TWX1r =uv+wXxr +uv,

czyli predko$¢ punktu materialnego v wzgledem U jest rowna sumie predkosci punktu materialnego
v = % wzgledem U’, predkosci ruchu postepowego vy = ‘ZLE poczatku uktadu U’ i predkosci
w x 7" odpowiadajacej ruchowi obrotowemu osi uktadu U’ wzgledem U. Prosta przechodzaca
przez O i rownolegla do predkosci katowej & nazywamy osig obrotu - predkosé ruchu obrotowego
dla punktéw materialnych znajdujacych sie na osi obrotu jest réwna zero.
PrzejdZzmy teraz do przyspieszenia:
L du d270+dc3>< ﬁ,+ﬁx(d’7’+ﬁx ﬁ,)+d’17’+ﬁx )
i=—=—+— X7 +d WX WX U
dt dt dt dt dt ’

czyli

=Gy + 7 X7 +20 x 0 +@ % (@ x 7') +d.

Przyspieszenie punktu materialnego @ wzgledem U jest réwna sumie przyspieszenia punktu mate-
rialnego a’ = d;;f wzgledem U’, przyspieszenia dy = dthZO w ruchu postepowym poczatku uktadu
U’, przyspieszenia 7 X 7’ zwigzanego z przyspieszeniem katowym 7 = % = % ruchu obrotowego
osi uktadu U’ przyspieszenia Coriolisa 20 x ¢ i przyspieszenia dosrodkowego & x (0 x7") = —w?r/
gdzie 7| - sktadowa wektora 7 prostopadla do predkosci katowej & (przyspieszenie dosrodkowe
jest skierowane do osi obrotu).

Wynika stad bezposredni wniosek: jesli dy = 0icg=0,tod=a

1.2 Zasady dynamiki swobodnego punktu materialnego

Pierwsza zasada dynamiki (zasada bezwtadnosci Galileusza (1638))

Istniejg inercjalne uktady odniesienia.

Druga zasada dynamiki (réwnanie ruchu Newtona (1686))

W uktadzie inercjalnym iloczyn masy m punktu materialnego przez jego przyspieszenie @ jest
rowny wypadkowej sile F oddziatywania cial na punkt materialny: ma = F.

Wykorzystane pojecia

Sila - wektorowa miara oddzialywania i z doswiadczenia F = ﬁ(F, U,t), przy czym |ﬁ| — 0 przy
oddalaniu punktu materialnego od innych ciat do nieskoriczonoéci.

Masa - skalarna dodatnia miara bezwladnosci punktu materialnego (ciala).

Odosobniony punkt materialny - punkt materialny w duzych (nieskoniczonych) odleglosciach od
innych cial, czyli punkt dla ktérego F=0.

Inercjalny uktad odniesienia - uktad odniesienia, wzgledem ktorego odosobniony punkt materialny
spoczywa lub porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym (czyli uktad, wzgledem ktorego
punkt odosobniony ma a = 6)

Whioski

a. Jesli uklad U jest ukladem inercjalnym, to inercjalnym jest rowniez uktad U’, ktérego poczatek
porusza sie wzgledem U ze staly predkoscia (@o(t) = 0) a jego osie nie zmieniajg w czasie swego
ustawienia, czyli dla tego uktadu:

gdzie 7 1 Uy sa stalymi wektorami.
Zwiazek miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi punktéw materialnych i czasami w réznych ukta-
dach inercjalnych okresla przeksztalcenie (transformacja) Galileusza (j =1,2,3):
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Ij = .T()j + U(]jt, + Zk:l ozjkx;,
t=ty+t.

Przeksztalcenia Galileusza tworzg 10-parametrowa grupe przeksztalcen ciaglych (grupe Liego) i

sa zlozeniem przesunie¢ (translacji) w przestrzeni i czasie (4 parametry xo; i to), obrotow (rotacji)
w przestrzeni (3 parametry (np. katy Eulera) parametryzujace macierz obrotu «j;) i szczegélnych
transformacji Galileusza (pchnieé¢) (3 parametry vy;).

b. Zasada wzgledno$ci Galileusza: prawa mechaniki maja te sama posta¢ we wszystkich
uktadach inercjalnych, czyli maja postaé¢ niezmiennicza wzgledem przeksztalcen Galileusza: ma =
F—ma =F

Przy przeksztalceniu Galileusza bowiem: a@ = a’, m = m/, F=F"

c. Zasada przyczynowosci: znajomos¢ sit oddziatywania F i stanu poczatkowego ruchu punktu
materialnego (dla t = to: 7 = 7, 7 = 7p) pozwala jednoznacznie wyznaczy¢ ruch punktu ma-
terialnego w chwilach poézniejszych. Zasada ta wynika z twierdzenia Cauchy’ego-Lipschitza o

jednoznacznodci rozwigzan réwnania rézniczkowego.

d. W ukladzie nieinercjalnym U’

ma' = F —mdy—md X 7 —2md X 7' —md x (J x 1),

czyli w rownaniu ruchu Newtona oprocz sit oddzialywania F musimy uwzgledni¢ silty bezwtlad-
nosci zwigzane z przyspieszeniem w ruchu postepowym uktadu ( —mdjy) i przyspieszeniem ka-
towym w ruchu obrotowym ukltadu (—md x ), sily Coriolisa (—2md x ¥') i sila odsrodkowa
(—md x (J x 7). Zgodnie z a. sity bezwladnosci w uktadach inercjalnych sa rowne zero.
Analiza ruchu w uktadzie nieinercjalnym jest wiec zawsze trudniejsza i przeprowadza sie ja tylko
wtedy, jesli uktad nieinercjalny jest z jakichs powodow bardziej naturalny (np. jest to uklad
zwiazany 7 obracajaca sie Ziemia).

1.3 Zasady zachowania w dynamice swobodnego punktu materialnego

Roéwnanie ruchu punktu materialnego mr=F (7, r, t) jest po rozpisaniu na wspolrzedne uktadem
3 rownan rozniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu. Znalezienie ruchu wymaga rozwigzania tych
rownan z uwzglednieniem warunkéw poczatkowych. Duze znaczenie maja sytuacje, gdy przez za-
stosowanie odpowiednich czynnikow catkujacych daje si¢ uzyskac¢ z rownan ruchu lub ich kombi-
nacji pewne rownania rézniczkowe zupetne %C’(F, 7,t) = 0 czy nawet %C’(F, t) = 0. Otrzymujemy
wtedy zasady zachowania dla pierwszych calek ruchu C(7 7, t) = C(7y, Vo, to) lub drugich calek
ruchu C(7,t) = C(7p,to). Calki ruchu pozwalaja obnizy¢ rzad ukladu réwnan ruchu. Przejscie
od réwnania rozniczkowego drugiego rzedu do réwnania pierwszego rzedu pozwala wykorzystaé w
wielu wypadkach metode rozdzielenia zmiennych przy szukaniu rozwiazan analitycznych.

Zasada zachowania pedu

Ped: 7=mi =mr|.

7 réwnania ruchu % =mr=F|
Jesli 7 jest stalym wersorem, to %" =F,.

Zasada zachowania pedu:

Jesli F =0, to p = const = py (trzy pierwsze calki ruchu) i kolejne calkowanie daje trzy drugie
catki ruchu 7 — %Ot =Ty — %Oto.

Jesli F,, = 0, to p, = const = pg, (pierwsza caltka ruchu) i kolejne catkowanie daje druga caltke

ruchu x, — 22t = x4, — 224,




Przyktady:

W ruchu w polu sity o ustalonym kierunku (np. w jednorodnym polu sily) mamy zachowanie sktadowych pedu 7|
prostopadtych do kierunku sity.

Zasada zachowania momentu pedu

Moment pedu wzgledem ustalonego punktu 7: | L = (F— ) X =m(F—7y) x 7|

‘flf—mrxr—km(r—m)x%:(F—FO)xﬁ:M, gdzie M

nazywamy momentem sily wzgledem rj.
Jesli 7 jest stalym wersorem, to dj—f" = M,.
Zasada zachowania momentu pedu:

Jesli M = 0 to L = const = LO

Jesli M,, =0, to L, = const = Ly,

Dla sity osiowej o osi w kierunku 77 przechodzacej przez 1, dla ktorej w ptaszczyznie prostopadte]
do 7 speliony jest warunek ﬁLH(F— 7)1, mamy M, =0 = L, = const (M, i L, sa obliczone
wzgledem 7).

Dla sily centralnej z centrum w 7, czyli jesli F||(7 — 7%), mamy M = 0 = L = const (M i L sa
obliczone wzgledem 7).

Przyklady:

Sitami osiowymi sg np. sita dziatajaca na ladunek w polu elektrostatycznym nieskonczonego walca naladowanego
jednorodnie o osi w kierunku 7 lub pole sily jednorodnej w kierunku 7i.
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7Z réwnan ruchu

—

Sity centralng jest sita przyciagania grawitacyjnego jednorodnej kuli lub silta elektrostatyczna jednorodnie natado-

wanej kuli - centrum takiej sity znajduje sie w §rodku kuli.

Ruch w polu sity centralnej zachodzi w ptaszczyznie przechodzacej przez centrum silty i prostopa-

dlej do L. Wprowadzajac w ptaszczyznie ruchu uktad blegunowy o poczatku w centrum sily (0§ z
jest wiec w kierunku prostopadtym do tej ptaszczyzny i L=1L,¢, = const) otrzymujemy wtedy:

m(i —rp?) = F,
mr2<p = L,
z = 0

(zapis z = 0 jest czytelniejszy niz bardziej naturalny dla ukltadu kulistego zapis o = 7).
Uktad réwnan szostego rzedu po uwzglednieniu trzech catek ruchu L redukuje sie wiec do uktadu
rownan trzeciego rzedu. Poniewaz ¢ = 75;2, to pierwsze 7z tych réwnan mozna sprowadzi¢ do

postaci (zwanej wzorem Bineta):

mr = F, + mrg
Jesli F, = F.(r), to Wzér Bineta odpowiada jednowymiarowemu ruchowi radialnemu w polu
efektywnej sity F. + . Po wyznaczeniu z tego rownania r = r(t) znalezienie ruchu obrotowego
sprowadza sie do obhczema caltki:
to mr2(t)

Dla L, = 0 torem ruchu jest odcinek prostej w kierunku radialnym ( ¢ = const). Dla L, # 0 tor
r = r(p) mozemy wyznaczy¢ bezposrednio przez przeksztalcenie wzoru Bineta do nowej postaci.

oway o 4y — Ledr . L.od1l:s_ L2 421
Poniewaz 7 = doP = i, = Tder VT T Tnmmazy t
L2 (21,1
mr? <d<p2 r + r) Fr




Zasada zachowania energii

Energia kinetyczna punktu materialnego: |1 = %mU 2| Z réwnan ruchu: % H‘fl;’
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, czyli

pochodna energii kinetycznej po czasie rowna jest mocy sity F'7. Stad

T Ty = [I FdF,

—

czyli zmiana energii kinetycznej réwna jest pracy f; Fdr wykonanej prze site F.
Jesli F L U, to moc sity jest rowna zero i energia kinetyczna jest catka ruchu - takie sity nazywa
sie sitami giroskopowymi. Jesli F |01 wektory te sa przeciwnie skierowane, to moc sil jest ujemna
i energia kinetyczna maleje - takie silty nazywa sie sitami dysypatywnymi.

Przyktad: Sitami giroskopowymi sg sita Lorentza w polu magnetycznym v’ x B lub sita Coriolisa —2ma@ x . Sity
dysypatywna jest sila oporu F= fow"% (a,n > 0) przy ruchu w osrodku materialnym.

Sposrod sit niezaleznych od U warto wyrdzni¢ klase sit potencjalnych, czyli dajacych sie zapisa¢

—

w postaci | F'(7,t) = —grad V (7, t) |, gdzie funkcja V() nosi nazwe energii potencjalnej punktu

materialnego.

Twierdzenie matematyczne dla obszaru jednospojnego (w tym dla trojwymiarowe]j przestrzeni):
(F jest potencjalna) < (rot F' = 0).

Dla sit potencjalnych F,,,v = —grad Vv = —Cfi—‘; + %—‘t/ i stad dla energii mechanicznej | =T+ V

mamy:

aE _ = oV
dar Fniepot.niegir.v + Bt *

Jesli %—‘; = 0, to sile potencjalna nazywa sie sita zachowawcza, gdyz przy braku ﬁmepotmegm mamy
wtedy prawo zachowania energii mechanicznej.

Przyktady: . = B
Sita F'(t) jest potencjalna i V = —F ()7 (w szczegolnosci F(t) = const jest zachowawcza).
Sita F = F,.(r)f jest potencjalna i zachowawcza oraz V = — [ F,.(r)dr.
Sita odsrodkowa jest potencjalnai V = f%m((ﬁ x 7)? (jest ona zachowawcza, jesli & = const).
Sita bezwladnosci —md x 7 nie jest potencjalna, gdyz rot (—m@ x 7) = —2md.
Jesli sita centralna jest zachowawcza (rot (F.é,) = 0 < o =0 = %—Iz & F. = F.(r)), czyli
F. = —%ff), to uwzglednienie zasady zachowania energii E sprowadza uklad trzeciego rzedu
(omoéwiony przy zasadzie zachowania momentu pedu) do uktadu drugiego rzedu:

i+ V(r) + 2:32 = E,

mTQQb = L,
z = 0,

ktory mozna sprowadzi¢ do kwadratur (obliczenia catek):

T —
t==+f Fxpmey = r=rt),

_ L. [ _dt
90_ m 7«2(15)7

gdzie efektywna energia potencjalna dla ruchu radialnego wynosi |Ves(r) =V (r) + 2533 .
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Calka energii pozwala tez przy L, # 0 uzyska¢ (po wykorzystaniu znanego wzoru 7 = —
scatkowany jednokrotnie wzor Bineta dla toru r = r(p) :

2 2
Z(£8) + V) = B,

ktory wtedy sprowadza problem wyznaczenia toru do kwadratur:

dl
22 (E—Ves(r)

Ruch radialny jest mozliwy tylko w obszarze, gdzie V.;(r) < E, i wiele informacji o przebiegu ruchu
wynika z wykresu V.;(r). W nastepnym podrozdziale rozwazymy przyklad ruchu w potencjale
keplerowskim (lub kulombowskim) V(r) = —% z a > 0.

1.4 Dynamika ukladu punktéw materialnych swobodnych (czyli bez
wiezow)

Rozwazmy uktad n punktéow materialnych o masach m;, polozeniach ;, sitach wewnetrznych
FLJ oddziatywania j-tego punktu na -ty i sitach zewnetrznych Fj, oddzialujacych na i-ty punt
(1,7 = 1,...,n). Z doswiadczenia wiemy, ze sily wewnetrzne czesto spelniaja trzecia zasade

dynamiki:

(stad automatycznie otrzymujemy Fy; =0dla sity samooddzialywania), ale zasada ta nie jest tak
uniwersalna jak pierwsza i druga zasada dynamiki (wrécimy do tego zagadnienia w mechanice
relatywistycznej w rozdziale 4).

Réwnania ruchu Newtona w ukladzie inercjalnym sa ukltadem 3n réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych drugiego rzedu na 3n niewiadomych 7;(¢):

—

i = n _
m;r; = FZ'() -+ ijl FL-]- = E

gdzie ' oznacza sumowanie po j # i.
W uktadzie nieinercjalnym do Fj trzeba wlaczy¢ sity bezwtadnosci.
Srodek masy ukladu n punktéw materialnych:

R= ﬁ » . m;T; |, gdzie calkowita masa ukladu|M =30 m;|.

Przy zmianie ukladu odniesieniaz U do U’: 7; = ro+7] = R =7+ R’'. W ukladzie S zwiazanym

—

z Srodkiem masy mamy 7y = R, R® =0,
Ped ukladu punktéw materialnych

P= S B = Dy T = MR

i z rownan ruchu oraz trzeciej zasady dymamiki mamy:
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‘Z—f=2mm ZFMZZ F, Zﬁm; (Fy+Fp) = Fo=F,
=1 :

=1 j=1 =1 j=1 =1

czyli

MR =F,

gdzie F jest wypadkowa sila zewnetrzng dzialajaca na uklad. Otrzymane rownanie wskazuje, ze
opis ruchu jakiego$ ciala (uktadu punktéw materialnych) jako ruchu punktu materialnego odpo-
wiada scisle opisowi ruchu srodka masy tego ciata.

Jesli wypadkowa sila zewnetrzna F jest réwna zero, to ped uktadu zachowuje sie P = const = PO
i wtedy $rodek masy uktadu porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym:

—

P
R= }%+A4@—m)

Zachowanie pedu prowadzi wiec do 6 calek ruchu: P = Py, R — %(t — to) = Ry.
Przy zmianie ukladu odniesienia: 7; = 7y + 7 otrzymujemy P = M7y + P'. W ukladzie srodka

masy S mamy ry = R = P®=0.
Moment pedu ukladu wzgledem poczatku ukladu odniesienia

L= > in1 El = D iy T X 7

istad

n

dL Zmlnxn—l—'rlxn ZT’XF“H—ZZ
7=1

=1

n n

1
_ZTZXEO+2 ( ij‘

=1 j=1

Jedli sity wewnetrzne sa centralne, czyli ﬁij | (75 — ), to znika moment sit wewnetrznych i

Jesli moment sit zewnetrznych M = 0, to moment pedu sie zachowuje: L = const i mamy 3 catki

ruchu.
Przy zmianie ukladu odniesienia:

n . . . ! N . N
:ZmZ(FO—i-f;l)X(T?O—Fd):MT?QXFO—l-MFQXR +MR/XFO+L/.

Jesli nowy uktad odniesienia jest uktadem srodka masy S, czyli R = 6, To = é, to

— —

I=MRxR+I® —RxP+ IO

11



dLS) _ (s

0 ), gdzie M) jest momentem sit zewnetrznych wzgle-

Mozemy stad tatwo wykazac, ze
dem $rodka masy.
Energia ukladu

Energia kinetyczna uktadu:

52
T= Z?:I Ti = % Z?:I mqT;

istad
TS i = 30 Fi
i=1 =1

Jesli sity F, sa potencjalne, to istnieje taka funkcja |V(77,...,7,,1) |, zwana energia potencjalna
ukladu, 7e F, = —grad,V (7, ..., T, t), 1 wtedy:

n

dV : oV
-z dV .7+ —
7 ; grad, V' - 7; + 5

Stad dla sit potencjalnych otrzymujemy % = —‘il—‘t/ + %—‘t/ i oznaczajac przez | E =T + V| energie
mechaniczng uktadu mamy:

dE _ 9V
dt — ot
Jesli sity potencjalne sa zachowawcze, czyli %—‘t/ = 0, to zachowuje si¢ energia mechaniczna uktadu:

E = const i mamy jedna catke ruchu F.
Przy zmianie ukladu odniesienia:

1 n . . 1 . . N
T= ;mi(ﬁ) ) = §M7702 + MR + 1T

Jesli primowany uktad odniesienia jest uktadem $rodka masy S, to otrzymujemy twierdzenie
Koniga:

L2
T=1iMR +T®.

Dla uktadu n punktow materialnych (cial), oddzialujacych ze soba silami centralnymi zacho-
wawczymi spelniajacymi trzecig zasade dynamiki, przy braku sit zewnetrznych mamy wiec 10
calek ruchu (czyli 10 zasad zachowania) i mozemy zredukowac rzad uktadu réwnan ruchu z 6n do
(6n — 10). Dla zagadnienia dwoch cial pozostaje nam uktad rzedu 6-2 — 10 = 2.

Zagadnienie dwoch cial oddzialujacych sitami spetniajacymi trzecia zasade dynamiki
Réwnania ruchu stanowia uktad rownan rzedu 12 (6 rownan drugiego rzedu):

myr = Fla,

maory = —Fia.
Jesli wprowadzimy zmienne R i 7
= My T 4 Mot .S = Mo,
R = , czyli 71 =R+ —T,
M M
S o - - 5 M1
=171 — Ta, rng——Mr,

12



gdzie | M = m; + my|, to r6wnania te przyjmuja postac:

MR =0
-1 14
7= (—+ —)Fn

mi mo

Pierwsze réwnanie prowadzi nas do zasady zachowania pedu P = MR i mozna je od razu dwu-
krotnie scatkowac:

R=Ry+ 54 (t—to)

Problem dwoch ciat redukuje sie wiec do problemu ruchu jednego ciata o masie pu:

— mim2

,ur = F12, gdzie masa zredukowana p = M7,

Mozemy wykorzystac teraz analize ruchu przeprowadzang w podrozdziale 1.3. Jesli sita Fi jest
centralna, czyli Fio=Fr~ -, to zachowuje si¢ moment pedu wzgledem 7 = = 0, rowny (jak tatwo
sprawdzié) momentowi deu uktadu w uktadzie srodka masy S. Wybierajac plaszczyzne Ozy
jako ptaszczyzne ruchu, otrzymujemy réwnania:

pu(i* — T(tbz) = b,
purtp = L,
z = 0.
__av(r)

Jesli sita jest dodatkowo zachowawcza i F,, = —=;~, to uzyskujemy rownania:

s+ Veg(r) = E®),
pr2p = LY
z = 0,

gdzie | B = T) 1 V()| jest zachowywang energia uktadu w ukladzie $rodka masy, a

Ver(r) =V(r) + CON efektywna energia potencjalna w ruchu radialnym. Uktad ten zawiera

2;1,7‘2

dwa rownania pierwszego rzedu i mozna sprowadzié je do kwadratur. W szczeg6lnosci wyznaczenie
toru sprowadza sie do obliczenia catki wynikajacej ze scatkowanego wzoru Bineta:

di
== -
2
VR (B = Ves(r))
Przyktad: Ruch dwéch ciat oddziatujacych sitami o energii potencjalnej V(r) = —%, a > 0, czyli ruch ciata w polu
grawitacyjnym slorica (niekoniecznie w Ukladzie Slonecznym) (o = Gmyms) lub ruch “klasycznego” elektronu w
polu elektrostatycznym jadra (o = 427r E;U ).

Rozwazmy ruch z LQS) # 0 i pominimy dla uproszczema zaplsu wskaznik (S) przy E®) i L( ) Efektywna energia

potencjalna Ve z(r) ma minimum V5o = 2L2 dlarg = ==. Dla EY < V.o ruch nie jest mozliwy. Dla Vo < E <0
ruch jest ograniczony. Dla E > 0 ruch staje sie nleogranlczony Przy dowolnej energii FE, jesli L, # 0, punkt
2

materialny nie spada na centrum ze wzgledu na pojawienie sie w V.7 energii odsrodkowej 2;6%
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PrzejdZzmy teraz do wyznaczenia toru ruchu. Catka wynikajaca ze scatkowanego wzoru Bineta przyjmuje prosta
postaé

R
*Pm >

i.

2
e

1
p== aE
2uFE 2po 1 1
L2 + L2 r 72

Wykorzystujac z tablic calek wzor [ ﬁ = ﬁ arccos \/2})?_% +C (dla a < 01 b? —4ac > 0), otrzymujemy
po uproszczeniu (C' = §):

2
_Li1
par

1
/ 2ELZ
L+ na?

@ — 6 = +arccos

p . L? 2EL?
r=————= gdziep= =, e=4/1+
1 —ecos(p—0) Jites

Jest to rownanie biegunowe krzywej stopnia drugiego (czyli elipsy, paraboli, hiperboli) z parametrem p i mimosro-
dem € o ognisku w 7 = 0. Elipsie odpowiada 0 < ¢ < 1, co oznacza ngo‘j < FE < 0, paraboli e =1 (F = 0) i
hiperboli € > 1 (E > 0). Polosie wielka i mala elipsy czy hiperboli wyrazaja sie wzorami

p a p L]

a=—_=_—"_ b = ‘
-~ 2] V=7 V2B

Wynik ten stanowi uogoélnienie pierwszego prawa Keplera dla ruchu planet. Warto tez zauwazy¢, jak prosto
parametry geometryczne toru a i b wyrazaja sie przez parametry mechaniczne ukladu |E| oraz |L.| i na odwrét:

o iz’
Bl = o, |Li| = V2ulElb = /=2,

Zasada zachowania momentu pedu L, = pur?¢ umozliwia teraz wyznaczenie ruchu, czyli zaleznoéci czasowej ¢ =
o(t):

t= Lﬁz /r2(<p)d<p.

Sama zasada stanowi tre$¢ drugiego prawa Keplera, gdyz stata %—;l = %7‘2|</b| = % jest predkoscia polowa ciata

w jego ruchu woké!t stonica. Pelna analiza czasowa ruchu jest przedstawiona w podreczniku Krélikowskiego i
Rubinowicza (wygodnie jest wtedy przejs¢ od zmiennej ¢ (zwanej w astronomii anomalia prawdziwa) do zmiennej
u (anomalii mimosrodowej)). Tutaj wyprowadzimy tylko $cista postaé trzeciego prawa Keplera, czyli udowodnimy
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proporcjonalno$¢ kwadratu okresu obiegu planety do szeScianu wielkiej polosi jej orbity eliptycznej. W ciagu okresu
T planeta obiega elipse i stad

L,
u T = mwab.
2p

Po podniesieniu do kwadratu i wyrazeniu |L,| przez a i b otrzymujemy koncowy wynik

2
T2 = 47143
«

W problemie keplerowskim wspotczynnik £ = el L dla uktadu stonecznego z dominujaca masg storica ( my >

mi+ma)
my1) jest w dobrym przyblizeniu taki sam dla wszystkich planet uktadu stonecznego.
Ruch punktu materialnego o zmiennej masie (np. rakiety)
Jesli masa M (t) punktu materialnego w czasie dt zmienia sie o dM, to zmiana pedu P punktu

materialnego wynosi:

—

dP = Fdt + dM(R + W),

gdzie R okresla polozenie punktu materialnego (jego $rodka masy), a W jest predkoscia masy

. . . Do dP _
dM w ukladme spoczynkowym punktu mate.rlalneg(.). (jego ukladgle srodka masy). Stad < =

F+ M(R+W). Poniewaz P = MR, to MR+ MR = F + M(R + W) i ostatecznie réwnania
ruchu maja postac:

—

MR = F+ MW,

M = M),
gdzie oprocz sily zewnetrznej F pojawia sie sita odrzutu MV,
Przyklad: Rozwazmy w jednorodnym polu grawitacyjnym Ziemi o przyspieszeniu ¢ = —gé, ruch rakiety z M =
My — pt i W = —we, (p,w = const), ktora w t = 0 startuje z 7 = (0,0, 0) na powierzchni Ziemi.

Roéwnania ruchu maja postaé:

Mz =0,
My =0,
Mz =—-Mg+ pw,
M = My — pt.

Stad x = 0, y = 0 1 warunkiem startu (2 > 0) jest w > 1\%. Roéwnanie ruchu w kierunku pionowym przyjmuje
postac

. n pw

2= —_—

g Mo—pt

i mozna je dwukrotnie scatkowacé:
Mt
é:—gt—wln(l—]VLIOt):—gt—wln 1\4(0)’
1 5 Myw P P

=——gt°+ —{[1 — —t] - [In(1 — —1t) — 1] + 1}.
2= gt + (L - e (- o~
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1.5 Wiezy doskonale, r6wnania Lagrange’a I rodzaju

Przejdziemy teraz o ukladow nieswobodnych, czyli uktadéw, w ktorych na potozenia i predkosci

nalozone sa pewne ograniczenia, zwane wiezami.

Przyklady:

a. Sferyczne wahadto matematyczne: punkt materialny znajduje sie na konicu niewazkiego preta o dtugosci I, kto-
rego drugi koniec jest zawieszony w poczatku uktadu odniesienia. W czasie ruchu polozenie 7 punktu materialnego
musi spetia¢ réwnanie wiezow 72 — [2 = 0, czyli punkt materialny musi zawsze znajdowaé sie na powierzchni

kuli o promieniu [. Z tego ograniczenia na polozenia wynikaja réwniez ograniczenia na predkodci: 77 = 0 i na
przyspieszenia P+ 7*2 = 0. Wiezy wymuszajg wiec pojawienie sie pewnych sit reakcji, ktore zapewniaja spelnienie

tego warunku.

b. Wiezy jak w a., ale zamiast preta jest ni¢ o dlugosci [. Réwnanie wiezéw ma wtedy postaé¢ 12 — 72 > 0, czyli
punkt materialny musi pozostawaé¢ wewnatrz kuli o promieniu . Gdy wystepuje nieréwnosé, ruch jest swobodny,
a gdy rowno$é - wiezy moga zadziala¢ (napiaé sie), dzialajac tylko w jedna strone (nie odpychaja punktu). Gdy
12 — 72 = 0, to na predkoé¢ otrzymujemy warunek —27 > 0 i jesli wtedy 7 = 0, to pojawia sie ograniczenie na
przyspieszenie: —r—7 >0.
c. Zagadnienie pogoni: pies goni zajaca, ktory biegnie wzdluz prostej x =11 w chwili ¢ znajduje sie w y = h(t).
Predkos¢ psa jest skierowana w kierunku uciekajacego zajaca, czyli na predko$¢ psa nalozone sa wiezy:

x l—z

g ht)—y
Ograniczenie to prowadzi do ograniczen na przyspieszenie psa, ale zwykle (chyba ze h(t) = const lub x = [) nie

stanowi ograniczenia na jego polozenie - kazdy punkt ptaszczyzny Ozy jest dostepny dla ruchu.

dA

n— -~ — -

o
x

4
-

'L 7 X

|
|
|
|
|
:
|
f
|

Zanim przejdziemy do ogoélnej analizy wiezéw natozonych na uktady punktéw materialnych, wpro-
wadzimy pojecie przestrzeni konfiguracyjnej uktadu. Przestrzen konfiguracyjna uktadu n punktow
materialnych to iloczyn kartezjanski n przestrzeni potozen poszczegélnych punktéw materialnych.
Potozenie uktadu n punktéw materialnych okresla w 3n-wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej
wektor 7= (7, 7, ..., 7,) 1 tor ukladu jest krzywa w tej przestrzeni.

Klasyfikacja wiezéw naltozonych na uktad n punktéw materialnych

Wiezy sa dwustronne, jesli rownanie wiezéw ma postacé f (7, 7, t)=0.
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Wiezy sa jednostronne, jesli ich rownanie ma postaé¢ f(7,7,t) > 0 (nieréwnosé ze znakiem <
mozna zawsze zapisa¢ przy uzyciu znaku > zmieniajac znak funkeji f).

Wiezy sa holonomiczne (catkowalne), jesli ich réwnanie mozna sprowadzi¢ do postaci f(7,t) =0
(lub > 0) nie zawierajacej predkosci.

Wiezy sa nieholonomiczne (niecatkowalne), jesli nie daja sie sprowadzi¢ do powyzszej postaci.
Dla wiezéw holonomicznych z réwnania f(7,t) = 0 przez rézniczkowanie mozemy otrzymac liniowe

w predkosci rownanie 7gradf + %—{ = 0. W wypadku wiezéw nieholonomicznych ograniczamy sie

zwykle takze do wiezéw liniowych w predkosciach, czyli postaci E(F, t)F + bo(7,t) = 0. Rownanie
zaréwno wiez6w holonomicznych jak i nieholonomicznych liniowych mozna wiec zapisa¢ w tej

ogoblnej postaci (lub bdr+bo dt = 0), przy czym wspotczynniki bi by dla wiezow nieholonomicznych
nie daja sie zapisa¢ w postaci grad f i % jakiejkolwiek funkcji f.

Wiezy sa skleronomiczne (nieruchome), jesli f nie zalezy jawnie od czasu t lub b nie zalezy od t
oraz by = 0.

W przeciwnym wypadku wiezy sa reonomiczne (ruchome).

Wiezy w przykladzie a. sg holonomiczne dwustronne skleronomiczne, w przykladzie b. - holonomiczne jednostronne

skleronomiczne, w przykladzie c. - na ogédt nieholonomiczne dwustronne reonomiczne.

Obecnie ograniczymy sie do wiezéw dwustronnych. Wielkosci dr spelniajace ogdlne réwnanie
wiezOw bdr + bo dt = 0 nazywamy przesunieciami mozliwymi. Przesunieciami wirtualnymi nazy-
wamy przesuniecia 07, ktore spetniaja rownanie boF = 0 (odpowiadajace "zamrozonym” wiezom
z dt = 0). Z roéwnania b7+ by = 0 przez rozniczkowanie otrzymujemy warunek b7+ br + by = 0,
bedacy warunkiem na sktadowe przyspieszen w kierunku b (dla wiezéw holonomicznych w kierun-

kach grad f, czyli w kierunku normalnym do "zamrozonej” powierzchni wiezéow). Przyspieszenia 5
m

moga nie spelnia¢ tego typu ograniczern i wtedy wigzy oddziatuja na punkty materialne pewnymiz
dodatkowymi sitami F ri, zwanymi sitami reakcji wiezow, by przyspieszenia W spelniaty te
ograniczenia. !

Roéwnania Newtona dla uktadu n punktéw materialnych nieswobodnych z p niezaleznymi row-
naniami wiezéw holonomicznych i p’ niezaleznymi réownaniami wiezéw nieholonomicznych (p+p’ <

3n):

m,ﬁ:ﬁl—i—ﬁm (izl,...,n),
FE(F, o Ty t) =0 (k=1,..,p),
S B o P )+ B (R o P ) = 0 (I=1,...p).

Wielkos¢ f = (3n — p — p') nazywa sie liczba stopni swobody ukladu punktéw materialnych i
interesuje nas przypadek f > 0.

Liczba niewiadomych: 3n polozen, 3n sit reakeji, czyli 6n.

Liczba rownan: 3n rownan ruchu, p + p’ rownan wiezow, czyli 3n +p+p' = 6n — f < 6n.
Trzeba wiec dotaczy¢ dodatkowe informacje o sitach reakcji i zmniejszy¢ liczbe niewiadomych
w tych sitach do (p + p’), odpowiadajacej liczbie warunkow natozonych na przyspieszenia przez
rOwnania wiezow.

Wiezy doskonate

Zaczniemy od rozwazenia najprostszych wiezow, zwanych wiezami doskonalymi (doskonale glad-
kimi). Wiezy nazywamy doskonatymi, jesli praca sit reakcji dla tych wiezoéw jest réwna zero

i=1
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przy dowolnych przesunieciach wirtualnych 07 okreslonych przez warunki grad f*)§7 = 0, b7 =
0. Wynika stad, ze sily reakcji wiezéw Fp musza by¢ kombinacja wektorow b i grad f* prosto-
padtych do 67

P 4
Fri = Z AP grad, f® 4 Z M”)EE”.
k=1 I=1

Mamy wtedy tylko (p + p/) niewiadomych A*) i @ zwanych mnoznikami Lagrange’a, ktore
okreslaja sity reakcji wiezow doskonatych.

Roéwnania ruchu Newtona przechodza wtedy w uklad réwnan Lagrange’a I rodzaju zawiera-
jacy (3n + p -+ p') rownan na 3n niewiadomych 7;(t) oraz (p + p') niewiadomych A®)(¢) i p®(¢).

mits = F+ 0 AWgrad, f® + 50, 4080 (i =1,....n),
FO(F, 7 t) =0 (k=1,..,p),
Zn g(l)(Fla ceey Fn; t)f; + b(()l)(Fla 7Fn7t) =0 (l = 1’ "'7p/)'

i=1"1

Jesli pojawiaja sie dodatkowo sity reakcji wykonujace prace przy przesunieciach wirtualnych, to te
dodatkowe sity nazywa sie silami tarcia, a wiezy nazywa sie wiezami niedoskonalymi (szorst-
kimi). Sily te zaleza od dodatkowych fizycznych parametrow charakteryzujacych szorstkosé po-
wierzchni wiezow - wspotezynnikow tarcia. (Scislej méwige, chodzi tu o sity tarcia kinetycznego,
gdyz sily tarcia statycznego sa sitami reakcji odpowiadajacymi dodatkowym wiezom doskonalym
unieruchamiajacym ciato i nie sa zalezne od wspotczynnikow tarcia statycznego - wspoteczynniki
te okreslaja jedynie warunki istnienia takich wiezow (zob. podrozdzial 1.8).)

Roéwnania Lagrange’a I rodzaju sa rownowazne zasadzie d’Alemberta: dla ruchu uktadu punk-
tow materialnych z zadanymi wiezami doskonalymi dla dowolnych przesunie¢ wirtualnych o7
zgodnych z wiezami:

> grad, fMoi =0, k=1,.,p,

i=1

n

S oo =0, 1=1,..p
i=1
zachodzi réwnanie
n . N
> (i — F)or = 0.
i=1
Dowod
Z rownan Lagrange’a wynika zasada d’Alemberta, gdyz dla wiezéw doskonatych 7 | Frid7; =
0. Z zasady d’Alemberta wynikajg réwnania Lagrange’a, gdyz wynika z niej, ze w przestrzeni
konfiguracyjnej m;r; — F, muszg by¢ kombinacja liniowa wektoréw prostopadtych do o7;. [
Zasada d’Alemberta jest dynamicznym uogélnieniem statycznej zasady prac wirtualnych (za-
sady prac przygotowanych, zasady Lagrange’a) > " | FLoF, = 0, ktora jest bardzo przydatna
przy wyznaczaniu potozen rownowagi uktadu z wigzami skleronomicznymi i sitami niezaleznymi
jawnie od czasu (wtedy dla potozen réwnowagi mamy 7; = 6)
Przyklad: Wahadlo matematyczne plaskie, czyli jeden punkt materialny w jednorodnym polu sity ciezkosci o
przyspieszeniu § = (g,0,0), z wiezami holonomicznymi (dwustronnymi skleronomicznymi): 2 + y? + 22 — 2 = 0,
z = 0. Uklad ten ma f =3-1—2 =1 stopni swobody i zal6zmy, Ze nie ma sil tarcia (wiezy sa doskonale).
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Roéwnania ruchu Lagrange’a I rodzaju
mi = mg + Mgrad( — 1?) + Aygrad z

we wspotrzednych kartezjanskich maja postaé:

mI =mg + 2\,
my = 2\y,

mzZ = 2\1z2 + Aa.

Uwzgledniajac réwnanie wiezéw z = 0, z trzeciego réwnania otrzymujemy Ao = 0, czyli nie pojawia sie sila reakcji
zwiazana z wiezami utrzymujacymi ruch wahadla w plaszczyznie pionowej. Pozostaje nam wiec problem ruchu w
plaszczyznie Ozy opisany dwoma pierwszymi réwnaniami ruchu i réwnaniem wiezow x2 +y2 — (% = 0.

Wygodnie jest przepisaé te réwnania w uktadzie biegunowym:

m(# — rp?) = mgcos @ + 217,
m(rg + 27p) = —mgsin @,

r2—12=0.
Rownanie wiezéw i pierwsze réwnanie ruchu pozwalaja wyznaczy¢ site reakcji wiezow
Fp=2\le, = (—mlp?* — mg cos @)é,,

skierowana wzdluz preta i réwnowazaca site odsrodkows i radialng skladows sily ciezkosci. Drugie réwnanie
przyjmuje posta¢ réwnania ruchu jednowymiarowego

mlp +mgsinp =0

i umozliwia wyznaczenie ruchu ¢(t) (uwzglednienie zasady zachowania energii pozwala sprowadzi¢ ten problem do
kwadratur). Zrobimy to w ogélnym wypadku podrozdziale 1.10, a obecnie rozwazymy otrzymane rownanie ruchu
tylko dla matych drgan (|¢| < 1), gdy mozna je przyblizy¢ przez:

¢+%g@=0.

Potrafimy podaé¢ ogdélne rozwigzanie tego réwnania liniowego:

© = acos (ﬁt) + bsin(ﬁt) = Acos (\/§t +9), , a,b A, 0— stale.

Otrzymujemy drgania harmoniczne. Istotna wlasciwoscig drgan harmonicznych jest izochroniczno$é, czyli nieza-
leznosé czestosci w = /9 (a stad i okresu T = 2T)
Rozdzielenie rownan na sity reakcji i rownan na ruch (juz bez sit reakcji) mozna przeprowadzi¢
dla dowolnego uktadu z wiezami holonomicznymi i zrobimy to w nastepnym podrozdziale. Takie
podejscie jest bardzo przydatne, gdyz czesto jesteSmy zainteresowani znalezieniem tylko ruchu, a

sity reakcji nie sa nam potrzebne.

od amplitudy drgan A.
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1.6 Uklady z wiezami holonomicznymi doskonatymi, réwnania Lagrange’a
II rodzaju

Wiemy juz, ze rownania Lagrange’a I rodzaju dla uktadu n punktéw materialnych z p wiezami
holonomicznymi doskonalymi maja postaé

mii; = Fs + 30 ABgrad, f®  (i=1,...,n),
f(k)(FhaFn?t) =0 (k: 1,7]?)

Uktad ma f = 3n — p stopni swobody i mamy (3n + p) réwnai na (3n + p) niewiadomych. Im
wiecej wiezow, tym wiecej rownaii, bo wiecej mnoznikéw A*). Jezeli nie interesuja nas sity reakeji,
a tylko ruch, to warto niewiadome A*) wyeliminowa¢ i otrzymaé¢ f réwnan ruchu na niezalezne
wspolrzedne okreslajace ten ruch. W tym celu wprowadzamy wiec wspoélrzedne uogélnione
zgodne z wiezami, czyli takie niezalezne wspotrzedne g = (¢1, g2, ..., ¢r) zdefiniowane zwiazkami
7 = 7i(q,t), ¢ = 1,...,n, aby rownania wiezow byly tozsamosciowo spelnione, czyli aby rzad
macierzy (g;) wynosil f oraz f*)(7(q,t),t) = 0.

Przyktad

Rozwazmy sferyczne wahadlo matematyczne o dlugoéci zmiennej w czasie, czyli punkt materialny na sferze o

promieniu [(t), co odpowiada wigzom x2 +y? + 22 — [2(t) = 0. Wprowadzamy wspohzedne sferyczne 1, o okreglone
wzorami

x = I(t)sindcosp,
= [(t)sin¥sin g,
z = I(t)cosd.

Wspotrzedne te identyfikuja jednoznacznie wszystkie punkty na powierzchni kuli (rzad macierzy (%) wynosi 2),
J
a réwnanie wiezdéw jest tozsamosciowo spelnione:

12(t)(sin? ¥ cos? @ + sin? ¥ sin” ¢ + cos® ) — 1%(t) = 0.

Wspoélrzedne 9, ¢ sa wiec wspotrzednymi uogdlnionymi zgodnymi z wiezami - wiezy nie nakladaja na nie zadnych
ograniczen.

Po wprowadzeniu wspotrzednych uogolnionych mamy wiec f*)(7(q,t),t) = 0 i wobec tego takze
Yo g—Zgradi f*) = 0. Po przejsciu do wspohzednych uogélnionych z réwnan Lagrange’a I ro-
dzaju pozostaje 3n réwnan na f = 3n — p wspohrzednych ¢ i p mnoznikéw Lagrange’a A*),
Przeksztalcimy teraz rownania ruchu tak, aby wyeliminowaé¢ z nich A*), czyli oddzieli¢ wyznacza-
nie ruchu od wyznaczania sit reakcji. Mnozymy obie strony rownan ruchu przez g—Z i sumujac po
1 uzyskujemy rownania:

—
(2

0T 20T " OF,
miT;—— = Fi—+ AR) rad, f*) l=1,..,
; 50~ 2 Fige 2o z; s A f)

i=1 k=1 ¢

w ktorych wspolezynniki przy A*) znikaja i wszystkie mnozniki A®) zostaja wyeliminowane.

Wielkosci | Qi(q, ¢,t) = > i, Eg—g nazywamy sitami uogélnionymi.

Wykazemy, ze



. . n -2 .
gdzie | T(q,q,t) = % amaT; (q,q,t) |
Dowd6d: Poniewaz

f _ _ 5 N
5 . 5 87’1‘ . 87“1‘ ém 87°i
Ti:T’iqvt7 r; = Q+ = = )
@) ,; dgi " Ot dq — Oq
o f = - N
d Or, o, . o*r;  Or;
N = Z gk + = )
dt dqr = Oqrdq g0t Oq
to
OT <~ LOF <~ - OF
= miriz— = miri=—,
O Iy ; dq
dOT <~ L OF = L dOF, = L OF = LOF < 87’1 oT
A = Mirsm—+ ) Ml —— = Ml =+ ) Ml = mn +—
dt 8ql Z 8 1 dt 8ql i1 qu Zl 8 1 Z qu
O

1 .
gdzie T(q, q, t) = 5 Z mif’iz(qh q.7 t)»

=1

u 7 or;
1(q,q,t i .
121 an

Uzyskane w ten sposéb rownania Lagrange’a 1T rodzaju sa uktadem f réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych, kazde drugiego rzedu, na f niewiadomych ¢(t). Sa one stuszne przy dowolnym wyborze
wspolrzednych uogolnionych zgodnych z wiezami (w szczegolnosei takze dla uktadow bez wiezow
przy dowolnych wspotrzednych w przestrzeni konfiguracyjnej uktadu punktéw swobodnych).
Jesli sity F; sa potencjalne, to F; = —grad,V (7, t) gdzie V jest energig potencjalng uktadu. Wtedy
Q=>7F gz; = — i grad; V(7 t) 5 8” = - odzie V(q,t) = V((q,t),t). Po wprowadzeniu
lagranzjanu (funkcji Lagrange’a) | L(q, ¢, t) = T(q, G,t) — V(q,t)|rownania Lagrange’a II rodzaju
przyjmuja wtedy prostsza postaé

Dowod:
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oL oTr oL 0T o0V 0T
=5 S —=a —a- =5 T@ U

oq  Oq Oq  Oq  Oq dq

Rownania Lagrange’a Il rodzaju daja zapisa¢ sie w tej postaci dla ogdlniejszej klasy sit, mianowicie
dla sit majacych uogoélniong energie potencjalna U(q, ¢,t), czyli jesli:

doUu oU

Qig,4,t) = doq  oq

Przyjmujac L(q,q,t) = T(q,q4,t) — U(q, ¢,t), rownania Lagrange’a Il rodzaju przyjmuja znana
nam juz postac:

Przy braku zaleznosci U od ¢ mamy U = V. Zaleznos¢ U od ¢ moze by¢ co najwyzej liniowa,
gdyz w przeciwnym wypadku mieliby$my sity uogolnione () zalezne od §, co jest niemozliwe.
Wazng klasa sit majacych uogolniona energie potencjalna sa sity elektromagnetyczne i dlatego
jest ona tak wazna. Sila elektromagnetyczna jest potencjalna w zwyklym sensie tylko w polu
elektrostatycznym.

Sita elektromagnetyczna dzialajaca na punkt materialny o tadunku elektrycznym ¢ jest okre$lona
wzorem Lorentza:

gdzie

E(7,t) = —grad ¢(F, t) — %(a t), B(7,t) = rot A(F, t),

i A- potencjal skalarny i wektorowy pola elektromagnetycznego.
Uogolniona energia potencjalna dla tej sity jest rowna

s =

U (7,7, t) = qp (7, t) — qrA(7,t),

gdyz:

doU oU  d op . 9A,  9A, 0A.
wor  or a1 g, Ml g, T )=

0A, 0A, 0Ax 0A, 09 0A, .0A, 0A,

= T T e T e Ve e
3925 an . e . 7
—q(% + g + y(rotA), — Z(rotA),)
= —q(grad ¢ + E)r +q(FxrotA), = ¢(E +7 X B),
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Przy zmianie cechowania potencjatow: ¢ — ¢p— A— A+ grady (przeksztalceme to nie zmienia

at g
Ei é) lagranzjan L — L+ %(qx), a rownania ruchu (zawierajace tylko Ei B) nie ulegaja zmianie.
Ogolne twierdzenie:

Roéwnania ruchu odpowiadajace lagranzjanom réznigcym sie o %@(q, t) z dowolna funkcja ®(q,t)
sa takie same.

ok ok

Dla ogolniejszych uktadéw z doskonalymi wiezami holonomicznymi i nieholonomicznymi mozna
zamiast lagranzjanu wprowadzi¢ funkcje przyspieszen, a zamiast rownan Lagrange’a II rodzaju
uzywaé rownan Appella. Podstawowe informacje o analizie ruchu takich uktadéw sa w podreczniku
Bialtkowskiego.

1.7 Lagranzjan i zasady zachowania

Jak wiemy, przy catkowaniu réwnan ruchu przydatne sa catki ruchu odpowiadajace odpowiednim
zasadom zachowania.

IL(q,4,t)

Pedy uogoélnione |p;(q, §,t) = de,
Jesli L = smi? — V(x,t), to p, = ma jest sktadowa zwyklego pedu. W ogolnym wypadku nie
musi to byc zwykty ped. Jesli L = —m( +r?¢?) = V(r,t), to p, = % = mr?¢p = L., czyli ped

uogolniony p, jest sktadowa L. momentu pedu. Jedli L = §mf2 — qp(T,t) + q?fT(F, t), to ped

uogolniony p'= 8—L = mi+ qu(F, t).
Z réwnan ruchu dtpl g; .

Jesli lagranzjan nie zalezy od ¢ (¢; jest zmienna cykliczng), to ped uogolniony uktadu p; zachowuje
sie.

Energia uogolniona |G(q, ¢, t) qu q q,t) — L(q,q,1) |

. d oL _ 9L, 0L
Z réwnai ruchu 4G = Zl 1(QZa_ql T Qigror — g a—qlql) - E? czyli

dG _ _ oL
dt ot |

Jesli lagranzjan nie zalezy jawnie od t (¢ jest zmienng cykliczna), to zachowuje sie energia uogol-
niona uktadu.
Czym jest energia uogoélniona uktadu?

Eu

=1

_ 1 — 2 1 _ 87“@

=1 illl

fo 7 f
Zzakl q;t C]kql+zaz ¢, t)q +aolg,t) =To+T1 +Tp = 0,

k=1 l=1 =1

l\DI»—t

gdzie
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qCL l+v(q7) U1+V

T Mx

f
Glq,q,t) =Y Zakldk+az—bz)—TQ—T1—T0+U1+V=
=1

:2T2+T1—Ul—Tg—Tl—T0+U1+V:TQ—T0+V

Jesli wiezy sa skleronomiczne i wspolrzedne uogolnione zostaly wybrane w postaci 7 = 7(q), a
sity sg potencjalne, to 17 =Ty, = 0, T' = T, U = V i energia uog6lniona jest zwykla energia
E=T+V.

Wréémy do ogodlnej postaci lagranzjanu:

o f /
1 .
L(q.4,1) = 5 3 Y agla, dsde + Y (a;(a,t) = by, ))d; + aola. t) = V(g 1).
j=1 k=1 =1
Macierz a;i(q,t) = 8‘?% =>" 1»22? g;i jest symetryczna i dodatnio okreslona.
J J

Dowo6d dodatniej okreslonosci:
7 definicji

1L or;
52> ki = Zmz “)zo,

j=1 k=1

przy czym réownos¢ zachodzi tylko wtedy, jesli Z =1 g;t g; = 0dlai=1,...,n. Poniewaz jednak

rzad macierzy a” tego jednorodnego uktadu réwnan liniowych wynosi f , to jego rozwigzaniami
sa tylko ¢; =0. O

Lagranzjan odgrywa wazna role w mechanice, gdyz w tej pojedynczej funkcji zawarta jest pelna
informacja dynamiczna o uktadzie mechanicznym. W lagranzjanie, jak widzieliSmy, zakodowane
sa informacje pozwalajace znalez¢ rownania ruchu ukladu oraz zasady zachowania. Okazuje sie, ze
lagranzjan mozna wprowadzi¢ takze dla innych uktadéw fizycznych i tak np. w elektrodynamice
lagranzjan zawiera informacje o rownaniach Maxwella, czyli rownaniach pola elektromagnetycz-
nego, itd. We wspolczesnej fizyce lagranzjan stanowi zwykle punkt startowy teorii dowolnych

uktadéw fizycznych.

Przyktad: Sferyczne wahadlo matematyczne, czyli punkt materialny o masie m na sferze o promieniu ! w jedno-
rodnym polu sity ciezkosci o przyspieszeniu ¢ = gé,.

Roéwnanie wiezow: 2% +y? + 22 — 12 = 0 (wiezy skleronomiczne), liczba stopni swobody f =3 —1 = 2, wspétrzedne
uogolnione 9 i ¢:
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z=lsind¥cosy, &=1lcostcospd—lsindsiny P,
y=Ilsindsinp, ¢ =Icosdsinp+ [sindcosypp,
z =lcos, z = —lsind 4.

1 1 :
T = §m(jc2 + 9% 4 22) = §ml2(192 + sin? ¥¢?),
V = —mgr = —mgz = —mgl cos 9,

1 .
L= §ml2(192 + sin? 9¢?) + mgl cos V.

Wypiszmy réwnania Lagrange’a II rodzaju:

mi?9 — mi? sin ¥ cos 9% + mglsind = 0,

mi? sin® 9 + 2mi? sin ¥ cos 99 = 0.

Dla ¢ = const réwnania te przechodza w znane nam réwnanie dla wahadta ptaskiego mi?9 + mglsing = 0. W
ogbdlnym wypadku réwnania sg bardzo zlozone. Aby je rozwigzaé, wykorzystamy zasady zachowania.
Lagranzjan nie zalezy od ¢ i stad zachowuje sie ped uogélniony
oL
Do = 77 = ml?sin? 9 = const = L,
¢

czyli sktadowa L. momentu pedu (L, = m(zy — yi) = ... = ml? sin® 9¢).
Lagranzjan nie zalezy od t i stad zachowuje sie energia uogdlniona

1 .
G=T+V = Emlz(ﬁ2 + sin? ¥p?) — mgl cos ¥ = const = E.

Zasady zachowania pozwalaja sprowadzié¢ uktad rownani do dwoch réwnan pierwszego rzedu dla 9(t) i ¢(t):

1, , L?

5m12192 +Ver(9) = E, gdzie Vep(9) = el y mgl cos 0,
. L
YT miZsin29’

ktére mozna sprowadzié¢ do kwadratur

9
t—tozi/ v = 9 =),
90 \[22(B = Ves (0))

t L.dt

AR 1o mI2sin® V(t)’

Wiele informacji o ruchu mozemy uzyska¢ z analizy V¢ (¥).
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a. Jesli L, =0, czyli ¢ =0, co odpowiada wahadlu plaskiemu z ¢ = const, to ruch jest mozliwy dla E > —mgl.
Dla E = —mgl wahadlo spoczywa w ¢ = 0.

Dla —mgl < E < mgl wahadlo drga wokét 9 = 0.

Dla E = mgl mamy ruch pelzajacy wahadla (¢ — +7 przy t — o0).

Dla E > mgl wahadlo wykonuje ruch obrotowy. ‘

b. Jedli L, # 0, to V. f(¥) ma minimum Vj dla cosdy = ngld sin* 9, ¥ < 7

Dla E =V mamy ¥ = g i ¢ = const, czyli wahadto poruszza sie jednostajnie po poziomym okregu (pret wahadla
zakre§la powierzchnie stozka o poléwkowym kacie rozwarcia 9g) (precesja regularna).

Dla E > Vj kat ¢ zmienia sie sie miedzy Upmin 1 Omaee (nutacja), a ¢ zmienia sie ze zmienng predkoscia katowa ¢

(precesja nieregularna).

1.8 Wiezy holonomiczne dwustronne szorstkie - sity tarcia

Zagadnienie to omowimy na prostym przykladzie pojedynczego punktu materialnego o masie m
poruszajacego sie po nieruchomej powierzchni f(7) = 0 (skleronomiczne wiezy holonomiczne).
Roéwnania ruchu Lagrange’a I rodzaju w wypadku wiezow doskonatych (doskonale gtadkich) maja
postac:

gdzie sila reakcji wiezow Fry = Agrad f jest prostopadia (normalna) do powierzchni wiezow.
W wypadku wiezow szorstkich dochodza sktadowe styczne sity reakcji, czyli sity tarcia zwigzane
z szorstkoscig powierzchni:

m%:ﬁ+ﬁRN+ﬁRT.

7 doswiadczenia wiemy, ze obowigzujg nastepujace prawa dla sily tarcia Frr:

a. sila tarcia statycznego: jesli punkt materialny nie porusza si¢ wzgledem powierzchni wiezow
w chwili poczatkowe] i skladowa styczna sity |Fr| < ol Frn|, gdzie po - wspolezynnik tarcia
statycznego, to Frr = —Frirfp = 0, czyli punkt materialny pozostaje w spoczynku Wzglqdem
powierzchni wiezow. Sila tarcia statycznego odpowiada wiee dodatkowym wiezom: #p = 0.

b. sita tarcia kinetycznego: jesli punkt materialny porusza sie wzgledem powierzchni wiezéw, to
Frr = _M‘FRN|g> gdzie p - wspolezynnik tarcia kinetycznego i z doswiadczenia pu < pg. Rownania
ruchu maja wtedy postac:
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mi=F + Agrad f — /L|>\gradf|ﬂ,
f(m) =0.

Jesli pp = 0, to wiezy sa doskonale (doskonale gladkie).
Jesli pp = oo, to wiezy sa doskonale szorstkie.

1.9 Wiezy holonomiczne jednostronne doskonale

Rozwazymy takie wiezy na przykladzie jednego punktu materialnego o masie m przy sile Fi
rownaniu wiezow f(7,t) > 0. Zachodza wtedy wzory:

L e df Ef o
f(F+drt+dt) = f(r t) + dtdt—i— s dt® +
gdzie
df of  d*f - d dof
= grad — =grad f - D D d ——=
 —rad [P S S —grad [T Dy, Daf = (Serwd )i 508

Wiezy jednostronne dziataja w nastepujacy sposob:

a. Obszar f(7,t) < 0 jest zabroniony dla punktu materialnego w Chwili t.

b. Jesli f(7,¢) > 0 lub [£(7,1) = 0, (77 ¢) > 0] lub [£(7, ) = 0, §(7.7.1) = 0, grad fL£ 4 Dy f >
0], to ruch jest swobodny i robwnanie ruchu ma postaé mi-=F.

c. Jesli f(r,t) =0, dt( 7,t) =01 grad fﬁ + Dy f < 0, to wiezy sie napinaja i réwnanie ruchu ma
posta¢ jak dla wiezow dwustronnych f(r,t) =0:

—

= F + Agrad f.

Poniewaz dla takiego ruchu %L = 0, wiec:

dt
grad f(F + Agrad f) + mD,f = 0,
ina A\ otrzymujemy wzor:

mDsf + ﬁgradf
grad fI>

A= —

czyli A > 01 sita reakcji jest jednostronna.
d. Jesli f(r,t) = 0, dt( r,t) < 0, to nastepuje uderzenie o powierzchnie wiezoéw powodujace
nagla zmiane predkosci P — ?,, aby Zt(* 7 t) > 0 i dalej ruch odbywa sie zgodnie z b. lub c.
Dla wiezoéw doskonatych uderzeniowa sita reakCJl wiezéw musi by¢ prostopadla do powierzchni f,
czyli podczas zderzenia sktadowa styczna predkosci nie zmienia sie: rT = 7, a sktadowa normalna,
zmienia sie w zalezno$ci od sprezystosci uderzenia. Z do$wiadczenia wiemy, ze wtedy

daf
FF,t = —e— (7, Tt
2 ) ().

. . . L. . . ) . _ 15
Wspolezynnik sprezystosci przyjmuje wartosci 0 < e < 1; dla uderzenia szkla o szklo € = 3,
zelaza o zelazo € = g.

Jesli € = 0, to uderzenie jest doskonale niesprezyste i punkt materialny przylega do wiezow.
Jesli € = 1, to uderzenie jest doskonale sprezyste i wtedy dla wiezéow skleronomicznych mamy
- .
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1.10 Polozenia ré6wnowagi uktadu i male drgania wokét potozenia réw-
nowagi trwalej
Rozwazmy uklad ze skleronomicznymi wiezami holonomicznymi doskonalymi, wspolrzednymi

uogdlnionymi okreslonymi przez © = 7(q) i sitami zachowawczymi z energia potencjalna V'(q).
Lagranzjan ma wtedy postaé

i
Z Z ajk(q)quk — V(Q) - T(Qu (D - V(Q)

j=1 k=1

N | —

L(g, (q)) =

i rownania Lagrange’a II rodzaju przyjmuja postac:

~

f
~ 10q; ..oV
aji(q ZZ ]I;Z(Q))Qij + # =0, =1,.,f.

j=1 j=1 k=1

]~

W uktadzie tym zachowuje sie energia E = T'(q,q) + V(q).

Polozeniem rownowagi ukladu mechanicznego nazywamy takie jego poltozenie ¢, ze jesli uktad
znajdzie sie w nim w pewnej chwili z ¢ = 0, to pozostanie w nim nieskoniczenie dlugo, czyli
stale beda znika¢ ¢ i ¢. 7 réwnan Lagrange,a II rodzaju wynika, ze warunkiem koniecznym i
dostatecznym dla potozenia rownowagi jest znikanie w tym potozeniu pierwszej pochodnej energii
potencjalnej, czyli sit uogélnionych:

Potozenie rownowagi jest polozeniem réwnowagi trwalej, jesli przy dostatecznie matych od-
chyleniach od niego i dostatecznie malych predkosciach w chwili poczatkowej uktad w dowolne]
chwili czasu znajduje sie w dowolnie malym otoczeniu potozenia rownowagi. Sciglej: dla dowolnie
matych dodatnich statych ¢, i ¢; istnieja takie dodatnie stale o, 1 d4, ze jesli poczatkowo (w ¢ = 1)
mamy |qjo — ¢jr| < dg; 1 |¢jo| < dg;, 7 =1,..., f, to dla dowolnego czasu spetnione sa nieréwnosci
05— el < 0, 3 15| < €4y 5= Lo .

W przeciwnym wypadku mamy polozenie réwnowagi chwiejnej.

Twierdzenie Dirichleta

Jesli potozenie rownowagi odpowiada minimum energii potencjalnej, to jest potozeniem réwnowagi
trwatej.

Dowad:

Jesli w polozeniu réwnowagi mamy minimum energii potencjalnej V,, to w dowolnie matym oto-
czeniu tego polozenia mozemy wybra¢ hiperpowierzchnie z energig potencjalng V. + A z A > 0.
W czasie ruchu zachowuje sie energia uktadu i stad, jesli uktad jest wewnatrz tej hiperpowierzchni
i predkosci s na tyle mate, ze £ < V,.+ A, to uktad nie wyjdzie poza te hiperpowierzchnie. Uktad
wykonuje wiec malte drgania wokét potozenia rownowagi trwalej. [

Dobierzmy tak wspotrzedne uogoélnione, aby w polozeniu ré6wnowagi trwaltej mie¢ g = 0. W czasie
ruchu ¢ i ¢ beda male i rozwinmy L w otoczeniu ¢ = 0 = ¢ w szereg potegowy w tych malych.
Rozwazmy najpierw wazny przypadek, gdy w rozwinieciu energii potencjalnej wokél potozenia
rownowagi trwalej
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f 2
Vi) = VO + Y5 0+ 5303 5 O+

(drugi sktadnik znika!) minimum energii potencjalnej wiaze sie z dodatnia okreslonoscia formy

kwadratowej %Z;.c:l Z£:1 bikqiqr, gdzie by, = %aé—av%(O), czyli spelnione jest kryterium Sylvestra
J

dodatniej okreslonosci:

b11 blf

bir bia >0, ..., . I>o.

b11 >0,
H ‘512 bas

blf bff

Dla dostatecznie matych amplitud drgan mozna wiec ograniczy¢ sie do wyrazéw kwadratowych w
rozwinieciu L(q, §):

IR

J=1

Z a;x(0)4;qx — bjrg;qr) — V(0)

f
k=1

[\3|H

i rownania ruchu staja sie uktadem réwnan liniowych:

f
Z(alk(o)(jk +brqr) =0, 1=1,..,f,
k=1

ktory potrafimy rozwiaza¢ analitycznie. Ruch ukladu jest wtedy zlozeniem [ drgan harmonicz-
nych. Przez przeksztalcenie liniowe mozna obie macierze a;x(0) i bjx sprowadzi¢ réwnoczesnie do
postaci diagonalnej z dodatnimi wartoSciami wlasnymi na przekatnej i wtedy dla nowych wspot-

rzednych (okreslonych przez wektory wlasne), zwanych wspotrzednymi normalnymi, mamy uktad
f niesprzezonych drgan harmonicznych (drgan normalnych), kazde z jedna czestoscia (okreslona
przez odpowiednie wartosci wlasne). W ogélnym wypadku takie przeksztalcenie liniowe jest zto-

zeniem trzech przeksztalcen:

1. obrotu diagonalizujacego macierz aji - ze wzgledu na dodatnig okreSlonos¢ tej macierzy na jej
przekatnej otrzymujemy dodatnie wartosci wlasne,

2. dylatacji sprowadzajacej otrzymana diagonalna macierz aj; do macierzy jednostkowej (lub
proporcjonalnej do jednostkowej),

3. obrotu diagonalizujacego przeksztalcona (w wyniku przeksztalcen 1. i 2.) macierz bjj - jed-
nostkowa macierz a;, nie ulega wtedy zmianie.

Dla wiekszych amplitud drgan trzeba uwzgledni¢ dalsze wyrazy rozwiniecia i ujawnia sie nielinio-

wos¢ rownan ruchu i anharmonicznosé drgan (czesto stosuje sie wtedy rachunek zaburzen). W

wypadku, jesli minimum energii potencjalnej nie wiaze si¢ z dodatnig okreslonoscia formy kwadra-

towej % Z?Zl Z£:1 b;irq;qr, trzeba od poczatku uwzgledni¢ wyzsze wyrazy rozwinigcia i nawet dla
bardzo matych amplitud od razu pojawiaja sie nieliniowe réwnania ruchu i drgania anharmoniczne.

Przyklad 1. Podwojne wahadlo matematyczne plaskie - do wahadla matematycznego o masie m; i dlugosci {
podwieszone jest drugie wahadlo o masie mo i identycznej dlugosci, drgajace w tej samej plaszczyznie z = 0,
przyspieszenie grawitacyjne ¢ = ge,.

Roéwnania wiezow:
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|
o oo o

2
o i - 1P
(x2 — $1)2 + (y2 — y1)2 -7 =

Liczba stopni swobody: f =3-2—4 =2, wspélrzedne uogbélnione @1, po:

X ¥

x1 =lcosypy, x9 =lcosp; +1cosps,
Y1 =lsinpy, Yo =Isinyy + [sin s,

z1 =0, z9 = 0.
T1 = —Isinpi1¢1, oo = —Ilsinpiy; — lsin papa,
71 =lcospi¥1, Yo =lcospipr +lcospapa,
z1 =0, z9 = 0.

1 L1 o .
T = —mil®¢7 + —mal®(¢F + ¢35 + 2cos (p1 — @2)192),

2 2
V = —mygx1 — magze = —myglcos 1 — magl(cos @1 + cos p3).
Polozenia réwnowagi:
aVv .
9 = (mq + ma)glsinp; =0, ¢ =0,m,
ov
—— = mgglsinpy =0, wo = 0,7,
D2
czyli 4 polozenia réwnowagi.
Potlozenia réwnowagi trwalej:
( 0’V ) _{ (mq +ma)glcos 0
D0k 0 maglcosypy |-
+ 0 .. .
w1 =0, p2=0: 0 4 = minimum, polozenie trwale
+ 0 . . ..
p1 =0, p2 =7 0 — = punkt siodlowy, polozenie chwiejne
p1=m, 2 =0: ( 6 JOF ) = punkt siodtowy, polozenie chwiejne
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- 0

Y1 =T, P2 =T: < 0 > = maksimum, potozenie chwiejne

Stad mamy tylko jedno polozenie réwnowagi trwatej: o1 = 0, @2 = 0. Dla matych drgan wokét tego potozenia:

1 L1 o .
L= oml*@7 + omal®(§1 + &5 + 2¢162)+

1 1 1
+migl + 2mogl — §mlgl<pf — §mgglgo? — imgghp%.

Roéwnania ruchu:

mal? 31+ mal®@r + mal®Po + miglpr + magler = 0,

m212¢2 + m2l2gpl + ’ITLQQZQOQ = O,

czyli oznaczajac o = | /2 <1, wo = /T

©1 + a2¢2 + wggal =0,

1+ P2 +w(2)<,02 =0.

Poszukujemy niezaleznych rozwiazan postaci:

¥1 _ Ay iwt 1 _ Ay 2y jiwt
(2)-(a)= = (8)-(a) e
—w?+wl  —a%W? Aq 0
—w? —w2+w8 Ag 0o/

Niezerowe rozwigzania dla A;, Ao istnieja tylko, gdy:
(W? —wd)? —awt =0,

(W? — w2 — aw?)(W? — W2 + aw?) =0,

czyli wzbudzaja sie jedynie drgania z czesto$ciami:

. wo wo
w=tws, tw., gdzie ws =

Dodatkowo mamy jeszcze réwnania:
2
dlawziw>: — Alzloi—aAQ = AQZ—éAl,

T 1-a

— . _« _ a? _ 1
dla w = :l:(xJ< mAl = H—QAQ = A; = EAl'
Ogoblne rozwiazanie ma wiec postac:

(8)-( o

_ ( 1 )(acos(w>t)+bsin(w>t))+( i )(ccos (wet) + dsin (w<t)).

_1
(e [e3

) (Ceiw<t +De—iw<t) —_

Q=

Jesli od wspoétrzednych @1, o przeszliby$émy do nowych wspoétrzednych
Uy = Q1 — pa, Uz = Y1+ P,

to w1 drgataby z czestoscia ws, a us - z czestoscia wo (u1, us sa wiec wspoirzednymi normalnymi). Latwo sprawdzié,
ze w tych wspotrzednych normalnych réwnania ruchu sa niesprzezone:

. 2 . 2
U +wiu; =0, g +wZus =0,
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a macierze a;x(0) 1 b;, wystepujace w L sa diagonalne.
State a, b, ¢, d wyznaczamy z warunkéw poczatkowych. Jedli w ¢ = 0 wychylenia ¢ i o przyjmuja swoje maksy-
malne wartosci @19 1 20, czyli Y19 = 0 = ¥ag, to:

a+c= o, —é(a—c)zﬁpzm
bW> + d(U< = 0, —é(bu)> — dW<) = 0

Stad:

a= %(@10 — upy), € = %(@10 + aup), b=d =0
i rozwigzanie ma postac:
{ 1 = 2(p10 — ap20) cos (wst) + 2 (P10 + aupao) cos (w<t),
2 = — 5 (10 — Q20) cos (wst) + 5= (10 + apag) cos (w<t).
Jesli 10 = aws, to pojawiaja sie tylko drgania z czestodcia w-, a jesli 19 = —apag - tylko z czestoscia w-,

co zgodne jest z nasza intuicja fizyczna (okres bardziej "majestatycznego” ruchu jest dtuzszy). Przy o — 0, czyli

mi > mg, otrzymujemy drgania dwoch niezaleznych wahadet z czestoscia wy.

Przyklad 2: Wahadlo matematyczne plaskie o masie m i dlugosci | drgajace w plaszczyznie Ozy pod wpltywem
jednorodnej sity grawitacyjnej z ¢ = gé;.

Roéwnania wiezow: z = 0, 22 + y? — [2 = 0 (wiezy skleronomiczne holonomiczne).

Liczba stopni swobody f =3-1—2 = 1. Wspdlrzedna uogdlniona ¢:

0

L Y
E

m
v
X
x=1Icosp, &= —lsinpy,
y=Isiny, y=I1cospp,
z=0, z2=0.

1 1

T — —m(i2 +y2 +22) — _ml2 -2’
2 2

V = —mgr = —mgx = —mgl cos ¢,

1
L= iml2gb2 + mgl cos .
Roéwnanie Lagrange’a 11 rodzaju ma postaé:

mi%@ + mglsing = 0,

czyli

o+ % sing = 0.
ZmalezliSmy juz wcze$niej ruch wahadla dla malych drgan, teraz przeanalizujemy go dla dowolnych amplitud.
Do znalezienia rozwiazania réwnania wykorzystamy zasade zachowania energii ( %—f = 0, wiezy skleronomiczne,

7 = 7(q), sily potencjalne):

1
T+V = imlng2 —mglcosp = E,
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skad po rozdzieleniu zmiennych problem znalezienia ruchu sprowadza sie do obliczenia catki:

t—to== /%\/

Wybierajac tak chwile poczatkowa to = 0, aby w niej g =0, ¢ > 0, mamy FE = %ml%b% — mgl 1 stad:

(E+ mgl cos c,o)

m l2

%)
_i/ do ,
0 \/¢§—2%(1—cosg0)

czyli

® d 1'2
Pot = i/ W odzie k= %.
0 /11— Lsin®£ 9

(przy wzroscie ¢ znak +, przy maleniu znak —).

Drganiom odpowiada E < mgl, czyli %ml%b% <2mgl = g2 <4g=k < 1.

Ruchowi pelzajacemu odpowiada E =mgl = k = 1.

Ruchowi obrotowemu odpowiada F > mgl = k > 1.

a. k < 1. Ruch odpowiada wtedy drganiom z amplituda ¢; okre§lona przez osiaganie zera przez wyrazenie
podpierwiastkowe: 1 — 1%2 sin? =0, czyli sin & = k.

WprowadZzmy nowa zmienng o wzorem sin £ = k sihnaa = % cos £dp = kcosada i wtedy:

“ 2k d « d
W:/ Zheosadar o [T A0 gk, ),
0 COS3Cosc 0 1—k2sina

gdzie F'(k,«) jest funkcja specjalna zwana calka eliptyczna pierwszego rodzaju - jej tablice sa np. w poradniku

Bronsztejna. Mamy wiec
F(k,a) = \/gt

i wykorzystujac funkcje odwrotna, zwana amplitudg calki eliptycznej pierwszego rodzaju, mozemy napisac:

a = am(k, \/gt),

sing = ksinam(k, 4/ %t) = ksn(k, %t),

gdzie sn oznacza funkcje specjalna, zwang sinusem eliptycznym Jacobiego.
Ostatecznie drgania o dowolnej amplitudzie (w ogolnosci anharmoniczne) opisuje wzor:

czyli

= 2arcsin (k sn(k, %t»

Okres ruchu T jest wiec okreslony wzorem:

z
%T = 4F(k, g) = 4K (k), czyli T = 4\/jK(sin %),
g

gdzie K (k) jest funkcja specjalna zwana catka eliptyczna zupelna pierwszego rodzaju. Okres drgan zalezy wiec od
amplitudy drgan (anizochronizm). Zbadajmy nieco te zaleznosé:

k2" sin®" a] =

2 do
Kk::/ —:/ dafl +
*) 0 V1-—k2sin®a 0 nzl
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czyli

7 tablic w poradniku Bronsztejna mamy:

amplituda ¢ 2—E|—T =[.]
0° 1

30° 1,017

60° 1,073

90° 1,180

120° 1,373

150° 1,762

180° 00

Widzimy wiec, ze nawet przy amplitudzie 90° okres drgani wzrasta o mniej niz 20% w stosunku do okresu przy
malych amplitudach.

Anharmonicznosé drgari prowadzi wiec do zmiany okresu (a wiec i czestosci) drgan i do ruchu niesinusoidalnego,
ktory mozemy przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera, czyli ztozenia (superpozycji) drgar harmonicznych z czesto-
$cig podstawows i jej wielokrotnosciami. W ogélnym wypadku do analizy ruchu przy niezbyt duzych amplitudach
stosuje sie rachunek zaburzen, pozwalajacy bezposrednio oblicza¢ kolejne czlony takiego rozwiniecia. Rachunek za-
burzeri dla drgan anharmonicznych jest szczegétowo omoéwiony w podreczniku Mechanika L. Landaua i E. Lifszyca.
b. k=1 - ruch pelzajacy.

. ? d 1
g@ot:/ Spg, =2In tg[i(w—i—go)],
0

[¢0)] )

$ot

Dot
@ =4darctge 2 —m = 2arcsin (tgh @TO)

Kat ¢ = 3 jest osiagany w t = oo.
c. k> 1 - ruch obrotowy.

1 oot
<p:2am(— 4'0—0)

Czas pelnego obrotu (przyrostu ¢ o 27) obliczamy ze wzoru:

B 2r(19) - (}),

2 k
T i( /%)

Dla bardzo duzych energii mamy % —0iK(0)=7F,czyli T — 2?7(:’ co odpowiada w granicy ruchowi jednostajnemu.

Przyklad 3. Jednowymiarowe drgania w polu sit o potencjale V(z) = Saz?", n = 1,2,..; a > 0. Potencjal ma
minimum dla z = 0, ale %1‘2{ o = 0dlan>11inie ma wtedy drgan harmonicznych dla matych amplitud drgar (od
razu pojawiaja sie drgania anharmoniczne).

czyli
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Rownanie ruchu jest nieliniowe dla n > 1:
mi + nax®" ! = 0.

Aby je scatkowaé, skorzystamy z zasady zachowania energii:

1 1 1
§ma'c2 + 5(1362" =F = iax%",

gdzie x1 - amplituda (maksymalne wychylenie) drgan.
Ze wzgledu na symetrie potencjatu interesuje nas ruch od =0w ¢t =0 do = w chwili ¢, gdzie 0 < x < z1:

at_/m dx
m Jo (3 — 20

Wprowadzajac nowa zmienng y wzorem: T = Yz, = y = ()", do = %ﬂyﬁ’lxldy, otrzymujemy:

(L)Qn (L)Qn
a @1 1 B 1 1 1 a _
—t = i 2n dy(l — P L 2n 1—
Vo /O 5,01y y(1—y) 2ay P /0 y(1-y)

1 1 1 2n
IS WA
2nxt 2n° 2" \xy

gdzie [ 2*71(1 — 2)P~'dx = B(a, B;2) jest funkcj specjalng zwang niepelng funkcja beta Eulera.

Okres drgait wynosi
/ 1 11 INESINE
T=4,/" n—lB(i’i)ZQ = n—(12n)1(2)1 )
a 2nx? 2n° 2 anxy” T'(5; +3)

Nl

gdzie B(a, 8) = B(a, ;1) i T'(a) sa funkcjami beta i gamma Eulera. Okres drgan dla n > 1 zalezy od amplitudy
drgari z1, a dla n = 1 (drgania harmoniczne) otrzymujemy T = 27/, gdyz I'(3) = /7, ['(1) = 1.
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