
Zygmunt Ajduk
MECHANIKA KLASYCZNA

2 Mechanika (nierelatywistyczna) bryªy sztywnej

2.1 Kinematyka bryªy sztywnej

Bryª¡ sztywn¡ nazywamy ukªad punktów materialnych, których wzajemne odlegªo±ci s¡ wiel-
ko±ciami staªymi. Je±li na taki ukªad nie s¡ naªo»one »adne wi¦zy oprócz tych zapewniaj¡cych
staªe odlegªo±ci mi¦dzy punktami materialnymi ukªadu, to bryª¦ sztywn¡ nazywamy swobodn¡,
w przeciwnym wypadku - nieswobodn¡.
Do opisu ruchu bryªy sztywnej wprowadza si¦ dwa ukªady wspóªrz¦dnych. Jeden nieruchomy

ukªad wspóªrz¦dnych U - zwi¡zany z u»ywanym do opisu ruchu ukªadem odniesienia (zwykle
inercjalnym) - o pocz¡tku w O i wersorach ~e1, ~e2, ~e3 i drugi ruchomy ukªad wspóªrz¦dnych U ′

- zwi¡zany z bryª¡ sztywn¡ (poruszaj¡cy si¦ razem z ni¡) - o pocz¡tku w O′ i wersorach ~e ′1, ~e ′2, ~e ′3.

Poªo»enie bryªy sztywnej (czyli poªo»enie dowolnego jej punktu) jest okre±lone przez podanie
poªo»enia ukªadu U ′, czyli poªo»enia ~r0 jego pocz¡tku O′ i trzech k¡tów okre±laj¡cych orientacji
osi ukªadu ~e ′1, ~e ′2, ~e ′3. Swobodna bryªa sztywna ma wi¦c 6 stopni swobody. Jako wspóªrz¦dnych
u»ywamy zwykle wektora ~r0 = (x0, y0, z0) opisuj¡cego ruch post¦powy bryªy sztywnej i trzech
k¡tów Eulera ϑ, ϕ, ψ [0 ≤ ϑ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ 2π] opisuj¡cych jej ruch obrotowy wokóª
O′.
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Z rysunku de�niuj¡cego k¡ty Eulera widzimy, »e ogólny obrót przeprowadzaj¡cy osie ukªadu U w
osie ukªadu U ′ jest zªo»eniem trzech obrotów skªadowych: obrotu o k¡t ϕ wokóª osi ~e3, obrotu o
k¡t ϑ wokóª linii w¦zªów (o kierunku okre±lonym przez wersor ~w) i obrotu o k¡t ψ wokóª osi ~e ′3
(zwrot osi w¦zªów wybieramy zgodnie ze zwrotem iloczynu wektorowego ~e3 × ~e ′3). I na odwrót:
wersory ukªadu U ′ przejd¡ w wersory ukªadu U po obrocie b¦d¡cym zªo»eniem trzech obrotów: o
k¡t −ψ wokóª ~e ′3, o k¡t −ϑ wokóª osi ~e ′1 i na koniec obrotu o k¡t −ϕ wokóª ~e ′3: ~e1

~e2

~e3

 =

 cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1


 1 0 0

0 cosϑ − sinϑ
0 sinϑ cosϑ


 cosψ − sinψ 0

sinψ cosψ 0
0 0 1


 ~e ′1
~e ′2
~e ′3

 ,
czyli

 ~e1

~e2

~e3

 =

 − cosϑ sinϕ sinψ + cosϕ cosψ − cosϑ sinϕ cosψ − cosϕ sinψ sinϑ sinϕ
cosϑ cosϕ sinψ + sinϕ cosψ cosϑ cosϕ cosψ − sinϕ sinψ − sinϑ cosϕ

sinϑ sinψ sinϑ cosψ cosϑ


 ~e ′1
~e ′2
~e ′3

 .
Pojawiaj¡ca si¦ w tym równaniu ~ei =

∑3
j=1 αij~e

′
j macierz αij = ~ei~e

′
j jest ogóln¡ parametryzacj¡

macierzy ortogonalnej obrotu (pojawiaj¡cej si¦ tak»e w podrozdziale 1.1), opisuj¡cej wzajemn¡
orientacj¦ wersorów rozwa»anych ukªadów. W wierszach tej macierzy mamy wspóªrz¦dne werso-
rów ukªadu nieprimowanego U w ukªadzie primowanym U ′, a w kolumnach wspóªrz¦dne wersorów
ukªadu primowanego U ′ w ukªadzie nieprimowanym U (macierz¡ odwrotn¡ do macierzy ortogo-
nalnej jest macierz trasponowana).

Poªo»enia punktów bryªy sztywnej w ukªadzie U okre±la wzór ~r = ~r0 + ~r ′, czyli

xi(t) = x0i(t) +
∑3
j=1(~ei~e

′
j(t))x

′
j = x0i(t) +

∑3
j=1 αij(t))x

′
j,

gdzie wektor ~r ′, reprezentowany w ukªadzie primowanym przez staªe wspóªrz¦dne (x′1, x
′
2, x

′
3),

numeruje poszczególne punkty bryªy sztywnej ( d′~r ′
dt

= ~0).
Pr¦dko±ci punktów bryªy sztywnej w ukªadzie U okre±la wzór (zob. podrozdzaª 1.1):

~v ≡ d~r

dt
=
d~r0

dt
+
d′~r ′

dt
+ ~ω × ~r ′ = ~v0 + ~ω × ~r ′,

czyli jest sum¡ pr¦dko±ci ruchu post¦powego z pr¦dko±ci¡ ~r0 i ruchu obrotowego z pr¦dko±ci¡
k¡tow¡ ~ω, gdzie

~ω ≡ ~e ′1(
d~e ′2
dt
~e ′3) + ~e ′2(

d~e ′3
dt
~e ′1) + ~e ′3(

d~e ′1
dt
~e ′2) = ω′1~e

′
1 + ω′2~e

′
2 + ω′3~e

′,
3

czyli

37



ω′1 ≡ ~e ′1~ω = ~e ′3
d~e ′2
dt

= α13
dα12

dt
+ α23

dα22

dt
+ α33

dα32

dt
= ... = cosψϑ̇+ sinϑ sinψϕ̇,

ω′2 ≡ ~e ′2~ω = ~e ′1
d~e ′3
dt

= α11
dα13

dt
+ α21

dα23

dt
+ α31

dα33

dt
= ... = − sinψϑ̇+ sinϑ cosψϕ̇,

ω′3 ≡ ~e ′3~ω = ~e ′2
d~e ′1
dt

= α12
dα11

dt
+ α22

dα21

dt
+ α32

dα31

dt
= ... = cosϑϕ̇+ ψ̇.

W ukªadzie primowanym mamy: ~e ′3 = (0, 0, 1), ~e3 = (sinϑ sinψ, sinϑ cosψ, cosϑ), ~w =
(cosψ, − sinψ, 0), czyli

~ω = ϑ̇ ~w + ϕ̇~e3 + ψ̇~e ′3 .

Pr¦dko±¢ k¡towa bryªy sztywnej jest wi¦c po prostu sum¡ pr¦dko±ci k¡towych dla skªadowych
obrotów przeprowadzaj¡cych wersory ukªadu U w U ′.
Mniej przydatne wspóªrz¦dne pr¦dko±ci k¡towej w ukªadzie U wyra»aj¡ si¦ wzorami:

ω1 ≡ ~e1~ω = cosϕ ϑ̇+ sinϑ sinϕ ψ̇,

ω2 ≡ ~e2~ω = sinϕ ϑ̇− sinϑ cosϕ ψ̇,

ω3 ≡ ~e3~ω = ϕ̇+ cosϑ ψ̇.

Przyspieszenia punktów bryªy sztywnej w ukªadzie U okre±la wzór:

~a =
d~v

dt
=
d~v0

dt
+ ~̇ω × ~r ′ + ~ω × (~ω × ~r ′) = ~a0 + ~γ × ~r ′ + ~ω × (~ω × ~r ′),

gdzie ~a0 ≡ d~v0

dt
jest przyspieszeniem w ruchu post¦powym bryªy sztywnej, a ~γ ≡ d~ω

dt
= d′~ω

dt
-

przyspieszeniem k¡towym w jej ruchu obrotowym.

2.2 Podstawowe wielko±ci dynamiczne bryªy sztywnej

Bezwªadno±¢ bryªy sztywnej charakteryzuje 10 parametrów, podczas gdy dla punktu materialnego
wystarczyl jeden - masa. Omówmy po kolei te parametry, de�niuj¡c je w zwi¡zanym z bryª¡
ukªadzie U ′ (wyst¦puj¡ce ni»ej sumowania i caªkowania nale»y wykona¢ po caªej obj¦to±ci bryªy
sztywnej).

Masa bryªy sztywnej (skalar, czyli jeden parametr):

M ≡
∑

∆m =
∑

ρ∆V ′ =
∫
ρ(~r ′)dV ′.

Wektor poªo»enia ±rodka masy bryªy sztywnej wzgl¦dem O′ (3 parametry):

~R′ ≡ 1

M

∑
∆m~r ′ =

1

M

∫
ρ(~r ′)~r ′ dV ′.
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Tensor momentu bezwªadno±ci bryªy sztywnej Î ′ wzgl¦dem O′:

(Î ′)ik ≡ I ′ik ≡
∫
ρ(~r ′)(~r ′2δik − x′ix′k)dV ′.

Okre±lona powy»szym wzorem (w ukªadzie primowanym U ′) macierz tensora momentu bezwªad-
no±ci jest macierz¡ symetryczn¡: I ′ik = I ′ki, czyli okre±la j¡ 6 parametrów: trzy momenty bez-
wªadno±ci (inercji) I ′i wzgl¦dem osi ~e ′i i trzy momenty zboczenia (dewiacji) D′i wzgl¦dem osi ~e ′i
(i = 1, 2, 3):

(Î ′) =

 I ′1 −D′3 −D′2
−D′3 I ′2 −D′1
−D′2 −D′1 I ′3

 ,
gdzie

I ′1 =
∫
ρ(x′22 + x′23 )dV ′, I ′2 =

∫
ρ(x′23 + x′21 )dV ′, I ′3 =

∫
ρ(x′21 + x′22 )dV ′,

D′1 =
∫
ρx′2x

′
3dV

′, D′2 =
∫
ρx′3x

′
1dV

′, D′3 =
∫
ρx′1x

′
2dV

′.

Moment bezwªadno±ci wzgl¦dem osi o kierunku wyznaczonym przez wersor ~n, przechodz¡cej przez
O′, okre±la wzór

I ′~n ≡ ~n(Î ′~n) =
∑
ik

n′iI
′
ikn
′
k =

∫
ρ
∑
ik

n′in
′
k(~r
′2δik − x′ix′k)dV ′ =

∫
ρ[~r ′2 − (~r ′~n)2]dV ′ =

∫
ρd2dV ′,

gdzie d2 jest kwadratem odlegªo±ci punktu bryªy sztywnej od osi o kierunku ~n przechodz¡cej
przez O′. Znajomo±¢ tensora momentu bezwªadno±ci wzgl¦dem O′ pozwala wi¦c obliczy¢ moment
bezwªadno±ci wzgl¦dem dowolnej osi przechodz¡cej przez O′ przez proste mno»enie macierzy.
Co to jest tensor?
Przy obrocie ukªadu wspóªrz¦dnych danym przez macierz ortogonaln¡ αik:
skalar (tensor zerowego rz¦du) nie ulega zmianie: f = f ′,
wektor (tensor pierwszego rz¦du) przeksztaªca si¦ wedªug wzoru xi =

∑
k αikx

′
k,

tensor (drugiego rz¦du) przeksztaªca si¦ wedªug wzoru Aij =
∑
kl αikαjlA

′
kl.

�atwo sprawdzi¢, »e wielko±ci I ′ik przeksztaªcaj¡ si¦ przy obrocie jak tensor.
Tensor momentu bezwªadno±ci jest tensorem symetrycznym i przez obrót ukªadu mo»na go za-
wsze zdiagonalizowa¢. Osie ukªadu wspóªrz¦dnych, w którym tensor momentu bezwªadno±ci jest
diagonalny, nazywa si¦ gªównymi osiami bezwªadnosci bryªy sztywnej, a elementy diagonalne
w tym ukªadzie - gªównymi momentami bezwªadno±ci tej bryªy. W ukªadzie gªównych osi
bezwªadno±ci

(Î ′) =

 I ′1 0 0
0 I ′2 0
0 0 I ′3

 .
Przykªad. Znamy ju» z wykªadów �zyki gªówne momenty bezwªadno±ci wzgl¦dem ±rodka masy S dla kilku prostych
jednorodnych bryª, a mianowicie dla:
prostopadªo±cianu o bokach a, b, c

I
(S)
1 =

1
12
M(b2 + c2), I

(S)
2 =

1
12
M(c2 + a2), I

(S)
3 =

1
12
M(a2 + b2),

walca koªowego o promieniu a i wysoko±ci h

I
(S)
1 = I

(S)
2 =

1
12
M(3a2 + h2), I

(S)
3 =

1
2
Ma2,

kuli o promieniu a

I
(S)
1 = I

(S)
2 = I

(S)
3 =

2
5
Ma2.
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Bryª¦, dla której przy obrocie wokóª O′ wszystkie trzy gªówne momenty bezwªadno±ci s¡ ró»ne,
nazywa si¦ b¡kiem niesymetrycznym, gdy dwa z nich s¡ równe - b¡kiem symetrycznym, gdy
wszystkie trzy sa równe - b¡kiem kulistym. Przy obrocie wokóª ±rodka masy S b¡kiem kulistym
jest zarówno jednorodna kula jak i jednorodny sze±cian.

Przy zmianie pocz¡tku ukªadu zwi¡zanego z bryª¡ sztywn¡ (bez zmiany kierunków osi ukªadu)
mamy ~r ′ = ~r ′0 + ~r

′′ i wtedy:

M nie ulega zmianie,

~R ′ = ~r ′0 + ~R
′′
,

I ′ik =
∫
ρ[(~r ′0 + ~r

′′
)2δik − (x′0i + x

′′
i )(x

′
0k + x

′′
k)]dV

′ =

= M(~r ′20 + 2~r ′0 ~R
′′
)δik −M(x′0ix

′
0k + x′0iX

′′
k +X

′′
i x
′
0k) + I

′′
ik.

Ostatni wzór nosi nazw¦ twierdzenia Steinera. Je±li obliczymy tensor momentu bezwªadno±ci
wzgl¦dem pocz¡tku jakiego± ukªadu zwi¡zanego z bryª¡ sztywn¡, to z twierdzenia Steinera po-
tra�my w prosty sposób przeliczy¢ go na tensor momentu bezwªadno±ci wzgl¦dem pocz¡tku O

′′

innego ukªadu, a przy wykorzystaniu przeksztaªce« tensora przy obrocie potra�my uwzgl¦dni¢
tak»e zmian¦ orientacji osi tego innego ukªadu. Twierdzenie Steinera przyjmuje prostsz¡ posta¢,
gdy O′′ = S (ukªad U ′′ jest ukªadem ±rodka masy S), czyli ~r ′0 = ~R′, ~R′′ = ~0:

I ′ik = M(~R ′2δik −X ′iX ′k) + I
(S)
ik .
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Dla momentu bezwªadno±ci wzgl¦dem osi ~n otrzymujemy wtedy:

I ′~n = Md2 + I
(S)
~n ,

czyli moment bezwªadno±ci wzgl¦dem osi przechodz¡cej przez O′ równa si¦ momentowi bezwªad-
no±ci wzgl¦dem osi równolegªej przechodz¡cej przez ±rodek masy S powi¦kszonemu o iloczyn masy
bryªy przez kwadrat odlegªo±ci d tych osi (twierdzenie Steinera znane z �zyki).
Sprawdzimy teraz, »e znaj¡c te 10 parametrów M, ~R ′, I ′ik potra�my obliczy¢ p¦d, moment p¦du
i energi¦ kinetyczn¡ bryªy sztywnej, czyli jej podstawowe wielko±ci dynamiczne.
P¦d bryªy sztywnej wynosi

~P ≡ ∑∆m~v =
∫
ρ(~v0 + ~ω × ~r ′)dV ′ = M(~v0 + ~ω × ~R ′).

Je±li O′ = S, czyli ~r0 = ~R, ~R ′ = ~0, to
~P = M ~̇R.

Moment p¦du bryªy sztywnej wzgl¦dem O wynosi:
~L ≡

∑
∆m(~r × ~v) =

∑
∆m(~r0 + ~r ′)× (~v0 + ~ω × ~r ′) =

= M [~r0 × ~v0 + ~r0 × (~ω × ~R′) + ~R ′ × ~v0] +
∑

∆m~r ′ × (~ω × ~r ′).

Poniewa» ∑∆m~r ′ × (~ω × ~r ′) =
∑

∆m[~r ′2~ω − ~r ′(ω~r ′)] = Î ′~ω, wi¦c ostatecznie
~L = M [~r0 × ~v0 + ~r0 × (~ω × ~R ′) + ~R ′ × ~v0] + Î ′~ω.

Je±li O′ = S, to wzór staje si¦ prostszy

~L = M ~R× ~̇R + Î(S)~ω = ~R× ~P + ~L(S),

gdzie ~L(S) = Î(S)~ω jest momentem p¦du bryªy wzgl¦dem jej ±rodka masy. Moment p¦du bryªy
sztywnej jest wtedy sum¡ momentu p¦du dla ruchu post¦powego ±rodka masy i momentu p¦du
dla ruchu obrotowego wzgl¦dem ±rodka masy.
Energia kinetyczna bryªy sztywnej wynosi:

T ≡ 1

2

∑
∆m~v 2 =

1

2

∑
∆m(~v0 + ~ω × ~r ′)2 =

1

2
M~v 2

0 +M~v0(~ω × ~R ′) +
1

2

∑
∆m(~ω × ~r ′)(~ω × ~r ′).

Poniewa» ostatni czªon jest równy 1
2

∑
∆m~ω[~r ′ × (~ω × ~r ′)] = 1

2
~ω(Î ′~ω), wi¦c ostatecznie

T = 1
2
M~v 2

0 +M~v0(~ω × ~R ′) + 1
2
~ω(Î ′~ω).

Je±li O′ = S, to wzór staje si¦ prostszy

T = 1
2
M ~̇R

2

+ 1
2
~ω(Î(S)~ω).

Energia kinetyczna bryªy sztywnej jest wtedy energii kinetycznej dla ruchu post¦powego ±rodka
masy i energii kinetycznej dla ruchu obrotowego wzgl¦dem ±rodka masy (twierdzenie Königa).
Z powy»szych wzorów na ~P , ~L, T wida¢, »e w ogólnym wypadku warto wybiera¢ pocz¡tek O′

ukªadu U ′ zwi¡zanego z bryªa sztywn¡ w jej ±rodku masy S. Warto te» zwróci¢ uwag¦ na inny
korzystny wybór. Je±li jeden z punktów bryªy sztywnej jest nieruchomy, to pocz¡tek O′ ukªadu
U ′ zwi¡zanego z bryª¡ sztywn¡ warto wybra¢ w tym punkcie, gdy» w ten sposób caªy ruch bryªy
sztywnej sprowadza si¦ do ruchu obrotowego wokóª tego punktu ( ~r0 = ~0, ~v0 = ~0), a rozwa»ane
wielko±ci dynamiczne okre±laj¡ wzory:

~P = M~ω × ~R ′, ~L = Î ′~ω, T = 1
2
~ω(Î ′~ω).
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2.3 Równania ruchu bryªy sztywnej

Rozwa»my najpierw swobodn¡ bryª¦ sztywn¡, czyli zde�niowany wcze±niej szczególny ukªad punk-
tów materialnych o f = 6 stopniach swobody. Ruch bryªy sztywnej jest zªo»eniem jej ruchu po-
st¦powego i obrotowego. Równania ruchu otrzymamy analizuj¡c zmian¦ w czasie p¦du i momentu
p¦du bryªy sztywnej:

d~P

dt
= ~F ,

d~L

dt
= ~M,

gdzie ~F i ~M s¡ wypadkow¡ siªa zewn¦trzn¡ i wypadkowym momentem siª zewn¦trznych (wzgl¦dem
pocz¡tku O stosowanego ukªadu odniesienia, zwykle inercjalnego), dziaªaj¡cych na bryª¦ sztywn¡.
Siªy wewn¦trzne dla bryªy sztywnej s¡ siªami reakcji dla wi¦zów f(~ri, ~rj) ≡ |~ri−~rj|2−d2

ij = 0 i dla
wi¦zów doskonaªych ich wkªad do siª reakcji jest postaci ~FRij = λgradi f = 2λ(~ri−~rj). Wkªad od
siª wewn¦trznych zeruje si¦, gdy» siªy wewn¦trzne speªniaj¡ trzeci¡ zasad¦ dynamiki i s¡ centralne.
Wykorzystuj¡c wyra»enia na ~P i ~L, mo»emy wyprowadzi¢ jawn¡ posta¢ tych równa«:

d~P

dt
=

d

dt
[M(~v0 + ~ω × ~R ′)] = M [~a0 + ~γ × ~R ′ + ~ω × (~ω × ~R ′)],

d~L

dt
=

d

dt
[M~r0 × (~v0 + ~ω × ~R ′) +M ~R ′ × ~v0 + Î ′~ω] =

= M~r0 × [~a0 + ~γ × ~R ′ + ~ω × (~ω × ~R ′)] +M~v0 × (~ω × ~R ′) +M(~ω × ~R ′)× ~v0 +M ~R ′ × ~a0

+ Î ′~γ + ~ω × Î ′~ω = ~r0 × ~F +M ~R ′ × ~a0 + Î ′~γ + ~ω × Î ′~ω,

czyli ostatecznie równania ruchu maj¡ posta¢ ukªadu sprz¦»onych ze sob¡ równa«:

M(~a0 + ~γ × ~R ′ + ~ω × (~ω × ~R ′)) = ~F ,

M ~R ′ × ~a0 + Î ′~γ + ~ω × Î ′~ω = ~M ′,

gdzie ~M ′ = ~M− ~r0× ~F =
∑

(~r−~r0)×∆~F =
∑
~r ′×∆~F jest wypadkowym momentem siª zewn¦trz-

nych wzgl¦dem pocz¡tku O′ ukªadu odniesienia zwi¡zanego z bryªa sztywn¡. Niewiadomymi s¡
~r0(t) i k¡ty Eulera (ϑ(t), ϕ(t)ψ(t)), których pochodne ~a0 ≡ d2~r0

dt2
, ~ω i ~γ ≡ d~ω

dt
= d′~ω

dt
wyst¦puj¡ w

tych równaniach.
Je±li O′ = S, czyli ~r0 = ~R, ~R ′ = ~0, to równania ruchu przyjmuj¡ prostsz¡ posta¢:

M ~̈R = ~F ,

Î(S)~γ + ~ω × Î(S)~ω = ~M (S).

Drugie równanie nosi nazw¦ równania Eulera dla ruchu obrotowego bryªy sztywnej.
Je±li na ruch bryªy sztywnej naªo»one s¡ wi¦zy, czyli bryªa jest nieswobodna, to równania ruchu
maj¡ posta¢:

d~P

dt
= ~F + ~FR,

d~L

dt
= ~M + ~MR,

+ (równaniawi¦zów) ,
+ (dodatkowe informacje dla wi¦zów niedoskonaªych czy jednostronnych),

42



gdzie ~FR i ~MR s¡ wypadkowymi siªami reakcji wi¦zów i momentami siª reakcji wi¦zów naªo»onych
na bryª¦ sztywn¡.
W wypadku wi¦zów holonomicznych doskonaªych po wprowadzeniu wspóªrz¦dnych uogólnionych
zgodnych z wi¦zami równania ruchu mo»na zapisa¢ w postaci równa« Lagrange'a II rodzaju (z
wyeliminowanymi siªami reakcji i momentami siª reakcji). Lagran»jan dla bryªy sztywnej okre±la
wzór L = T − V lub ogólniej L = T − U .
Je±li w czasie ruchu jaki± punkt bryªy sztywnej jest nieruchomy i wybierzemy ten punkt jako
O′ = O, to ruch bryªy sztywnej sprowadza si¦ do ruchu obrotowego i jest opisywany przez równanie
ruchu Eulera

Î ′~γ + ~ω × Î ′~ω = ~M + ~MR,

a równanie
M~γ × ~R ′ +M~ω × (~ω × ~R ′) = ~F + ~FR

pozwala wyznaczy¢ siª¦ reakcji ~FR.

2.4 Przykªady ruchu bryªy sztywnej

Przykªad 1. Wahadªo �zyczne pªaskie , czyli bryªa sztywna obracaj¡ca si¦ wokóª nieruchomej poziomej osi w
jednorodnym polu grawitacyjnym bez siª tarcia (wi¦zy doskonaªe).

Wybieraj¡c pocz¡tki O = O′ ukªadów na osi wahadªa w pªaszczy¹nie pionowej zawieraj¡cej jego ±rodek masy S,
o± Oz = Oz′ wzdªu» osi wahadªa, o± Ox′ wzdªu» prostej O′S i o± Ox w kierunku pionowym, równania wi¦zów
maj¡ posta¢: x0 = y0 = z0 = 0, ϑ = ϕ = 0. Wahadªo to ma jeden stopie« swobody i wspóªrz¦dn¡ uogólnion¡ ψ.
Wtedy ~v0 = ~0, ~ω = ψ̇~e ′z, ~g = g~ex i

T =
1
2
~ω(Î ′~ω) =

1
2
I ′zψ̇

2,

V = −
∑

∆m~g~r = −M~g ~R = −Mgd cosψ,

L =
1
2
I ′zψ̇

2 +Mgd cosψ,

gdzie I ′z ≡ ~e ′z(Î
′~e ′z) jest momentem bezwªadno±ci wahadªa wokóª jego osi obrotu, d - odlegªo±ci¡ ±rodka masy S

wahadªa od jego osi obrotu.
Równanie ruchu ma posta¢

I ′zψ̈ +Mgd sinψ = 0, czyli ψ̈ +
Mgd

I ′z
sinψ,

identyczn¡ jak dla przeanalizowanego szczegóªowo pªaskiego wahadªa matematycznego o dªugo±ci l = I′z
Md , zwanej

dªugo±ci¡ zredukowan¡ wahadªa �zycznego. Z twierdzenia Steinera I ′z = Md2 + I
(S)
z i st¡d l = d + I(S)

z

Md . Dªugo±¢

zredukowana wahadªa, a st¡d i okres jego drga«, osi¡ga minimum lmin = 2
√

I
(S)
z

M dla d =
√

I
(S)
z

M .
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Wypisane równanie ruchu odpowiada rzutowi równania d~L
dt = ~M + ~MR na o± ~ez = ~e ′z, gdy» Lz = ~ez~L = I ′zψ̇,

Mz = ~ez
∑

(~r ×∆m~g) = M~ez(~R × ~g) = −Mgd sinψ, MRz = ~ez
∑
~r ×∆~FR =

∑
∆~FR(~e3 × ~r) = 0, bo siªy ∆~FR

przyªo»one s¡ do osi obrotu. Pozostaªe pi¦¢ równa« wyznacza wypadkow¡ siª¦ reakcji ~FR oraz pozostaªe dwie

skªadowe momentu siª reakcji ~MR.
Przykªad 2. B¡k symetryczny ci¦»ki z ±rodkiem masy na osi symetrii tensora bezwªadno±ci b¡ka.
Wybierzmy pocz¡tek ukªadu nieruchomego w punkcie podparcia b¡ka O = O′, o± Oz pionowo do góry (~g = −g~e3)

i o± O′z′ wzdªu» osi symetrii b¡ka ( ~R = ~R ′ = d~e ′3). Bryªa sztywna w tym ruchu ma trzy stopnie swobody i jako
wspóªrz¦dne uogólnione wybieramy k¡ty Eulera ϑ, ϕ i ψ.

Tensor momentu bezwªadno±ci wzgl¦dem O′ ma posta¢:

(Î ′) =

 I ′1 0 0
0 I ′1 0
0 0 I ′3

 .

i wykorzystuj¡c po drodze wzory na skªadowe ~ω z podrozdziaªu 2.1, mamy:

T =
1
2
~ω(Î ′~ω) =

1
2
I ′1(ω′21 + ω′22 ) +

1
2
I ′3ω
′2
3 =

=
1
2
I ′1(ϑ̇2 + sin2 ϑ ϕ̇2) +

1
2
I ′3(cosϑ ϕ̇+ ψ̇)2

V = −M~g ~R = Mgd cosϑ,

L =
1
2
I ′1(ϑ̇2 + sin2 ϑ ϕ̇2) +

1
2
I ′3(cosϑ ϕ̇+ ψ̇)2 −Mgd cosϑ.

Lagran»jan ten zawiera jako szczególny przypadek wahadªo matematyczne sferyczne (je±li I ′1 = Md2, I ′3 = 0), a
tak»e b¡k symetryczny swobodny (dla g = 0).
Równania ruchu s¡ do±¢ zªo»one - wykorzystajmy wi¦c od razu zasady zachowania:

∂L

∂ϕ
= 0 ⇒ pϕ =

∂L

∂ϕ̇
= I ′1 sin2 ϑϕ̇+ I ′3(cosϑ ϕ̇+ ψ̇) cosϑ = const = L3,

∂L

∂ψ
= 0 ⇒ pψ =

∂L

∂ψ̇
= I ′3(cosϑ ϕ̇+ ψ̇) = const = L′3,

∂L

∂t
= 0 ⇒ T + V =

1
2
I ′1(ϑ̇2 + sin2 ϑ ϕ̇2) +

1
2
I ′3(cosϑ ϕ̇+ ψ̇)2 +Mgd cosϑ = const = E,

gdzie L3 i L′3 s¡ rzutami momentu p¦du bryªy sztywnej (wzgl¦dem O = O′) i E jest energi¡ bryªy sztywnej.
Powi¡zane z cykliczno±ci¡ k¡ta ψ zachowanie L′3 pojawia sie w zwi¡zku z symetri¡ obrotow¡ bryªy wzgl¦dem osi
z′.
Ukªad równa« szóstego rz¦du po uwzgl¦dnieniu tych trzech zasad zachowania redukuje si¦ do ukªadu trzech równa«
pierwszego rz¦du, które po przeksztaªceniach maj¡ posta¢:

ϕ̇ =
L3 − L′3 cosϑ
I ′1 sin2 ϑ

,
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ψ̇ =
L′3
I ′3
− (L3 − L′3 cosϑ) cosϑ

I ′1 sin2 ϑ
,

1
2
I ′1ϑ̇

2 +
1
2

(L3 − L′3 cosϑ)2

I ′1 sin2 ϑ
+Mgd cosϑ = E − L′23

2I ′3
.

Problem sprowadza si¦ wi¦c do kwadratur, czyli obliczenia trzech caªek: z trzeciego równania otrzymujemy ϑ(t),
a nast¦pnie z pierwszych dwóch równa« mo»emy obliczy¢ ϕ(t) i ψ(t). Widzimy, »e je±li w ruchu b¡ka pojawia si¦
precesja, czyli ϕ̇ 6= 0, to w efektywnym potencjale

Vef (ϑ) ≡ (L3 − L′3 cosϑ)2

2I ′1 sin2 ϑ
+Mgd cosϑ

pojawia si¦ dodatkowy (pierwszy) czªon, który powoduje, »e mimo istnienia siªy ci¦»ko±ci b¡k nie opada caªkowicie
(zjawisko to nazywamy zjawiskiem giroskopowym).

Przejd¹my wi¦c do caªkowania trzeciego równania. Wprowadzaj¡c now¡ zmienn¡ x ≡ cosϑ i staª¡ a ≡ 2I ′1(E− L′23
2I′3

),
otrzymujemy:

t = ±I ′1
∫

dx√
P (x)

,

gdzie P (x) ≡ (a − 2MgdI ′1x)(1 − x2) − (L3 − L′3x)2 jest wielomianem trzeciego stopnia w x i ruch wyst¦puje
tylko dla P (x) ≥ 0 (dla b¡ka swobodnego wynik jest prostszy, bo mamy wielomian drugiego stopnia). Poniewa»
P (±∞) = ±∞ oraz P (±1) = −(L3∓L′3)2 ≤ 0, wi¦c w przedziale [1,∞) mamy przynajmniej jeden pierwiastek x3 i
w przedziale [−1, 1] mamy dwa lub zero pierwiastków. Ruch jest mo»liwy tylko, je±li w tym �zycznym przedziale s¡
dwa pierwiastki x1 i x2, x1 ≤ x2 ≤ x3, przy czym pierwiastki te wyra»aj¡ si¦ poprzez staªe parametry rozwa»anego
ukªadu. Zapisuj¡c P (x) = 2MgdI ′1(x − x1)(x − x2)(x − x3) i przyjmuj¡c warunek pocz¡tkowy x = x1 w t = t0
otrzymujemy dla interesuj¡cego nas zakresu x ≤ x2 caªk¦:

t− t0 =

√
I ′1

2Mgd

∫ x

x1

dx√
(x− x1)(x− x2)(x− x3)

.

Wprowadzaj¡c zamiast x now¡ zmienn¡ α wzorem x = x1 + (x2 − x1) sin2 α (przedziaªowi [x1, x2] odpowiada
0 ≤ α ≤ π

2 ), czyli podstawiaj¡c:

x− x1 = (x2 − x1) sin2 α,

x− x2 = (x1 − x2) cos2 α,

x− x3 = (x1 − x3)(1− k2 sin2 α),

dx = 2(x2 − x1) sinα cosαdα,

gdzie 0 ≤ k ≡
√

x2−x1
x3−x1

≤ 1, otrzymujemy:

t− t0 =

√
2I ′1

Mgd(x3 − x1)

∫ α

0

dα√
1− k2 sin2 α

=

√
2I ′1

Mgd(x3 − x1)
F (k, α).

Ostatecznie mamy wi¦c:

cosϑ = x1 + (x2 − x1)sn2
(
k,

√
Mgd(x3 − x1)

2I ′1
(t− t0)

)
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i okres drga« w k¡cie ϑ (nutacji) wynosi:

Tϑ = 2

√
2I ′1

Mgd(x3 − x1)
K(k),

gdzie funkcje specjalne F (k, α), K(k) i sn(k, y) to kolejno caªka eliptyczna pierwszego rodzaju, caªka eliptyczna
zupeªna pierwszego rodzaju i sinus eliptyczny Jacobiego (zob. podrozdziaª 1.10).
Znaj¡c ϑ(t), mamy do obliczenia kolejne caªki, by wyznaczy¢ ϕ(t) i ψ(t). Ograniczaj¡c si¦ do sytuacji, gdy x1 = x2,
czyli ruchu ze staªym k¡tem ϑ = arccosx1 ≡ ϑ0, otrzymujemy wtedy:

ϑ = ϑ0,

ϕ = ϕ0 +
L3 − L′3 cosϑ0

I ′1 sin2 ϑ0

(t− t0),

ψ = ψ0 +
[L′3
I ′3
− L3 − L′3 cosϑ0

I ′1 sin2 ϑ0

]
(t− t0).

Ruch ten nosi nazw¦ precesji regularnej - cechuje go brak nutacji i staªe pr¦dko±ci k¡towe precesji ϕ̇ i obrotu
wªasnego ψ̇.
Na zako«czenie zbadamy jedno szczególne rozwi¡zanie, odpowiadaj¡ce osi symetrii b¡ka ustawionej stale pionowo,
czyli ϑ = 0. Wtedy L3 = L′3 = I ′3(ψ̇+ ϕ̇) ≡ I ′3ω′3 i z równania odpowiadaj¡cego zachowaniu energii 1

2I
′
3ω
′2
3 +Mgd =

E otrzymujemy ω′3 = const, czyli mamy b¡k drzemi¡cy. Zbadajmy trwaªo±¢ ruchu przy maªym wychyleniu b¡ka
z poªo»enia ϑ = 0. Wtedy:

Vef (ϑ) =
L′23
2I ′1

(1− 1 + ϑ2

2 + ...)2

ϑ2 + ...
+Mgd(1− ϑ2

2
+ ...) =

1
2

(
L′23
4I ′1
−Mgd)ϑ2 +Mgd,

czyli równowaga trwaªa wyst¦puje, je±li
L′23
4I′1
−Mgd > 0, czyli ω′23 >

4I′1Mgd

I′23
. Gdy w wyniku tarcia pr¦dko±¢ obrotu

b¡ka zmaleje poni»ej tej warto±ci, b¡k si¦ budzi (pojawia si¦ nietrwaªo±¢ ruchu).

Przykªad 3. B¡k swobodny, czyli ruch obrotowy bryªy wokóª nieruchomego punktu O′ przy ~M ′ = ~0.
Na Ziemi, w jednorodnym polu grawitacyjnym, b¡k swobodny odpowiada umieszczeniu bryªy w zawieszeniu Car-
dana z O′ = S, gdy» wtedy ~M (S) = M ~R(S) × ~g = ~0.
Wybierzmy pocz¡tek ukªadu nieruchomego w O = O′. Bryªa ma 3 stopnie swobody i jako wspóªrz¦dne uogólnione

wybieramy k¡ty Eulera ϑ, ϕ, ψ. Równania ruchu d~L
dt = ~0 przyjmuj¡ posta¢ równa« ruchu Eulera:

Î ′
d′~ω

dt
+ ~ω × Î ′~ω = ~0.

Wybieraj¡c osie ukªadu primowanego wzdªu» osi gªównych bezwªadno±ci, tensor momentu bezwªadno±ci jest dia-
gonalny:

(Î ′) =

 I ′1 0 0
0 I ′2 0
0 0 I ′3

 ,

i równania ruchu Eulera w ogólnym wypadku maj¡ posta¢:

I ′1ω̇
′
1 + ω′2ω

′
3(I ′3 − I ′2) = 0,

I ′2ω̇
′
2 + ω′3ω

′
1(I ′1 − I ′3) = 0,

I ′3ω̇
′
3 + ω′1ω

′
2(I ′2 − I ′1) = 0.

Nasz¡ analiz¦ ruchu zaczniemy od dyskusji ruchów z przyspieszeniem k¡towym ~γ = d′~ω
dt = ~0, czyli ~ω = ~const

zarówno wzgl¦dem ukªadu zwi¡zanego z b¡kiem jak i ukªadu nieruchomego. Z równa« ruchu Eulera otrzymujemy
wtedy warunek

~ω × Î ′~ω = ~0,

czyli
Î ′~ω = λ~ω,

co oznacza, »e ruch ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ odbywa si¦ tylko wtedy, gdy pr¦dko±¢ k¡towa ~ω jest skierowana
wzdªu» jednej z osi gªównych bezwªadno±ci.
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Zbadajmy, czy ruch z ω′3 = ω0 = const, ω′2 = ω′1 = 0 jest trwaªy, czyli czy przy maªych zmianach pr¦dko±ci k¡towej
b¦dzie zachodziª stale w otoczeniu tego ruchu. Oznaczaj¡c ω′3 = ω0 + ε3, ω

′
1 = ε1, ω

′
2 = ε2 i rozwijaj¡c równania

ruchu z dokªadno±ci¡ do wyrazów liniowych w maªych ε, otrzymujemy:

I ′1ε̇1 + (I ′3 − I ′2)ω0ε2 = 0,
I ′2ε̇2 + (I ′1 − I ′3)ω0ε1 = 0,

I ′3ε̇3 = 0.

St¡d ε3 = const (maªe zaburzenie skªadowej ω3 pozostaje maªym zaburzeniem) i wstawiaj¡c do drugiego równania

ε2 = − I′1
(I′3−I

′
2)ω0

ε̇1 wyznaczone z pierwszego równania, otrzymujemy:

ε̈1 +
(I ′1 − I ′3)(I ′2 − I ′3)ω2

0

I ′2I
′
1

ε1 = 0.

Maªe drgania dla ε1 (i ε2) wyst¦puj¡, je±li Ω2 ≡ (I′1−I
′
3)(I′2−I

′
3)

I′2I
′
1

ω2
0 > 0, czyli (I ′1 − I ′3)(I ′2 − I ′3) > 0. Ruch z ω′3 = ω0

b¦dzie trwaªy, je±li I ′3 b¦dzie najmniejszym lub najwi¦kszym momentem gªównym bezwªadno±ci; ruch obrotowy
wokóª osi z po±rednim gªównym momentem bezwªadno±ci nie b¦dzie trwaªy.
Wró¢my obecnie do ogólnej analizy ruchu. Z równa« ruchu Eulera musimy znale¹¢ (ω′1(t), ω′2(t), ω′3(t)), a nast¦pnie
przy u»yciu wzorów kinematycznych z podrozdziaªu 2.1 wyznaczy¢ ϑ(t), ϕ(t), ψ(t). Przy caªkowaniu (nieliniowych)
równa« ruchu Eulera wygodnie jest wykorzysta¢ zasady zachowania energii kinetycznej T = 1

2~ω(Î ′~ω) i momentu

p¦du ~L = Î ′~ω wzgl¦dem O′ (zob. podr¦cznik Rubinowicza i Królikowskiego).
Tutaj ograniczymy si¦ tylko do analizy ruchu symetrycznego b¡ka swobodnego i wybierzemy o± z′ wzdªu» jego osi
symetrii. Dla symetrycznego b¡ka swobodnego zachowuje si¦ moment p¦du b¡ka ~L i wygodnie jest wybra¢ o± z
wzdªu» tego staªego momentu p¦du: ~L = L3~e3. Dla b¡ka symetrycznego mamy I ′1 = I ′2 i st¡d z trzeciego równania
Eulera I ′3ω̇

′
3 = 0 wynika ω′3 = const = ω′30. Zachowuje si¦ wi¦c nie tylko L3, lecz tak»e L

′
3 = I ′3ω

′
30, a wi¦c w czasie

ruchu mamy ϑ = const = ϑ0, gdy» cosϑ = L′3/L3 = const. Zgodnie z wynikami otrzymanymi w takiej sytuacji dla
symetrycznego b¡ka ci¦»kiego mamy obecnie

ϕ̇ =
L3 − L′3 cosϑ
I ′1 sin2 ϑ

=
L3

I ′1
,

ψ̇ =
L′3
I ′3
− (L3 − L′3 cosϑ) cosϑ

I ′1 sin2 ϑ
= L3

( 1
I ′3
− 1
I ′1

)
cosϑ0,

czyli

ϕ = ϕ0 +
L3

I ′1
(t− t0),

ψ = ψ0 + L3

( 1
I ′3
− 1
I ′1

)
cosϑ0(t− t0).

Ogólny ruch b¡ka symetrycznego swobodnego odpowiada wi¦c precesji regularnej wokóª kierunku staªego momentu

p¦du, czyli jest zªo»eniem jednostajnej precesji osi symetrii b¡ka oraz jednostajnego obrotu wokóª osi symetrii przy

braku nutacji tej osi.
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