Zygmunt Ajduk

MECHANIKA KLASYCZNA

2 Mechanika (nierelatywistyczna) bryly sztywnej

2.1 Kinematyka bryly sztywnej

Bryla sztywna nazywamy uktad punktéw materialnych, ktérych wzajemne odlegtosci sg wiel-
kosciami statymi. Jesli na taki uktad nie sa natozone zadne wiezy oprdcz tych zapewniajacych
state odlegtosci miedzy punktami materialnymi uktadu, to bryte sztywna nazywamy swobodna,
w przeciwnym wypadku - nieswobodnag.

Do opisu ruchu bryty sztywnej wprowadza sie dwa uklady wspolrzednych. Jeden nieruchomy
uktad wspoélrzednych U - zwiagzany z uzywanym do opisu ruchu ukladem odniesienia (zwykle
inercjalnym) - o poczatku w O i wersorach €}, €, €5 i drugi ruchomy uklad wspélrzednych U’
- zwiazany 7 bryla sztywna (poruszajacy sie razem z nia) - o poczatku w O’ i wersorach €7, €}, 5.

0

Potozenie bryly sztywnej (czyli potozenie dowolnego jej punktu) jest okreslone przez podanie
polozenia uktadu U’, czyli polozenia 7 jego poczatku O’ i trzech katéw okreslajacych orientacji
osi uktadu €7, €3, €5. Swobodna bryla sztywna ma wiec 6 stopni swobody. Jako wspoétrzednych
uzywamy zwykle wektora 7y = (xg, Yo, z0) opisujacego ruch postepowy bryly sztywnej i trzech
katow Eulera 9, ¢, ¢ [0 <9 <7, 0 < ¢ < 2w, 0 <9 < 27| opisujacych jej ruch obrotowy wokot
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Z rysunku definiujacego katy Eulera widzimy, ze ogblny obrot przeprowadzajacy osie uktadu U w
osie uktadu U’ jest ztozeniem trzech obrotéw sktadowych: obrotu o kat ¢ wokol osi €3, obrotu o
kat ¥ wokot linii weztow (o kierunku okreslonym przez wersor ) i obrotu o kat ¢ wokol osi €
(zwrot osi weztow wybieramy zgodnie ze zwrotem iloczynu wektorowego €3 x €3). I na odwrot:
wersory uktadu U’ przejda w wersory uktadu U po obrocie bedacym ztozeniem trzech obrotow: o
kat —i wokol €%, o kat —v wokol osi €] i na koniec obrotu o kat —¢ wokot €5:

€1 cosp —sing 0 1 0 0 cosyp —siny 0 e
€ | = | sinp cosp O 0 cos? —sind siny costy 0 ey |
€3 0 0 1 0 sinv cosv 0 0 1 €4
czyli
€] —cos¥singsiny + cos pcosyy —cosvsinpcosy — cospsiny  sindsin g e,
e | = cos U cos p sin ¥ + sin p cos ¢ cos ) cos pcosy — sin psiny  —sind cos e,
2 sin 9 sin ¢ sin ) cos ¢ cos v é;

Pojawiajaca sie w tym réwnaniu €; = 2?21 0@6}’- macierz oj; = eﬂe?’- jest ogdlna parametryzacja
macierzy ortogonalnej obrotu (pojawiajacej sie takze w podrozdziale 1.1), opisujacej wzajemna
orientacje wersoréow rozwazanych uktadow. W wierszach tej macierzy mamy wspolrzedne werso-
row ukladu nieprimowanego U w ukladzie primowanym U’, a w kolumnach wspohrzedne wersorow
uktadu primowanego U’ w uktadzie nieprimowanym U (macierza odwrotna do macierzy ortogo-
nalnej jest macierz trasponowana).

Polozenia punktéw bryly sztywnej w ukladzie U okresla wzor 7= 1y + 7/, czyli

zi(t) = woi(t) + Xjo (6 (1) 2] = wou(t) + 5y (1)),

gdzie wektor 77, reprezentowany w ukladzie prir/r}f)wariym przez state wspotrzedne (2, o, x%),
numeruje poszczegolne punkty bryly sztywnej (4= = 0).
Predkosci punktéw bryly sztywnej w uktadzie U okresla wzor (zob. podrozdzal 1.1):

dr dry d'7T’

= — OXTF =0 +0 x 7
& at T T o+ ’

0l

czyli jest suma predkosci ruchu postepowego z predkoscia 75 i ruchu obrotowego z predkoscia
katowa W, gdzie

- — (%€ > (e > S (8] N g I = /=,
W= 1( 63)+€2(dt 61)+63(dt €y) = w1 €} T Wy€y + wses

czyli
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- —y dé, d d d 4 . . .
/— S — %2 Q12 Q22 Q32 o
Wy = €0 =€ e Q13752 + Q3992 + a3 g2 = ... = cos Y —|— sin ¥ sin Y,
/ — >/ = =0y dais dains daszs __ ot : p
Wy = €9 = el—ddjl = an “GP + a0 G + a5 = ... = —sinyd + sin ¥ cos Y,
I s T -l R daig dagy daz; . _ ;
wh €30 = €y gk = Gt + o Pt + az G = ... = cosUp + .
W ukladzie primowanym mamy: & = (0,0, 1), €3 = (sindsine, sindcos®), cos?d), W =

(cosp, —sin, 0), czyli

& = 00 + pés + e |.

Predkos¢ katowa bryty sztywnej jest wiec po prostu suma predkosci katowych dla sktadowych
obrotéw przeprowadzajacych wersory uktadu U w U’.
Mniej przydatne wspotrzedne predkosci katowej w uktadzie U wyrazaja sie wzorami:

w = élc?:cos<p19+sinﬁsing0¢,
wy = & =sinpd —sindcos ),
w3 = 636 = ¢+ cosV.

Przyspieszenia punktéw bryly sztywnej w ukladzie U okresla wzor:

dv  dy .
G=—=—"H4OXT +B X (BXF)=dy+7 %7 +& x (@ x7),
dt dt
gdzie dy = % jest przyspieszeniem w ruchu postepowym bryly sztywnej, a 7 = % = % -

przyspieszeniem katowym w jej ruchu obrotowym.

2.2 Podstawowe wielkoSci dynamiczne bryly sztywnej

Bezwladnosé¢ brylty sztywnej charakteryzuje 10 parametrow, podczas gdy dla punktu materialnego
wystarczyl jeden - masa. Omoéwmy po kolei te parametry, definiujac je w zwigzanym z bryla
uktadzie U’ (wystepujace nizej sumowania i catkowania nalezy wykonaé po calej objetosci bryty
sztywnej).

=

(LT

L

Masa bryly sztywnej (skalar, czyli jeden parametr):

M=Y Am=Y pAV = [ p(F)av"

Wektor polozenia srodka masy bryly sztywnej wzgledem O’ (3 parametry):

- 1 1
REMZNW:M/WWMﬂ
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Tensor momentu bezwladnosci bryly sztywnej I’ wzgledem O:

(i = o= [ o) (7200 — af)av",

Okreslona powyzszym wzorem (w uktadzie primowanym U’) macierz tensora momentu bezwtad-
nosci jest macierza symetryczna: If, = Ij,, czyli okresla ja 6 parametrow: trzy momenty bez-
wladnosdci (inercji) 1] wzgledem osi €] i trzy momenty zboczenia (dewiacji) D] wzgledem osi €]
(i=1, 2, 3):

) Il —D, —D,
()= -Ds I, =Dy |,
D, -D, I

gdzie
I = /p (2 +a)adv', I = /p g+ aP)dV', I = /p R T A YA

/pa:2$3dV' Dy, = /,03:335 av', Dj= /p:z:ledV’

Moment bezwtadnosci Wzglgdem osi o kierunku wyznaczonym przez wersor 7, przechodzacej przez
O', okresla wzor

IL=17 an Lny = /pZn;n;(F’Q(&k — 2 )dV' = /p[f”Q — (7'R)}dV’ = /dedV',
ik

gdzie d? jest kwadratem odlegto§ci punktu bryly sztywnej od osi o kierunku 7 przechodzgcej
przez O'. Znajomo$¢ tensora momentu bezwladnosci wzgledem O’ pozwala wiec obliczy¢ moment
bezwladnosci wzgledem dowolnej osi przechodzacej przez O przez proste mnozenie macierzy.

Co to jest tensor?

Przy obrocie uktadu wspotrzednych danym przez macierz ortogonalng y:

skalar (tensor zerowego rzedu) nie ulega zmianie: f = f’

wektor (tensor pierwszego rzedu) przeksztalca sie wedtug wzoru z; = ¥, apy,

tensor (drugiego rzedu) przeksztalca sie wedlug wzoru A;; = Y4 auraiAly.

bLatwo sprawdzi¢, ze wielkosci I}, przeksztalcaja sie przy obrocie jak tensor.

Tensor momentu bezwladnosci jest tensorem symetrycznym i przez obrot ukladu mozna go za-
wsze zdiagonalizowaé¢. Osie uktadu wspotrzednych, w ktorym tensor momentu bezwladnosci jest
diagonalny, nazywa sie gléwnymi osiami bezwladnosci bryly sztywnej, a elementy diagonalne
w tym ukladzie - gldwnymi momentami bezwladno$ci tej bryly. W uktadzie gtéwnych osi
bezwladnosci

) I 0 0
=0 1, 0
0 0 I

Przyktad. Znamy juz z wykladow fizyki gtéwne momenty bezwtadnosci wzgledem srodka masy S dla kilku prostych
jednorodnych bryt, a mianowicie dla:
prostopadtoscianu o bokach a, b, ¢

(S)_i 2 2 (S)_i 2 2 (S)_i 2 2
n leM(b +c), I le.M(c +a%), I3 712M(a +b°),

walca kolowego o promieniu a i wysokosci h

1
Iﬁt:g$:1§M@f+h%,1“) 2M2

kuli o promieniu a
2
4®:g®:g$:5Mﬁ
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Bryle, dla ktorej przy obrocie wokol O" wszystkie trzy gléwne momenty bezwladnosci sg rozne,
nazywa si¢ bakiem niesymetrycznym, gdy dwa z nich sa réwne - bakiem symetrycznym, gdy
wszystkie trzy sa rowne - bakiem kulistym. Przy obrocie wokot srodka masy S bakiem kulistym
jest zaréwno jednorodna kula jak i jednorodny szescian.

Przy zmianie poczatku ukladu zwiazanego z bryla sztywna (bez zmiany kierunkow osi uktadu)
mamy 7’ = 7 + 7 i wtedy:

M  nie ulega zmianie,

Iy = [ p[(ro+F")25m (2 + 27 ) (b + 2)]dV’ =
M (R + 275 R Yo — M (xyhy, + v, Xy, + X, ) + Ly,

Ostatni wzor nosi nazwe twierdzenia Steinera. Jesli obliczymy tensor momentu bezwtadnosci
wzgledem poczatku jakiegos§ ukladu zwiazanego z bryla sztywna, to z twierdzenia Steinera po-
trafimy w prosty sposob przeliczy¢ go na tensor momentu bezwladnosci wzgledem poczatku O
innego uktadu, a przy wykorzystaniu przeksztalcen tensora przy obrocie potrafimy uwzglednié
takze zmlan(g orlentaCJl osi tego innego uktadu. Twierdzenie Stemera przyjmuje prostsza postac,

gdy O" = S (uktad U" jest ukladem $rodka masy S), czyli 7 = R, R =0

t = M(R™5y, — X|X}) + 1))
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Dla momentu bezwladnosci wzgledem osi 7 otrzymujemy wtedy:

1= Md®+ 1%,

czyli moment bezwladnosci wzgledem osi przechodzgcej przez O’ réwna sie momentowi bezwtad-
nosci wzgledem osi rownoleglej przechodzacej przez srodek masy S powiekszonemu o iloczyn masy
bryly przez kwadrat odleglosci d tych osi (twierdzenie Steinera znane z fizyki).

Sprawdzimy teraz, ze znajac te 10 parametrow M, R’ , I!, potrafimy obliczy¢ ped, moment pedu
i energie kinetyczna bryly sztywnej, czyli jej podstawowe wielkos$ci dynamiczne.

Ped bryly sztywnej wynosi

—

EZAmﬁ:fp(ﬁo—i—c_JX’F’)dV’ZM(I_fQ—l—(JX R/)

oL

—

Jesli O’ = S, czyli 7y = R, R’ =

=

to

P = MR.
Moment pedu bryly sztywnej wzgledem O wynosi:

=

L = ZAm’rxv ZAmnﬁ—r) (270+u7><77’):
= Mo x T+ 7 x (@ x B) + R' x 5] + 3. Ami’ x (& x 7).

Poniewaz 3> Am# x (& x ') = 3> Am[f”2& — 7' (wi)] = I'@, wiec ostatecznie

- —

L= M[?“()X’Uo—i—?“()X( R)+EIXUB]+f/Q

Jesli O' = S, to wzér staje sie prostszy

L=MRxR+I®3=Rx P+ L),

gdzie L) = [z jest momentem pedu bryly wzgledem jej érodka masy. Moment pedu brytly
sztywnej jest wtedy suma momentu pedu dla ruchu postepowego srodka masy i momentu pedu
dla ruchu obrotowego wzgledem $rodka masy.

Energia kinetyczna bryly sztywnej wynosi:

1 1 1
E§ZAm52:§ZAm(ﬁO—I—CJXF’) —2M 24 Mio(& x R + = ZAmwxr)(J)xf”).

~

1 =771 . .
;W(['@), wiec ostatecznie

S(I'D).

Poniewaz ostatni czlon jest rowny 1 3> Amd[i” x (& x 77)] =

—

T = s MU§ + Muy(& x R') +

NJI}—A

Jesli O' = S, to wzér staje sie prostszy

2,2 R
T=iMR +33(193).

Energia kinetyczna bryly sztywnej jest wtedy energii kinetycznej dla ruchu postepowego srodka
masy i energii kinetycznej dla ruchu obrotowego wzgledem srodka masy (twierdzenie Koniga).

7. powyzszych wzoré6w na ]3, E, T wida¢, ze w ogélnym wypadku warto wybiera¢ poczatek O’
uktadu U’ zwiazanego z bryta sztywng w jej srodku masy S. Warto tez zwroci¢ uwage na inny
korzystny wybor. Jesli jeden z punktow bryly sztywnej jest nieruchomy, to poczatek O’ ukladu
U’ zwigzanego z bryla sztywna warto wybra¢ w tym punkcie, gdyz w ten sposob Caly ruch bryty
sztywnej sprowadza sie do ruchu obrotowego wokot tego punktu ( 7y = O Uy = 0) a rozwazane
wielkosci dynamiczne okreslaja wzory:

P=M&xR', L=13, T=

B(1'w).
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2.3 Roéwnania ruchu bryly sztywnej

Rozwazmy najpierw swobodng bryte sztywna, czyli zdefiniowany wczesdniej szczegblny uktad punk-
tow materialnych o f = 6 stopniach swobody. Ruch bryly sztywnej jest ztozeniem jej ruchu po-
stepowego i obrotowego. Réwnania ruchu otrzymamy analizujac zmiane w czasie pedu i momentu
pedu bryly sztywnej:

dP - dL -
— _F = M,
dt Cdt

gdzie FiM sa wypadkowg sita zewnetrzna i wypadkowym momentem sit zewnetrznych (wzgledem

poczatku O stosowanego ukladu odniesienia, zwykle inercjalnego), dziatajacych na bryle sztywna.

Sity wewnetrzne dla bryly sztywnej sa sitami reakcji dla wiezow f(75,7;) = |Fi — 75> —df; = 0 i dla
wiezow doskonalych ich wktad do sit reakcji jest postaci ﬁRij = Agrad, f = 2\(7; — 7). Wktad od
sit wewnetrznych zeruje sie, gdyz silty wewnetrzne spelniaja trzecia zasade dynamiki i sa centralne.

Wykorzystujac wyrazenia na Pi E, mozemy wyprowadzi¢ jawna postaé¢ tych réwnan:

P d ; 5
E:%[M(ﬁﬁaxz%’)]:M[aoﬂxR +d x (& x R,

L

dt d

d 4
= = _t[Mfox(*oJrJ) R') 4+ MR' x @+ I'd) =
+o3><(o3><}?’)]+M170><(&
X

R')+ M@ x R") x @y + MR’ x d@
x F+ MR’ x @ + 17+ & W

X
71
I'o,

czyli ostatecznie rownania ruchu majg posta¢ uktadu sprzezonych ze soba réwnan:

M(dy+7x R'+& x (@x R") = F,

MR' x @o+ 'Y+ & x I'G = M,

gdzie M'=M-ryx F = S (F—7p) X AF = S 7 x AF jest wypadkowym momentem sit zewnetrz-

nych wzgledem poczatku O" uktadu odniesienia zwigzanego z bryla sztywna. Niewiadomymi sg
7o(t) 1 katy Eulera (9(t), ¢(t)¥(t)), ktorych pochodne dy = d;tz ,Fiy=% = % wystepuja w

tych réwnaniach.

Jesli O' = S, czyli 1y = R, R’ =0, to rébwnania ruchu przyjmuja prostsza postac:

et

MR =

193 4+ 5 x [®g = M9,

Drugie réwnanie nosi nazwe rownania Eulera dla ruchu obrotowego brylty sztywnej.
Jesli na ruch bryly sztywnej natozone sa wiezy, czyli bryta jest nieswobodna, to réwnania ruchu
maja postac:

— -

P -
PRy TN+ M
dt + R dt + R,

+ (rownania wiezow)

+ (dodatkowe informacje dla wiezow niedoskonatych czy jednostronnych),
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gdzie Fri Mg sa wypadkowymi sitami reakcji wiezow i momentami sit reakeji wiezow nalozonych
na bryle sztywna.

W wypadku wiezé6w holonomicznych doskonatych po wprowadzeniu wspotrzednych uogoélnionych
zgodnych z wiezami rownania ruchu mozna zapisa¢ w postaci rownan Lagrange’a I rodzaju (z
wyeliminowanymi sitami reakcji i momentami sit reakcji). Lagranzjan dla bryly sztywnej okresla
wzor L =T —V lub ogolniej L =T — U.

Jesli w czasie ruchu jaki§ punkt bryty sztywnej jest nieruchomy i wybierzemy ten punkt jako
O’ = O, to ruch bryly sztywnej sprowadza sie do ruchu obrotowego i jest opisywany przez rownanie
ruchu Eulera

A

I'y+& x I'G = M + Mg

a réwnanie

MY xR +M3x (@xR')=F+ Fg

pozwala wyznaczy¢ site reakcji Fh.

2.4 Przyklady ruchu bryly sztywnej

Przyktad 1. Wahadlo fizyczne plaskie, czyli bryla sztywna obracajaca sie wokét nieruchomej poziomej osi w
jednorodnym polu grawitacyjnym bez sit tarcia (wiezy doskonale).

Wybierajac poczatki O = O’ ukladow na osi wahadla w plaszczyznie pionowej zawierajacej jego srodek masy S,
0§ Oz = Oz’ wzdhuz osi wahadla, 0§ Oz’ wzdtuz prostej O'S i 0§ Ox w kierunku pionowym, rownania wiezéw
maja postaé: xg =yg =20 =0, ¥ = ¢ =0. Wahadlo to ma jeden stopieri swobody i wspo6lrzedna uogélniong .
Wtedy @ = 0, & = €., = g&, i

T = %5(1”*) —I'w :
V= —ZAm = —MgR— —Mgdcos,
= ;I;w + Mgd cos,
gdzie I’ = &/ (I'¢€!) jest momentem bezwladnosci wahadla wokol jego osi obrotu, d - odlegloscig srodka masy S

wahadla od jego osi obrotu.
Rownanie ruchu ma postaé

) . Mgd
I+ Mgdsing =0, czyli o+ If’

z

sin,

’

identyczng jak dla przeanalizowanego szczegdlowo plaskiego wahadla matematycznego o dlugosci [ = ]{4 ~, ZWanej

dtugoscia zredukowana wahadta fizycznego. Z twierdzenia Steinera I, = Md? + I; (9 stad [ = d + M - Dlugosé

©) 5)
zredukowana wahadta, a stad i okres jego drgan, osiaga minimum [,,;, = 2 I]zw dla d =/ IZV
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Wypisane réwnanie ruchu odpowiada rzutowi réwnania % = M + Mg na o &, = el egdyz L, = &L =1 21/1,
M, =¢e.> (Fx Amg) = Mé,(R x §) = —Mgdsiny, Mg, = €.> . 7x AFgp = > AFgr(€3 x ) =0, bo sily AFg
przyltozone sa do osi obrotu. Pozostate pie¢ réwnan wyznacza wypadkows site reakcji Fr oraz pozostale dwie

sktadowe momentu sit reakcji Mpg.
Przyklad 2. Bak symetryczny ciezki z Srodkiem masy na osi symetrii tensora bezwladnosci baka.
Wybierzmy poczatek ukladu nieruchomego w punkcie podparcia baka O = O’, 0§ Oz pionowo do gory (§ = —gés)
i 0§ O'2 wzdluz osi symetrii baka (ﬁ = R’ = dé&}). Bryla sztywna w tym ruchu ma trzy stopnie swobody i jako
wspolrzedne uogdlnione wybieramy katy Eulera ¢, ¢ i 9.

\
1 4\2

N

\| 0=0' N
| e W
M/{; X!
¢
|
|
X V3

) I 0 0
=0 1, 0
0 0 I

i wykorzystujac po drodze wzory na sktadowe & z podrozdziatu 2.1, mamy:

N 1 1
BFD) = ST W +wf) + 5 Thoff =

) 1 )
I} (9% + sin? 9 ?) + §I§(cos19<p +)?

T =

V= —Mgﬁ = Mgd cos ¥,
1 . 1 .
L= 5[{(192 +sin? 9 p?) + §I§(cosﬁgb + )% — Mgdcos V.

Lagranzjan ten zawiera jako szczegolny przypadek wahadlo matematyczne sferyczne (jesli I} = Md?, I}, = 0), a
takze bak symetryczny swobodny (dla g = 0).
Roéwnania ruchu sa do§é ztozone - wykorzystajmy wiec od razu zasady zachowania:

oL oL .
=0 = pso:?:I{sin%%b—l—[é(cosﬁgb—i—w)cosﬁ:const:Lg,
14

dp

L L .

g—u}:O = pw:%:I§(005§¢+w):const:Lg,

OL 1 1/ a2 ) .92 1 ! . 1\2

EZO = T+V2511(19 + sin“ 9 ¢ )+§I3(cos19<p+zp) + Mgdcosd¥ = const = E,

gdzie Ls i L% sa rzutami momentu pedu bryly sztywnej (wzgledem O = O') i E jest energia bryly sztywne;j.

Powiazane z cyklicznodcia kata i zachowanie L} pojawia sie w zwiazku z symetria obrotowa bryly wzgledem osi
/

2.

Uktad réwnan széstego rzedu po uwzglednieniu tych trzech zasad zachowania redukuje sie do uktadu trzech réwnan

pierwszego rzedu, ktoére po przeksztalceniach maja postac:

,— Ls— Lycosy

I sin? ¢
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Ly (Ls — L5cosd)cos ¥

v= .73 I sin® 9 ’
L3 — L cos ) L?
,[ 192+7(—3+M deosd = E — =2,
! 2 Ilsm ) g 21

Problem sprowadza sie wiec do kwadratur, czyli obliczenia trzech calek: z trzeciego réwnania otrzymujemy 9(t),
a nastepnie z pierwszych dwoch réwnan mozemy oblicayé o(t) i ¢(t). Widzimy, Ze jesli w ruchu baka pojawia sie
precesja, czyli ¢ # 0, to w efektywnym potencjale
(L3 — L} cosd)?
Ver(9) = ————=——— + Mgdcos?
s(V) 21/ sin ¥ g
pojawia sie dodatkowy (pierwszy) czton, ktory powoduje, ze mimo istnienia silty ciezkosci bak nie opada catkowicie
(zjawisko to nazywamy zjawiskiem giroskopowym).
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Przejdzmy wiec do catkowania trzeciego rownania. Wprowadzajac nowa zmienng x = cosd i stala a = 21 (E — %),

3
otrzymujemy:

d
t=+I 7%,
VP(x)

gdzie P(z) = (a — 2MgdIiz)(1 — 2?) — (L3 — L4x)? jest wielomianem trzeciego stopnia w x i ruch wystepuje

tylko dla P(z) > 0 (dla baka swobodnego wynik Jest prostszy, bo mamy wielomian drugiego stopnia). Poniewaz
P(+o00) = +oo oraz P(+1) = —(L3 F L5)? < 0, wiec w przedziale [1,00) mamy przynajmniej jeden pierwiastek s i
w przedziale [—1, 1] mamy dwa lub zero pierwiastkéw. Ruch jest mozliwy tylko, jesli w tym fizycznym przedziale sa
dwa pierwiastki 21 1 z9, 1 < 29 < 3, pray czym pierwiastki te wyrazaja sie poprzez stale parametry rozwazanego
ukladu. Zapisujac P(x) = 2MgdI;(z — x1)(x — z2)(z — x3) 1 przyjmujac warunek poczatkowy x = a1 w t = 1
otrzymujemy dla interesujacego nas zakresu z < zo calke:

|_h
2Mgd J,, \/xfml x—xg)(x—xg)

Wprowadzajac zamiast = nowa zmienng o wzorem z = 1 + (x5 — x1)sin® a (przedziatowi [z1,25] odpowiada
0 < a < F), czyli podstawiajac:

x—x = (29 — xl)sin2 Q,
T — 29 = (x1 — x2) cos® o,
r—x3 = (] —23)(1 — k?sin? ),

dx = 2(xe — 1) sina cos a da,
gdzie 0 < k =,/ 22=71 < 1, otrzymujemy:

t—ty =

Mgd(zs — x1) 1— k2sinZa Mgd(zs — x1)

Ostatecznie mamy wiec:

Mgd(l‘g — 501)

cosv = xr1 + (562 — Il)SHQ <:Z€, (t — to))
21
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i okres drgan w kacie ¥ (nutacji) wynosi:

Ty =2 2L g
=\ Mgd(zs — 1) ’

gdzie funkcje specjalne F(k, o), K (k) i sn(k, y) to kolejno calka eliptyczna pierwszego rodzaju, catka eliptyczna
zupelna pierwszego rodzaju i sinus eliptyczny Jacobiego (zob. podrozdziat 1.10).

Znajac 9(t), mamy do obliczenia kolejne calki, by wyznaczyé o(t) i ¢(t). Ograniczajac sie do sytuacji, gdy 1 = 2,
czyli ruchu ze stalym katem 9 = arccos z1 = 9, otrzymujemy wtedy:

¥ = o,
L3 — L% cos g
= + B8P 0 ),
P et Ty, )
L% L3 — L5cosdy
— +[737— t —to).
v vo I 1] sin2 v, (t=to)

Ruch ten nosi nazwe precesji regularnej - cechuje go brak nutacji i stale predkosci katowe precesji ¢ i obrotu
wlasnego ).

Na zakoriczenie zbadamy jedno szczegOlue rozwiazanie, odpowiadajace osi symetrii baka ustawionej stale pionowo
czyli ¥ = 0. Wtedy Ly = Ly = I4(¢+¢) = Ihwh i z rtéwnania odpowiadajacego zachowaniu energii sIwi + Mgd =
E otrzymujemy wj = const, czyli mamy bak drzemiacy. Zbadajmy trwalo$é ruchu przy matym wychyleniu baka
z polozenia ¥ = 0. Wtedy:

L2(1—-1+%2 4.2 92 1,172
Ver(9) = =2 2 Mgd(l — — + .. Mgd)9* + Myd,
£(0) oTa o +Mgd(l— o +.) = 2(41, gd)9” + Mg
czyli rownowaga trwala wystepuje, jesli I, — Mgd > 0, czyli W > ‘”ile”igd. Gdy w wyniku tarcia predkos$¢ obrotu

baka zmaleje ponizej tej wartosci, bak sie budzi (pojawia sie nietrwato$¢ ruchu).

Przyklad 3. Bak swobodny, czyli ruch obrotowy bryly wokot nieruchomego punktu O’ przy M’ =0.

Na Ziemi, w jednorodnym polu grawitacyjnym, bqk swobodny odpowiada umieszczeniu bryly w zawieszeniu Car-
dana z O/ — S, gdyz wtedy M) = MR®) x § = 0.

Wybierzmy poczatek uktadu nieruchomego w O = O’ . Bryla ma 3 stopnie swobody i jako wspotrzedne uogélnione

wybieramy katy Eulera 1, ¢, 1. Rownania ruchu & % =0 przyjmuja postaé réwnan ruchu Eulera:

e +@x1's=0.

dt
Wybierajac osie uktadu primowanego wzdluz osi gtéwnych bezwladnosci, tensor momentu bezwladnosci jest dia-
gonalny:

) I 0 0
=10 15 0],
0 0 I

i réwnania ruchu Eulera w ogélnym wypadku maja postaé:

Loy + whws(I; — 1) = 0,
Iy +wywi (I} = I3) = 0,
Iy + wiwy (I — If) =
Nasza analize ruchu zaczniemy od dyskusji ruchéw z przyspieszeniem katowym + = % =0, czyli & = const

zar6wno wzgledem uktadu zwiazanego z bakiem jak i uktadu nieruchomego. Z réwnan ruchu Eulera otrzymujemy
wtedy warunek .
Jx1I's =0,

czyli R
I'é = \&,

co oznacza, ze ruch ze stala predkoscig katowa odbywa sie tylko wtedy, gdy predkos$¢ katowa & jest skierowana
wzdluz jednej z osi gléwnych bezwladnosci.
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Zbadajmy, czy ruch z wh = wg = const, wh = wi = 0 jest trwaly, czyli czy przy malych zmianach predkosci katowej
bedzie zachodzit stale w otoczeniu tego ruchu. Oznaczajac wh = wy + €3, Wi = €1, Wy = €3 1 rozwijajac réwnania
ruchu z dokladnoscig do wyrazéw liniowych w malych ¢, otrzymujemy:

I{él + ([é - Ié)woeg = 0,
IéEg + (I{ - Ié)CU()Gl = 0,
Ités = 0.

Stad e3 = const (male zaburzenie sktadowej ws pozostaje malym zaburzeniem) i wstawiajac do drugiego réwnania

I . . . . .
€a = —mel wyznaczone z plerwszego rownania, otrzymujemy:

(11 = I3)(I5 — Iy)wi

=0.
LI “

Mate drgania dla €; (i €2) wystepuja, jesli Q2 = %w% >0, czyli (I} — I})(I5 — I5) > 0. Ruch z wh = wy
bedzie trwaly, jesli I; bedzie najmniejszym lub najwiekszym momentem gltéwnym bezwladnosci; ruch obrotowy
wokol osi z posrednim gléwnym momentem bezwladnosci nie bedzie trwaly.

Wrocémy obecnie do ogolnej analizy ruchu. Z réwnan ruchu Eulera musimy znalezé (wf(t), wh(¢), wi(t)), a nastepnie
przy uzyciu wzoréw kinematycznych z podrozdziatu 2.1 wyznaczyé 9(t), ¢(t), ¥ (t). Przy catkowaniu (nieliniowych)
rownan ruchu Eulera wygodnie jest wykorzystaé zasady zachowania energii kinetycznej T = 2w([ ') 1 momentu
pedu L = I'G wagledem O’ (zob. podrecznik Rubinowicza i Krolikowskiego).

Tutaj ograniczymy sie tylko do analizy ruchu symetrycznego bgka swobodnego i wybierzemy o§ 2z’ wzdtuz jego osi
symetrii. Dla symetrycznego baka swobodnego zachowuje sie moment pedu baka Li wygodnie jest wybraé¢ o§ z
wzdluz tego stalego momentu pedu: L = Lsé;. Dla baka symetrycznego mamy 1] = I} i stad z trzeciego rownania
Eulera Ilw; = 0 wynika w} = const = w},. Zachowuje sie wiec nie tylko Ls, lecz takze L = Ilwh,, a wiec w czasie
ruchu mamy 9 = const = 9y, gdyz cost) = L% /L3 = const. Zgodnie z wynikami otrzymanymi w takiej sytuacji dla
symetrycznego baka ciezkiego mamy obecnie

. Ly—Licosv L3

I} sin® ¥ 71_{’
. Ly (Ls— Lhcos®)costd 1 1
5 b e
Y= I sin® 9 s\z, ~ 1) e

czyli

L3
<P=<P0+I—/(t—to)

1 ) COS 190(15 — to)

Y= ¢0+L3(I, T

Ogolny ruch baka symetrycznego swobodnego odpowiada wiec precesji regularnej wokoét kierunku stalego momentu
pedu, czyli jest ztozeniem jednostajnej precesji osi symetrii baka oraz jednostajnego obrotu wokét osi symetrii przy
braku nutacji tej osi.
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