Zygmunt Ajduk

MECHANIKA KLASYCZNA

3 Nierelatywistyczna mechanika analityczna

3.1 Zasada wariacyjna Hamiltona

Przejdziemy teraz do szerszego omoéwienia pewnych zagadnienn zwigzanych z mechanika uktadu
punktow materialnych lub bryt sztywnych z dwustronnymi wiezami holonomicznymi doskona-
lymi i z sitami ze zdefiniowang uogolniona energia potencjalng. Uklad taki jest w pelni scha-
rakteryzowany przez lagranzjan L(q,q,t) i jego ruch wyznaczaja rownania Lagrange’a Il rodzaju
d dL

qioq % =0,1=1,..., f, gdzie f - liczba stopni swobody uktadu, ¢ - wspotrzedne uogolnione

zgodne z wiezami.
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Dzialanie Hamiltona Sq ft (q,q,t)dt dla uktadu o lagranzjanie L w przedziale czasu
(to,t1) jest funkcjonatem ruchow q( ), jakie mogtyby wystapi¢ dla rozwazanego uktadu (ruchow
niekoniecznie rzeczywistych). Rozwazmy wariacje dziatania (bedaca dla funkcjonatu odpowiedni-
kiem rozniczki funkeji) przy wariacji ruchu (bez wariacji czasu) q(t) — ¢'(t) = q(t) + dq(t), czyli

takze odpowiadajacej temu wariacji predkosei uogolnionej ¢(t) — ¢'(t) = q(t) + dégt(t):

aL 8Ld6qz aL d oL
05 = /Z 9009 * g dt dt = /Z 94, dtaqz)é d”za

gdzie wykonaliSmy catkowanie przez czesci drugiego sktadnika sumy. Jesli rozwazymy wariacje
ruchu bez wariacji na korcach przedziatu catkowania dq(tg) = 0 = dq(t1), to z dowolnosci waria-
cji ¢ wewnatrz przedzialu wynika réwnowazno$¢ znikania takiej wariacji dzialania S i réwnan
Lagrange’a drugiego rodzaju %g—é — gi = 0.

Wyprowadzony wyzej zwiazek nazywa sie zasadg wariacyjna Hamiltona (1834): w dowolnym
przedziale czasu (fo,t1) ruchem rzeczywistym uktadu, czyli bedacym rozwiazaniem réwnan La-
grange’a II rodzaju, jest taki ruch ¢(t), dla ktérego znika wariacja dzialania S przy dowolnych
wariacjach dq znikajacych na brzegach przedziatu dq(ty) = 0 = 0q(t1).

Wariacja dla funkcjonatu jest odpowiednikiem rézniczki dla funkeji i znikanie wariacji dzialania
jest warunkiem koniecznym wystepowania ekstremum dziatania dla ruchu rzeczywistego. Mozna
udowodnié¢, ze dla dostatecznie matych przedziatéw czasu zasada wariacyjna Hamiltona ozna-
cza zasade najmniejszego dziatania Hamiltona, czyli rozwazane ekstremum odpowiada minimum

dzialania.
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Zasada wariacyjna Hamiltona jest odpowiednikiem ogoblnego twierdzenia matematycznego z ra-

chunku wariacyjnego:
Znikanie wariacji funkcjonatu f;ol F(y,y',x)dz dla funkcji y(x) przy dowolnych wariacjach dy

znikajacych na brzegu przedzialu dy(zo) = 0 = dy(z1) jest rbwnowazne temu, ze funkcja y(x) jest

Lo . - , dOF _ 9F _
rozwigzaniem rownania Eulera-Lagrange’a - oy — oy — 0.

Funkcje y, dla ktorej znika wariacja funkcjonatu, nazywa sie ekstremala funkcjonatu.

Przyktad.

Rozwazmy jednowymiarowy oscylator harmoniczny o lagranzjanie L = imi? — {mw?z? i jego ruch w przedziale
(0,t1) odpowiadajacy przejsciu od z(0) =0 do z(t1) = x1.

Ruch rzeczywisty rozpoczynajacy sie w 2(0) = 0 ma posta¢ x = Asin (wt) i z warunku Asin (wt1) = x7 wynika, ze

okredlony jest wzorem x = s?i;‘((ﬁl)). Dziatanie dla ruchu rzeczywistego wynosi
t 1 z3 1 x3
Srrec: = / dt [fmilw2 cos? (wt) — —mw? ——2— sin? (wt } =
e to 2" sin? (wty) (1) 2 sin? (wt;) (1)

1 z? b 1
= —mw2+/ cos (2wt) dt == —mw?
2 sin” (wt1) Jo 2

2 sin(2wty)
sin? (wt;) 2w

1 1 1 1
= imwz?ctg (wty) = imwx% (w—tl — gwtl + (dalsze wyrazy ujemne) ),

gdzie na konicu dokonaliémy rozwiniecia zbieznego dla 0 < wt; < 7.
Drziatanie dla prostego ruchu nierzeczywistego = = ”t”—llt wynosi

1 af 11
Snierzecz = _m$_21 dt(l — w2t2) = —mwx%(— — —wtl)
2 tl 0 w

Dla 0 < wt; < m mamy wiec Syzec: < Snierzecs, ale dla wty > 7 ruch rzeczywisty (ekstremala) niekoniecznie

odpowiada minimum dziatania Hamiltona.

,5’)\
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Zasada wariacyjna Hamiltona (obok innych zasad wariacyjnych, np. zasady Maupertuis i zasady
Jacobiego oméwionych np. w podrecznikach Biatkowskiego czy Rubinowicza i Krolikowskiego)
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jest uzyteczna takze w innych dziatach fizyki niz mechanika klasyczna (odpowiednikiem zasady
Jacobiego w optyce geometrycznej jest zasada Fermata). Zasady wariacyjne stanowia istotnie
nowe spojrzenie na ruch. Rozniczkowe rownania ruchu wiaza ze soba przyczyne (sile) ze zmiang
ruchu w kazdej chwili, czyli sa wyrazem przyczynowego (kauzalnego) opisu zjawisk fizycznych.
Natomiast zasady wariacyjne poréwnuja ruchy potencjalnie mozliwe w skonczonym przedziale i
okreslaja warunki, ktore musza by¢ spetnione przez ruch rzeczywisty. Opis taki jest wiec opisem
teleologicznym: uktad porusza sie tak, aby byl osiagniety pewien cel, odpowiadajacy ekstremal-
nosci dziatania. W 1948 r. R. Feynman zwrocil uwage na realnosé tych potencjalnych ruchow
w mikro$wiecie, w ktorym ze wzgledu na zasade nieoznaczonosci Heisenberga nastepuje rozmycie
torow czastek, i sformutowal nowe podejscie do mechaniki kwantowej (metode catek po trajek-
toriach). Istnieje gleboka analogia miedzy mechanika klasyczna i mechanika kwantowa a optyka
geometryczng i optyka falowa.

3.2 Twierdzenie Noether

Rozwazmy ogolne nieosobliwe przeksztalcenie wspolrzednych uogélnionych i czasu:
t — t'=1(q1),
¢ — 4 =4d(q1).

Aby Wygenerowaé r(')wnania ruchu w zmiennych primowanych, musimy przeksztalci¢ lagranzjan
L(q,4,t) — L'(¢, 2 2, t') w ten sposob, by spelniony byt warunek:

dq .

dd(q,t)

dt
dt Jat,

czyli by zasada wariacyjna Hamiltona ze zmiennymi primowanymi generowala ruch rzeczywisty
rownowazny ekstremalom w zmiennych nieprimowanych (przypominamy, ze lagranzjany rozniace

sie o % prowadza do identycznych rownarn ruchu).
Przyktad
Jesli L(z, % t) = Im(%)2 — V(z), to réwnania ruchu maja postac
d*x L oV 0
m——- + — =0.
dt2 Oz
Przy przeksztalceniu t' = t+et?, 2/ =z, czyli t = Y221 1+4€t/ L dt \/ﬁ’ po przejsciu do nowego czasu réwnanie
ruchu przyjmie postac (4 1+ 4et’ df/ ; % = (1 +4et’) 4 t/z + 2¢ ”f;;, ):
&>z’ dx ov
(1 4 4et’ 2me— + — = 0.
M1 Ae) G 2y T G
d oL _ oL

Réwnanie Lagrange’a Il rodzaju -+ = 0 bedzie takie, jedli po przeksztalceniu lagranzjan bedzie mial

dt’ aj_ﬂtﬂ/' oz’
postaé zgodna z podanym wyzej warunkiem
dx’ 1 dx’ 1

t 14 det! -—
dt’’ 0= gVt (dt’) V14 4det!

(zwr6¢my uwage, 7e w tym wypadku L'(a, iljt”, , ) # L, ilif, , 1)1 ®(x,t) =0).
Przeksztalceniem symetrii nazywamy takie przeksztalcenie wspotrzednych uogélnionych i czasu,
przy ktorym (ewentualnie przy odpowiednim wyborze funkcji ®(q,t)) postaé lagranzjanu nie ulega

zmianie

L'z, V(z')

dq’ q
L'(q, gt t)y=L(q, —,1),




czyli nie ulega zmianie postaé réwnan ruchu.
Jesli przeksztatcenia symetrii tworzg grupe Liego, czyli grupe ciagla, ktéra mozna generowaé przez
przez sktadanie przeksztalcen infinitezymalnych:

t = t+ AL
¢t = q(t)+ Aq,

(zmiany (wariacje) oznaczamy przez A, a nie §, ze wzgledu na uwzglednianie wariacji czasu), to
dla takich infinitezymalnych przeksztalcenn symetrii warunek

dq . dt’ , d®(q,t)
L(¢,—,t")— — L t =0
(q,dt,, )dt (q,4,t) + o
z doktadnoscia do wyrazow liniowych w At i Aq przyjmie postaé:
f
oL oL oL dAt dAD
L(g, gt Agi + == AG; ) + — At 14+ —) = L(g,4,t) + —— + ... = 0.
[(q,q,>+;(8q i g D)+ A0 )~ L)+
Poniewaz
: dq'(t') dQ( ) dg; ~ dAg; 1 dg;
A i = = —
W= "ar i @ )1+% dt
dAg; dAt ) d . d
=(G+—)1=—+..)—¢=—-A¢ — ¢—At + ...,
(G +— 7)1 = —= ) = 6 = 5 Agi = G At +
to rozwazany warunek ostatecznie przyjmuje postac
i (2L 4Ly +At[i(i 2L )y Oy
—~""\0g dt 94, dt \ &= g, ot
TS O g (32 24 - £t aa) -
Z aql Q’L ; anQZ - + -
Dla ruchéw rzeczywistych, gdy %g—i — g—é =0i % = —%—f, ap = 8—L iG= ZZ 1 Digi — L sa

pedami uogélnionymi i energia uogodlniong uktadu, otrzymujemy ZasadQ zachowania:

f

%[Z(@A%) — GAL+ AD
i=1

Jesli rozwazana grupa przeksztalcen symetrii jest p-parametrowa grupa Liego, to dla ruchow rze-
czywistych mamy p zachowywanych wielkoéci, bedacych wspotczynnikami przy poszczegdlnych
parametrach infinitezymalnych.
Twierdzenie Noether (1916)

52



Jesli grupa przeksztalcen symetrii jest p-parametrowa grupa Liego, to dla ruchéw rzeczywistych

mamy p zasad zachowania.
Przyktad
Wréémy do problemu n cial, czyli odosobnionego uktadu n swobodnych punktéw materialnych o masach m;,
oddziatujacych ze sobg sitami centralnymi zachowawczymi o potencjatach V;;(|7; — 7;|), Vi; = Vji, a wiec ukltadu o
lagranzjanie

1 n .9 1 n
r) = 52"%‘73 3 > V(|7 = 7).
i=1

ij=1

Grupg symetrii tego uktadu jest w tym wypadku 10-parametrowa grupa przeksztatcen Galileusza i z twiedzenia
Noether wnioskujemy, ze dla problemu n cial istnieje 10 ogélnych zasad zachowania.

a. Rozwazmy najpierw przesuniecia (translacje) przestrzenne: ¢ =t, 7/ = 7; + €. Poniewaz L(7, 7 /) = L(7, 7'7'),
At = 0, A7; = € A® = 0, to zgodnie z twierdzeniem Noether zachowuje sie wielkos¢ (31, 7)€, czyli ze
wzgledu na dowolnosé € mamy zasade zachowania trzech sktadowych pedu uktadu P= >, Pi- Symetrie
wzgledem przesunie¢ przestrzennych nazywamy jednorodnoscia przestrzeni.

b. Przy przesunieciach (translacjach) w czasie: t' =t + ¢, 7/ = 7; mamy L(F’,?’/) = L(7,7), At = ¢, AF; = 0,
A® = 0 i zgodnie z twierdzeniem Noether zachowuje sie wielko§¢ —Ge, czyli z dowolnosci € energia uktadu
E (w tym wypadku G = FE). Symetrie wzgledem przesunie¢ w czasie nazywamy jednorodnoscia czasu.

c. Przy obrotach (rotacjach) w przestrzeni mamy L(7/,7 /) = L(7,7) i dla obrotow infinitezymalnych (o kat e
wokot osi w kierunku wersora 71, gdzie € = eni): t' =t, ¥/ = 7; + € X 7; otrzymujemy At =0, A7; = €x 75 i
A® = 0 . Zgodnie z twierdzeniem Noether zachowuje sie wielkos¢ > 0 | p;(€x 7;) = Y0, (75 X p;)€, czyli

z dowolnoéci € mamy zachowanie trzech sktadowych momentu pedu uktadu L= Z:L 1 Ti X Di. Symetrie

wzgledem obrotow przestrzennych nazywamy izotropia przestrzeni.

d. Przy szczegolnych transformacjach Galileusza t' = ¢, ¥/ = ¥+ € mamy

. n 1
L(F’)f»‘/) _ Z my( 7'2 Z V” ) L(7, F)-l-z mlne—k 2ml )7
i=1 1,j=1 i=1

n

. d 1
= LM+ o [;(mma §mi€2t)}
istad At = 0, AF; = &, A® = =" (m7)E = —MRE 7 twierdzenia Noether wynika zachowanie
wielkosci Y7 | piet — M Ré = (Pt — MR)E, czyli z dowolnosci € otrzymujemy

—

. _ . . . . P
Pt — MR = const =Pty — MRy = RzRo—l—M(t—to).

Z niezmienniczosci wzgledem szczegdlnych transformacji Galileusza wynika wiec, ze §rodek masy uktadu
porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

3.3 Hamiltonian 1 rownania kanoniczne Hamiltona

Rozwazmy uktad punktéow materialnych lub bryt sztywnych z dwustronnymi wiezami holonomicz-
nymi doskonalymi. Uktad taki jest scharakteryzowany przez lagranzjan L(q,q,t), ktory w ogolnym
wypadku jest funkcja kwadratowq prqdkoéci uogolnionych i macierz ( 0" L ) jest dodatnio okre-

04:9q;

3 dq Ly >0.

W tym podrozdziale wykazemy, ze stosowany dotad przez nas formalizm lagranzowski jest row-
nowazny formalizmowi hamiltonowskiemu, w ktorym role lagranzjanu przejmuje hamiltonian, a
rownania Lagrange’a Il rodzaju zostaja zastapione przez réwnania kanoniczne Hamiltona. For-
malizm hamiltonowski pozwalil uzyska¢ wiele interesujacych wynikow w mechanice klasycznej, a
takze okazal sie najwygodniejszy przy formutowaniu mechaniki statystycznej i mechaniki kwanto-
wej. Zaczniemy od wstepu matematycznego dotyczacego przeksztatcenia Legendre’a.

$lona, czyli w szczegolnosci det (=2
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Przeksztalceniem Legendre’a od zmiennych =z = (zq,...,2,) do zmlennych = (Y1, -y Yn)s
generowanym przez funkcje tworzaca X (v,a) z parametrami a = (a, ..., ) 1 det(y X ) 0,

IE
nazywamy przeksztalcenie okreslone wzorami y; = %, i1=1,...n
Twierdzenie Donkina dla przeksztalcenia Legendre’a
Jesli przeksztalcenie Legendre’a od zmiennych = = (xy,...,x,) do zmiennych y = (y1,...,yn)

jest generowane przez funkcje X (z,«), czyli y; = %, =1

wrotne jest przeksztalceniem Legendre’a generowanym przez funkcj@ Y(y,a) = Z?:l zj(y, a)y; —

., n, to przeksztalcenie od-

. Y (y,x
X(z(y, ), ), czyli z; = d(—;’) przy czym 59—2; = dal l=1,.
Dowod
Przeksztalcenie odwrotne do przeksztalcenia y; = y;(x) istnieje, jesli jakobian przeksztalcenia
det(%) = det(az Do) ) # 0, co jest spelnione z definicji przeksztalcenia Legendre’a. Mozemy wiec
J

wyznaczyé © = x(y, ) i wypisa¢ Y (y, ), a nastepnie wykazac, ze:

)4 B 8:15] 0X Ox; B - Oz, 0X .
oy Z 8:1:] oy, Tt —— Jy; (v axj) = %

Jj=1

83@ 0X 0x; 0X Ox; 0X 0X B 0X
RN W T R T R

O

Wr6émy obecnie do mechaniki! i dokonajmy przejscia od predkosci uogolnionych ¢ = (g1, ..., G¢) do
pedow uogélnionych p = (p1, ..., py), gdzie p; = g—é. Przejscie to jest przeksztalceniem Legendre’a
generowanym przez lagranzjan L(q,¢,t) (g it sa parametrami przeksztalcenia). Przeksztalcenie
odwrotne generowane jest przez funkcje H(q,p,t) = Z] 14i(q,p, t)p; — L(q,4(q, p,t),t), zwana
hamiltonianem uktadu, czyli

. OH OH oL O0H oL
;= oraz =——, —=——
= on o oq’ ot ot
Rownania Lagrange’a II rodzaju %g—; - g—; = 0 (uktad f rownan drugiego rzedu na ¢(t)) daja sie

zapisa¢ w réwnowaznej postaci rownan kanonicznych Hamiltona

OH . 0H
8pi7 pl_ aqzv

Qi: Z.::la"wfa

czyli uktadu 2f rownan pierwszego rzedu na ¢(t) i p(t). Wielkosci ¢ i p nazywa sie czesto wielko-
Sciami kanonicznie sprzezonymi.

Hamiltonian H(q, p,t), rowny liczbowo energii uogolnloneJ G(q, q,t), jest okreslony jako funkcja od
¢, p it zamiast od ¢, ¢ it. Poniewaz % = aw to dt = Cig = %f = aa—]f. Hamiltonian zawiera,
podobnie jak lagranzjan, pelna informacje dynamiczna o uktadzie, a dodatkowo ma bezposredni
sens fizyczny - jest rOwny energii uogélnione;j.

Zasady zachowania

Jesli 2 Tj =0, to p; = const (zasada zachowania pedu uogélnionego).

!Przeksztalcenia Legendre’a sa stosowane réwniez w termodynamice (czy fizyce statystycznej) przy zmianie
niezaleznych wielkosci termodynamicznych charakteryzujqcych uktady termodynamiczne w stanie réwnowagi, np.
przejscie od objetosci V' do cisnienia p = CW, gdzie U(S, V) jest energia swobodna (parametr S jest entropia),
jest transformacja Legendre’a i transformacja odwrotna V = p H jest generowana przez entalpie H (S,p) =U+pV.
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Jesli %—Ij =0, to H = const = h (zasada zachowania energii uogolnionej).
Jak pamietamy, f-wymiarowa przestrzen zmiennych ¢ dla rozwazanego uktadu mechanicznego na-
zywamy przestrzenia konfiguracyjna uktadu zgodna z wiezami i rownania Lagrange’a opisuja
ruch uktadu w przestrzeni konfiguracyjnej. Z kolei, 2f-wymiarowa przestrzen zmiennych (g, p) dla
uktadu mechanicznego nazywamy przestrzenig fazowa uktadu i rownania kanoniczne Hamiltona
opisuja ruch uktadu w przestrzeni fazowej.

Na wybor wspotrzednych uogélnionych ¢ w przestrzeni konfiguracyjnej nie ma natozonych zadnych
warunkow poza zadaniami nieosobliwo$ci i jednoznacznego okreslania potozenia ukladu. Postaé
rownan %g—é — g—; = 0 prowadzaca do réwnan ruchu Lagrange’a II rodzaju nie zalezy od wyboru
tych wspotrzednych, czyli rownania te sa wspolzmiennicze (kowariantne) wzgledem nieosobliwych
przeksztalcen punktowych ¢ — ¢ = ¢'(q,t). Przeksztalcenia te zachowuja rowniez postaé row-
nan kanonicznych Hamiltona, lecz réwnania kanoniczne Hamiltona sg wspotzmiennicze wzgledem
szerszej klasy przeksztalcen - przeksztalcenn kanonicznych. Przeksztalceniami kanonicznymi
nazywa sie takie nieosobliwe przeksztatcenia (q,p) — (¢ = ¢'(q,p,t), p' = 0'(¢,p,t)), ktore zacho-
wuja posta¢ rownan kanonicznych Hamiltona. Przyktadem przeksztatcenia kanonicznego jest np.
q = ap, p' = Bq, gdzie state a, 5 #£ 0, i wtedy H' = —afH.

Pominiemy tu szersza analize przeksztalcen kanonicznych i twierdzen dla ruchu w przestrzeni
fazowej (np. twierdzenia Liouville’a czy twierdzenia Poincarégo o powrocie) - niektore problemy
beda omoéwione na wyktadzie z fizyki (czy mechaniki) statystycznej. W nastepnych podrozdziatach
oméwimy tylko nawiasy Poissona i réwnanie Hamiltona-Jacobiego, ktore sa nadzwyczaj istotne

przy przechodzeniu z mechaniky kwantowa do granicy klasyczne;j.
Przyktady hamiltonianéw

a. Czastka o masie m w polu sit o potencjale V (7, ¢):

1. oL . . §
L = mi” —V(b), p’:§:mfz>7?:%,

_p 1 P . P .
= g2 SmEeiviny =2 v,

P —gm( )"+ V(nt) = o~ + V(1)

Roéwnania kanoniczne Hamiltona maja postac:

, p=—grad V(7 t), skad mi’ = —grad V(7,t).

7:':

3=

b. Czastka o masie m i tadunku g w polu elektromagnetycznym o potencjatach ¢(7,t) i E(F, t):

1 . .o L . . . p—agA
L = irrLFqugZ)(F,t)JquA(F,t), ﬁ:%:mf+qA:> *:pmq :
F—qA 1 - qA\? “F—qA  (F—qA)?
H =7 ——m( ) +q¢ —gA ! i
m m m 2m

3.4 Nawiasy Poissona, ogélne ré6wnanie mechaniki, twierdzenie Poissona-
Jacobiego

Wezmy dwie funkcje zmiennych kanonicznych i czasu: F(q,p,t) i G(q,p,t). Nawiasem Poissona
dwoch funkcji F' i G nazywamy wielkosé¢ (F, G) zdefiniowang wzorem

3 OF G OF 0G
(F’ G) - ; (aqi Ip; - Ip; 3%').

Bezposrednio z definicji wynikaja nastepujace wlasciwoséci nawiaséw Poissona:
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(F1, Fy) = —(Fy, FY),

(F F) =

3. (F+ By, G) = (F1,G) + (I, G),
(I Fy,G) = FI(FQ,G)+(F1,G)F2,
(

F, QZ) Sj;;

6. (F,p) = 55,

7. 2(F,G) = G) + (F, %9,

(8t’ ? ot

8. tozsamos¢ Poissona: (Fy, (Fy, Fy)) + (Fy, (Fs, F1)) + (Fs, (Fy, Fy)) = 0.
Stuszne sa w szczegolnosei wzory:
(¢i,a) =0, (g, p) =6u, (pi,p1)=0.

Obliczmy obecnie pochodna zupelna wzgledem czasu dla dowolnej wielkosci F'(q, p,t),:

d L oF . OF \ OF <<~ /0F0H OFOH\ OF
%F<q b, ) Z <8—qlqz + a—pzpl) * E B 121 (6% Qpi B (‘3p2- 8q,) + E7

1=

gdzie wykorzystaliémy rownania ruchu - réwnania kanoniczne Hamiltona.
OtrzymaliSmy wiec rownanie ruchu dla dowolnej wielkosci mechanicznej - ogélne réwnanie me-
chaniki:

dF OF
F H
dt = )+ ot

Roéwnanie to zawiera w sobie jako szczegdlny przypadek réwnania kanoniczne Hamiltona

dqp OH  dp OH

S gy = 2 Py =
dt (QZa ) apl ) dt (pla )

i prawo zmiany energii uogolnionej

dH OH OH
dt = (H,H)+ 5~ ot ot

Wielkoé¢ fizyczna F' zachowuje sie w czasie ruchu, jesli

OF

(H,F) = T

Jesli (H,p) =0, czyh E =0, to p; = const.

Jesli %—If =0, to H = const.

Twierdzenie Poissona-Jacobiego

Jesli w czasie ruchu F'(q,p,t) = const i G(q,p,t) = const, to (F,G) jest takze stala ruchu.

Dowo6d
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Z zalozenia % =01 9¢ = 0 wynika, ze
OF oG
Stad
d 0 0 oG

= ((FG), H)+((H,F),G)+ (F,(H,G)) = (F,G), H) + (H, F),G) + (G, H), F') = 0,

gdzie na koncu skorzystaliSmy z tozsamosci Poissona. [
Przyktady

3.

1. Jedli w czasie ruchu uktadu punktéw materialnych w polu sit potencjalnych zachowuja sie dwie sktadowe
kartezjanskie momentu pedu, to zachowuje sie takze trzecia sktadowa momentu pedu.

Dowod
Z definicji L = 37", (7% x ;) wynikaja wzory

(vaLy) = Lza (Lvaz) = Lza (szLm) = Ly7

gdyz np.
n n n
(La, Ly) = Z (Yipiz — ZiPiy, 2jPjz — TjPjz) = Z Yi(Piz, 2j)Pje + Z Piy(zi;pjz)T; =
i,j=1 i,j=1 i,j=1

n
i=1
Z twierdzenia Poissona Jacobiego wynika wigc, ze jedli skladowe L, i L, sa stale, to stala jest takze skladowa
L, O
Podobnie mozna udowodnié, ze np.:
2. jeSli w ruchu uktadu punktéw materialnych w polu sit potencjalnych zachowuja sie P, L, i Ly, to zachowuja
sie takze Py, P, i L.

3. w ruchu trojwymiarowego oscylatora harmonicznego z H = ;5 5% (p? + m2?w?z?) zachowuja sie wielkosci

2m
Qij = 3= (pip; + mPw?x;x;), 0,5 =1,2,3.

5 Rownanie Hamiltona-Jacobiego

Rozwazmy ruch rzeczywisty ¢(t) uktadu o lagranzjanie L(q,q,t), gdy uktad przesuwa sie od ¢ do
q w przedziale czasu (to,t). Dzialanie Hamiltona S jest wtedy funkcja wielkosci qo, to, ¢, t oraz

t
S(Q07t07Q7t):/ L(q7q,t>dt

to

Przeanalizujmy zaleznosé¢ S od ¢ i gy przy ustalonych ¢y i t. Zmiana dzialania przy przejsciu od
ruchu rzeczywistego ¢(t) do bliskiego mu ¢(t) + dq(t) dana jest wzorem (zob. podobna analize
przy zasadzie wariacyjnej Hamiltona):

i OL oL t [ oL  d oL / oL
s = /to;(a_%dwraqi)dt:/m;(aqi_%a_qi>dq"dt+;a—qidqi =
f
- Z(pid%_piod%o),
=1
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a z drugiej strony

f
s = ; (S—quz’ + ﬁ),

czyli z dowolnosci dg; 1 dg;o mamy:

Di = (q0,t0,q,t), pio = — (90, t0,q,1).

dq; Igio
Przez rozwiklanie drugiego rownania otrzymujemy ¢ = q(t, to, qo, po) 1 po podstawieniu do pierw-
szego rownania mamy p = p(t,to, qo, po). W tej jednej funkeji, czyli dziataniu S(qq, to, q,t), zako-
dowane sa wiec informacje o ruchu rzeczywistym uktadu, gdyz pochodne czastkowe tego dziatania
pozwalaja odczytaé¢ ruch uktadu w przestrzeni zar6wno konfiguracyjnej jak i fazowej.

W tym podrozdziale wykazemy, ze wynik ten mozna uogdlni¢ tak, aby stal sie pewna nowa metoda
catkowania rownan ruchu. Zaczniemy od znalezienia rownania rézniczkowego dla funkeji S(q,t). Z

definicji dzialania mamy % = L, a z drugiej strony % = aa—f +sz:1 g—iqi, czyli %—f + (sz:l g_iQi —
L) = 0. Otrzymane réwnanie, zwane réwnaniem Hamiltona-Jacobiego (1837) mozna zapisac

w postaci

oS oS

Jest to réwnanie rozniczkowe czastkowe pierwszego rzedu na S(q,t). Ogolne rozwiazanie tego
rownania, zwane catka ogoélna, zalezy od dowolnej funkcji. Do naszych celow wystarczajace okaze
sie rozwigzanie szczegoOlne, zwane calky zupeing.

Calka zupelng rownania Hamiltona-Jacobiego %—f + H(q, ‘3—*2,
tego rownania S(g,t,a), zalezne od f stalych dowolnych a = (o, ...,ay), ktére spelia waru-
nek det(&%ij) # 0 (oznacza to w szczegolnosci, ze do « nie mozemy wlaczy¢ oczywiste] stalej

t) = 0 nazywamy takie rozwigzanie

addytywnej).

Twierdzenie Jacobiego

Jesli funkcja S(q,t, a) jest catka zupetna réwnania Hamiltona-Jacobiego, to rozwiazanie rownan
kanonicznych Hamiltona okreslaja wzory

oS oS

D; 8qj(q,,a), B; aaj(q’ o), j=1,..f,

gdzie a i § - dowolne stale.

Przez rozwiklanie drugiego uktadu rownan otrzymujemy ¢ = ¢(¢, a, ) i po podstawieniu do pierw-
szego ukladu réwnan uzyskamy p = p(t, o, 3), czyli przez rozniczkowanie catki zupelnej S(q,t, @)
mozemy odczytaé¢ ruch rzeczywisty uktadu zaréwno w przestrzeni konfiguracyjnej (co w zasadzie
jest wystarczajace) jak i fazowej. W jednej funkcji S(q,t,«) zakodowane sa wiec rozwiazania
rownan ruchu uktadu hamiltonowskiego.

Dowod twierdzenia

Po podstawieniu S(q, ¢, @) do réwnania Hamiltona-Jacobiego jest spelniony tozsamosciowo zwigzek
% (g,t,a) + H(g, %(q,t,a),t) = 0.

a. Rozniczkujac te tozsamosé po «; mamy

0’s )
60zj(9t i1 8]32 aqiaaj N
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a obliczajac zupelna pochodna po czasie definiujacej ¢(t) rownosci §; = % mamy
J

Sy~ PS5
otoey &= "0g00;

czyli

Zaqlaaj (- ZZ) 0

daje ¢; = 5.

co przy roznym od zera wyznaczniku det(-22— B4 da )

b. Rozniczkujac te tozsamosé po g; mamy

PS | OH  SOH 0°S
0q;0t  0g; Py Opi 0q;0q; ’

a z drugiej strony

L _PS  ~, 0S
P ag0t T &= T oq:0q;

czyli p; = gf .
O
OtrzymaliSmy w ten sposob nowy i, jak sie okazuje, najdoskonalszy sposob znajdowania ruchu
uktadu. Dla bardzo szerokiej klasy uktadéw mozna bowiem znalezé catke zupelng réwnania
Hamiltona-Jacobiego metoda rozdzielenia zmiennych. Réwnanie to ma réwniez znaczenie jako
podstawa rachunku zaburzenn w mechanice klasycznej 2
W metodzie rozdzielenia zmiennych poszukujemy rozwiazania w postaci

f

S(g,t, o) = Zsi(%‘) + So(t)-

1=1

2Réwnanie Hamiltona-Jacobiego stanowi takze bezpogredni klasyczny odpowiednik réwnania Schrédingera. Dla
czastki w polu sit potencjalnych rownanie Schrédingera ma postaé

1w lw = Ay v
ottt T T om "

Jesli wprowadzimy funkeje S wzorem W = %5 to

ov i ds _ 1 2 4 ¢
W_EE\I" AV = hQ(gradS) \If—f—hAS\I/

i réwnanie Schrodingera przyjmuje postac

a8 1 h

-+ — dS V+—AS=0.

T + (gra )2+ +2mi

W granicy klasycznej, czyli A — 0, otrzymujemy klasyczne réwnanie Hamiltona-Jacobiego i funkcja S staje sie
klasycznym dzialaniem. Fakt ten odgrywa duza role w przyblizeniu kwaziklasycznym mechaniki kwantowej i we
wspomnianym juz wezesniej sformultowaniu mechaniki kwantowej przy uzyciu catek po trajektoriach (R. Feynman
(1948)).
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Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego przyjmuje wtedy postaé

dS, ds,  dsy

— + H(Qh "’7Qf’ d—qlu ceey d—qf7 ) = 0.

dt
Metoda rozdzielenia zmiennych stosuje sie, jesli mozemy stad wydzieli¢ rownania rézniczkowe
zwyczajne dla wystepujacych tu funkcji. W dwoéch szezegolnych przypadkach takie funkcje jednej
zmiennej sg nadzwyczaj proste.

Jesli %—Ij = 0, to pierwszy czton w réwnaniu, zalezny od ¢, jest réwny wielkosci niezaleznej od
t, czyli % = —h = const i stad Sy = —ht, a réwnanie Hamiltona-Jacobiego upraszcza sie do
rOwnania
dS, dsSy
H(q1, .., qp,—, ..., —) = h.
d dq1 dgy

Stata h jest pierwsza ze stalych a i ma sens zachowywanej energii uogélnionej uktadu.
Jesli 22 = 0, to 4k — o, = const i stad Sy = apqr, a rownanie Hamiltona-Jacobiego upraszcza

. Oq; L dgg
sie do rOwnania
dSy dS; dSy_1 dSki1 dSy
—+H q1y---y Qk—1, Qk+1, -+, 4f, PRERE) y O,y JRERE) 7t = 0.
dt (@ b T dg, dqr— dqr41 dqy )

Kazda tego typu zasada zachowania upraszcza rozwazane rownanie, gdyz zmniejsza liczbe szuka-
nych funkeji jednej zmiennej. Stale oy sg réwne zachowywanym w takiej sytuacji pedom uogo6l-
nionym py.

Przyktad: Ruch czastki o masie m i fadunku ¢ w polu elektrostatycznym wytworzonym przez punktowy dipol o
momencie dipolowym elektrycznym d.

Wybierzmy poczatek uktadu wspolrzednych w punkcie, gdzie znajduje sie dipol i wybierzmy o§ Oz wzdtuz momentu
dipolowego d = de,. Czastka ma trzy stopnie swobody i jako wspoétrzedne uogélnione wybierzmy wspotrzedne
kuliste czastki r, ¥ i p. Lagranzjan czastki wynosi

cos
r2 "’

1 .
L=T-V= 5m(7'“2 + 729% 4 r?sin? 99?) — v

qd
4eq *

gdzie v =

z. A

mf
oqu, %,7_)

3 Zf=(0;0; d*)
0 ?,

b

X

Dwie zasady zachowania G = E i p, = L. nie wystarczaja do scatkowania réwnan ruchu. Obliczmy wiec hamilto-
nian czastki:

oL . oL 2,0 oL 2.:2.9:
pr:E:mr, pﬁ:%:mrﬁ, p¢:8—¢:mr sin® Y,
7& '7 D P pgp
— V=  mr2sin? 9’



H:T+V:i<p2+p—129+
2m N\ r2 0 p2gin2 99

pi cos
)+
T

Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego ma postac:

al(3) 7 (5) * mams(a) | R+ g =0

Poszukajmy catki zupelnej w postaci
S=—FEt+ L.p+ Sy(r)+ Sy(V).

Po podstawieniu do réwnania i pomnozeniu przez 2mr? otrzymujemy

dS;\2 dSg\2 L2
1= - ? = - - = - = — —
" ( dr ) 2mEr ( dd ) sin? o 2mry cos ) = const a,

ds, « «
i ZmE—T—27 Sr:/“QmE—ﬁdr,

dSy \/ 12 \/ 12
A -2z 9 9, Sy = S—
dv G Gnzg ST o0 / 4T Gn%e

. 72
SEt+LZg0+/1/2mEO;dT+/\/ — —5— — 2my cos Jdd.
r sin“

Problem znalezienia ruchu sprowadza sie do kwadratur:

czyli

— 2mry cos ¥dv

i ostatecznie

oS
oL =0 = o—[ = ngw = = ¢ = (),
z sin? 9 = 5= —2my cos ¥
§_5:> _lfL_Flfr dd =Fy =9 =20(r)
da = P2 2 r2 QmEiv% 2 L2 oy P — M2 = r),
Q- ——F— —2mycos
a8 mdr
a_E:ﬁ3:> —t+f\/W7_r%=B3 =r=r(t).

Ostatnia catka wyznacza ruch radialny

o

2F
= i 2
" \/m(t+ﬂ3) +2mE’

a pozostale calki pozwalaja kolejno wyznaczy¢ 9 = 9(t) i ¢ = ¢(t) (pojawiaja sie tu znane nam calki eliptyczne

pierwszego rodzaju).

3.6 Mechanika nieliniowa i chaos deterministyczny

W mechanice klasycznej nieliniowo$¢ rownan ruchu jest catkiem naturalna - nieliniowe sg rownania
ruchu dla tak waznych w fizyce uktadéow jak np. wahadla matematycznego

ml*p + mglsing = 0

czy problemu ruchu planety wokot stonica
/ﬂ'? + = 0.

r3
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Dla tych podstawowych ukladow znalezliSmy Sciste rozwigzania i ludzie przez wiele lat nie do-
strzegali istotnej roznicy miedzy rozwigzaniami rownan nieliniowych i liniowych poza tym, ze dla
rownan liniowych tatwiej byto znalezé rozwigzania analitycznie. Gdy jakiego$ rownania nielinio-
wego nie potrafiliémy rozwiazaé, analizowaliSmy czesto taki problem tylko w obszarze, w ktorym
mozna byto go opisa¢ w dobrym przyblizeniu przez réwnania liniowe. Dopiero w 1890 r Henri
Poincaré jako pierwszy zauwazyl, ze w bardziej ztozonych problemach nieliniowych rozwigzania
rownan ruchu moga by¢ bardzo wrazliwe na warunki poczatkowe. Mimo ze réwnania opi-
sujace uktad sa deterministyczne, to w dtuzszej skali czasowej uktad wydaje sie zachowywaé¢ w
sposob losowy (chaotyczny) - zjawisko to nazywamy obecnie chaosem deterministycznym. Po-
incaré zajmowal sie grawitacyjnym problemem trzech cial, czyli np. ukladem planeta, ksiezyc i
sloice. Spostrzezenie Poincarégo pozostato niezauwazone przez fizykow i matematykow az do lat
1970., gdy postep w dziedzinie komputerow umozliwil znalezienie numerycznych rozwiazan wielu
probleméw nieliniowych i wiele 0os6b zainteresowalo sie szczegdélowym badaniem chaosu determi-
nistycznego. Pierwsza praca tego typu byta wprawdzie praca meteorologa Edwarda Lorenza z
1963 r., dotyczaca konwekcji w atmosferze, ale i ona wywotala zainteresowanie dopiero po dzie-
sieciu latach. Swoje wystapienie na jednej z konferencji Lorenz zatytulowal: "Przewidywalnosé:
czy machniecie skrzydetkami przez motyla w Brazylii moze spowodowa¢ tornado w Teksasie?”,
gdyz chciat tym prowokujacym pytaniem uzmystowi¢ niemoznosé jakichkolwiek przewidywan dla
ztozonych uklad6éw nieliniowych mimo precyzyjnie okreslanych warunkéw poczatkowych.

Warunkiem koniecznym pojawienia sie chaosu w ewolucji czasowej uktadu jest nieliniowo$¢ rownan
opisujacych jego ruch oraz pewna ich zlozonos¢. Réwnania ruchu uktadu mozna zawsze zapisa¢ w
postaci uktadu réwnan rozniczkowych pierwszego rzedu dla N zmiennych dynamicznych uktadu:

gj:fj(fly...,gj\/’), j:]_,...,N,

w ktorych po prawej stronie nie pojawia sie czas t (taki uktad rownan nazywa sie uktadem autono-
micznym). Mozna udowodnié¢, ze aby uklad dysypatywny wykazywal zachowanie chaotyczne, jego

roOwnania ruchu zapisane w postaci autonomicznej musza by¢ nieliniowe i zawiera¢ N > 3 zmien-
nych. Dla ukladéw bez dysypacji (np. ukladéw hamiltonowskich) konieczna jest nieliniowos¢ i
N > 4.

Przyktady

Najprostszymi fizycznie uktadami, w ktérych moze pojawié sie chaos, sa pltaskie podwdjne wahadlo matematyczne

(uktad hamiltonowski z N = 4) i ptaskie ttumione wahadto matematyczne z sita wymuszajaca (uktad dysypatywny

z N = 3). Rownania ruchu dla wahadla podwéjnego (zob. podrozdzial 1.10) maja postaé:

1 =w1, P2 = wa,

—g(my + ma) sin 1 + magsin s cos (g1 — pa) — Mma[law3 + l1w? cos (1 — @2)] sin (g1 — p2)
li[m1 +mg — mgy cos? (1 — p2)]

wy =

)

sin (¢1 — @2)[(m1 + m2)(gcos p1 + l1w?) + malaw3 cos (p1 — ¢2)]

L/ZJ =
2 la[my + ma — ma cos? (p1 — ¢2)]

Réwnanie ruchu wahadta matematycznego tlumionego mozna zapisa¢ w postaci autonomicznej w nastepujacy
sposob (stata b>0 jest wspolczynnikiem definiujacym liniowa site oporu):

=1,

mw + bl + mgsinp = 0,

co odpowiada N = 2 i mimo nieliniowo$ci uklad ten nie wykazuje zachowania chaotycznego. Jesli w tym ukladzie
dodamy site wymuszajaca F(t) = Fycoswt, w = const > 0, to otrzymamy tlumione wahadlo matematyczne z sila
wymuszajaca. Roéwnania ruchu tego wahadla sa ukladem réwnan z N = 3:

p=1, £=uw,
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)= —ﬁv,/}— gsintp—i—&cosg
m l ml

i jego rozwigzania wykazuja zachowanie chaotyczne dla pewnych wartosci wystepujacych w nim parametréw.

W tym wykladzie ograniczymy sie do analizy chaosu deterministycznego dla tlumionego waha-
dla matematycznego z sila wymuszajaca. W standardowej postaci réwnania ruchu takiego
wahadta

mlp + bl + mgsin p = Fj cos wt,
wygodnie jest przej$¢ do réwnania z wielkoSciami bezwymiarowymi

d? 1d
Ld + —£+sin@ = Acosw,T

dr? qdr

przez wprowadzenie bezwymiarowego czasu T = ﬂt (czestos¢ malych drgan swobodnych jest
wtedy jednostkowa) i bezwymiarowych parametrow:

- parametru tlumienia 1 = 2, /L
g = m\/yg

- amplitudy sily wymuszajacej A = =2

- czestosci sity wymuszajacej w, = w\/g.

Wybierzmy ¢ = 2, w,, = % = 0,66666 (czyli 7, = f}—z ~ 10) i przeanalizujmy numerycznie ruch dla
roznych wartosci amplitudy sity wymuszajacej A przy warunkach poczatkowych (p(t =0) =0 =
¢(t = 0)). Obliczenia wykonamy przy uzyciu programu komputerowego zataczonego do ksiazki
G. L. Bakera i J. P. Golluba Wstep do dynamiki uktadow chaotycznych .

Analize ruchu wygodnie jest przeprowadzi¢ badajac zmiane w czasie predkosci katowej o (t) zamiast
kata ¢(t), gdyz dla A > 1, gdy mozliwe staja sie obroty, konieczne jest przyrownanie katow
¢ rozniacych sie o 27 (odpowiadajacych temu samemu potozeniu fizycznemu), co prowadzi do
sztucznej nieciagtosci na wykresach zaleznosci czasowej.

Wspanialg ilustracje osobliwosci ruchu w uktadach nieliniowych stanowia diagramy bifurkacji, na
ktorych dla réznych wartosci amplitudy sity wymuszajacej przedstawione sa wartosci ¢(t) dla cza-
sow bedacych wielokrotnoscia okresu wymuszania (dane zbieramy po odpowiednio duzym czasie,
gdy zanikly juz efekty poczatkowe). Jesli ruch jest okresowy z okresem 7, na diagramie bifurkacji
odpowiada mu jeden punkt. Gdy pojawia sie ruch okresowy o okresie 27, zaczynamy obserwowaé
na wykresie dwa punkty - pojedyncza krzywa rozgalezia sie na dwie (nastepuje bifurkacja). Jesli
ruch jest okresowy o okresie nrt,, to na wykresie pojawia sie n punktéow. Gdy punkty przestaja
sie powtarza¢ i wypelniaja w sposob “ciagly” odpowiedni przedzial, to znajdujemy sie w obszarze
chaosu.
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Diagram bifurkacji

T T T T T T T T T T T
3 -
dfi/dtau

[

.8
amplituda sity wymuszajacej A

Diagram bifurkacji

3 -
dfi/dtau

amplituda sity w.ymuszajqcej A

Zachowanie si¢ wahadla tlumionego z wymuszeniem (¢ =2, w,, = 3.)
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Zakres wartosci A | Typ ruchu
A < 1,0829 okresowy
1,0829 < A < 1,11 | chaotyczny
L1l<A<1,14 okresowy

1,14< A< 1,22 chaotyczny
A=x1,22 okresowy
1,22 < A< 1,28 chaotyczny

1,28 < A< 1,475 okresowy
1,475 < A < 1,485 | chaotyczny
1,485 < A < 1,493 | okresowy
1,493 < A < 1,495 | chaotyczny
1,495 < A < 1,497 | okresowy
1497 < A< 1,5 chaotyczny

Przeanalizujmy ten diagram bardziej szczegotowo:

e dla A <1, czyli gdy sita wymuszajaca jest mniejsza od sily ciezkosci, po okresie poczatko-
wym, gdy zachodzi proces ttumienia drgan swobodnych, obserwujemy niezalezne od warun-
kéw poczatkowych drgania okresowe wokot ¢ = 0 z czestoscia rowna czestosci sity wymusza-
jacej wy,: przy malych A mamy w dobrym przyblizeniu drgania harmoniczne (sinusoidalne),
przy wiekszych A pojawiaja sie oprocz drgan z czestoscia wymuszenia wyzsze skladowe
harmoniczne z czesto$ciami bedacymi catkowity wielokrotnoscia czestosci wymuszenia (zob.

w

widmo czestotliwosci (v = 5%)) i wykres ruchu przestaje by¢ sinusoida.

Przebieg czasowy dla A=0,9
T T T T

4 - + -
dfi/dtau

a 28 48 6A a8 188
czas tau
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Diagram fazowy dla A=0,9
T

4 - +
dfi/dtals
2r T
B H.,-""H‘ r -‘-H‘h"“-\_\
o g RN
' Y
\\ L
_2 | el e el |- SR
_4 - L
-3 -2 -1 A 1
kat i

Widmo czestotliwosci dla A=0,9
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czestotliwosé ni

Graniczny (asymptotyczny) ruch, ktory pojawia sie dla dostatecznie duzych czasow, na-
zywamy atraktorem. Ruchy odpowiadajace réznym warunkom poczatkowym zblizajg sie
asymptotycznie do tego samego atraktora. Diagram fazowy, bedacy jednym z mozliwych
obrazéw takiego atraktora, dla malych A jest elipsa, dla wiekszych A pojawiaja sie wyzsze
harmoniczne i jego wykres jest odpowiednio "odksztatcong elipsa’.

e dla 1 < A < 1,0663 drgania poczatkowo sa bardzo burzliwe (pojawia sie ruch obrotowy),
lecz po pewnym czasie pojawiaja sie znoéw drgania okresowe z czestoscia w,,. Jest to obszar
“ciszy przed burzg’, sygnalizujacy pojawienie sie dla jeszcze wiekszych A jakich§ istotnych
zmian ruchu.
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Przebieg czasowy dla A=1,06
T T T T

4 - + -
dfi/dtau

a 28 48 6A a8 188
czas tau

e dla 1,0663 < A < 1,0829 i dla pewnych warunkéw poczatkowych oraz pewnych czestosci
sity wymuszajacej atraktor przechodzi przez kaskade podwajania okresu, w czasie ktorej
okres ruchu jest wielokrotnie podwajany (dazy do nieskonczonosci przy A = 1,0829). W
przeciwienstwie do poprzednich obszar6w mamy obecnie wiecej atraktoréw i ruchy z réznymi
warunkami poczatkowymi sa "przyciggane” przez roézne atraktory. Dla A = 1,073 drgania
po uplywie okresu wymuszania 7, majg dwie nieco rézne amplitudy, co wida¢ wyrazZnie
na diagramie fazowym lub na przekroju Poincarégo, bedacym zdjeciem “stroboskopowym”
tego diagramu dla czaséw bedacych wielokrotnoscia okresu wymuszania. Ogodlnie, obserwo-
wany okres ruchu dla atraktoréow jest calkowita wielokrotnoscia okresu wymuszenia i jesli
wrzrasta n-krotnie, to czestos¢ staje sie czestosciag n-krotnie mniejsza, czyli jest czestoscia
podharmoniczng czestosci wymuszenia. Jest to obszar ”drogi do chaosu”.

Przebieg czasowy dla A=1,073

4 - + -
dfi/dtau

a 28 48 6a a8 188
czas tau
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Przebieg czasowy dla A=1,073
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Przekréj Poincarego dla A=1,073
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Widmo czestotliwosci dla
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czestotliwos¢ ni

o=

e dla A > 1,0829 przynajmniej dla niektorych czestoscei sity wymuszajacej i pewnych wa-
runkéw poczatkowych ruch w dlugiej skali czasu staje sie nieokresowy - pojawia sie chaos.
Dalsze zwiekszenie A powoduje pojawianie sie znow przedziatléw ruchu okresowego i prze-
dzialéow chaosu. Wykresy przedstawiajace ruch chaotyczny przedstawiamy dla A = 1,15.
Brak okresowosci widoczny jest nie tylko na wykresie przebiegu czasowego predkosci kato-
wej, ale takze na diagramie fazowym czy przekroju Poincarégo. Widmo czestotliwosci staje

sie praktycznie ciggle.
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Przebieg czasowy dla A=1,15
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Diagram fazowy dla A=1,15
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Przekréj Poincarego dla A=1,15
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Widmo czestotliwosci dla A=1,15
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Ruch chaotyczny jest niezwykle wrazliwy na warunki poczatkowe. Jesli dwa identyczne
wahadta z takim samym wymuszeniem wprawimy w ruch z nieznacznie réznigcymi sie wa-
runkami poczatkowymi, to odlegtos¢ miedzy nimi bedzie wyktadniczo rosta w czasie nie-
zaleznie od tego, jak mala byta poczatkowa roznica. Wrazliwosé na warunki poczatkowe
charakteryzujemy przy uzyciu wykladnikow Lapunowa. Dla rozwazanego wahadla mamy
trojwymiarowa przestrzen fazowa zwiazana ze zmiennymi ( ¢, ¢, £) uktadu autonomicznego.
Mata sfera w przestrzeni fazowej zmienia sie w czasie w elipsoide o osiach gtéwnych skiero-
wanych w kierunku jej rozszerzania si¢ lub $ciskania. Poczatkowa objetosé¢ Vi sfery zmienia
sie w czasie zgodnie ze wzorem

‘/(T) 22‘4ﬁ4A1+A2+A3ﬁ1

gdzie wyktadniki Lapunowa \; charakteryzuja szybkos$¢ zmiany dtugosci osi gtoéwnych elipso-
idy, przy czym dla uktadu dysypatywnego, jakim jest wahadlo, mamy A+ Ao+ A3 = —é. W
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obszarze parametréow odpowiadajacych ruchom okresowym wahadta wyktadniki Lapunowa
sa zerowe lub ujemne, natomiast dla ruchéw chaotycznych jeden wykladnik jest dodatni i
pojawia sie wyktadnicza rozbiezno$é ruchow, czyli wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe.

" Wyktadniki Lapunowa usrednione po czasie dla A=1,06
. T T T T T T T T T T T

lambdal- -
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tau/tau_w

Wyktadniki Lapunowa usrednione po czasie dla A=1,15
T T T T T T T
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Problem chaosu deterministycznego pojawia si¢ przy analizie proceséw nieliniowych nie tylko w
mechanice, ale takze w optyce, chemii, biologii, geofizyce, ekonomii itd. W ostatnich 20 latach
wydano (takze w jezyku polskim) bardzo duzo ksiazek na temat chaosu deterministycznego. Caly
rozdzial na temat mechaniki nieliniowej i chaosu jest w podreczniku Taylora.

Warto rowniez samodzielnie wygenerowac¢ sobie rézne wykresy dla wahadta lub innych uktadow
przy uzyciu przegladarki i programow dostepnych w internecie (np. pod adresem
http://www.phy.davidson.edu/StuHome/chgreene /Chaos /Chaos.html).

Mechanika klasyczna jako dziedzina nauki istnieje juz ponad 300 lat lecz nadal nie jest zamknieta
dziedzing, gdyz, jak widzimy, ciagle jest przedmiotem badan naukowych fizykow i matematykow.
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