
Zygmunt Ajduk

MECHANIKA KLASYCZNA

3 Nierelatywistyczna mechanika analityczna

3.1 Zasada wariacyjna Hamiltona

Przejdziemy teraz do szerszego omówienia pewnych zagadnie« zwi¡zanych z mechanik¡ ukªadu
punktów materialnych lub bryª sztywnych z dwustronnymi wi¦zami holonomicznymi doskona-
ªymi i z siªami ze zde�niowan¡ uogólnion¡ energi¡ potencjaln¡. Ukªad taki jest w peªni scha-
rakteryzowany przez lagran»jan L(q, q̇, t) i jego ruch wyznaczaj¡ równania Lagrange'a II rodzaju
d
dt
∂L
∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, ..., f , gdzie f - liczba stopni swobody ukªadu, q - wspóªrz¦dne uogólnione

zgodne z wi¦zami.

Dziaªanie Hamiltona S[q] ≡
∫ t1
t0
L(q, q̇, t)dt dla ukªadu o lagran»janie L w przedziale czasu

(t0, t1) jest funkcjonaªem ruchów q(t), jakie mogªyby wyst¡pi¢ dla rozwa»anego ukªadu (ruchów
niekoniecznie rzeczywistych). Rozwa»my wariacj¦ dziaªania (b¦d¡c¡ dla funkcjonaªu odpowiedni-
kiem ró»niczki funkcji) przy wariacji ruchu (bez wariacji czasu) q(t) → q′(t) = q(t) + δq(t), czyli
tak»e odpowiadaj¡cej temu wariacji pr¦dko±ci uogólnionej q̇(t)→ q̇′(t) = q̇(t) + dδq(t)

dt
:

δS =

∫ t1

t0

f∑
i=1

(∂L
∂qi

δqi +
∂L

∂q̇i

dδqi
dt

)
dt =

∫ t1

t0

f∑
i=1

(∂L
∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqidt+

f∑
i=1

∂L

∂q̇i
δqi

∣∣∣t1
t0
,

gdzie wykonali±my caªkowanie przez cz¦±ci drugiego skªadnika sumy. Je±li rozwa»ymy wariacje
ruchu bez wariacji na ko«cach przedziaªu caªkowania δq(t0) = 0 = δq(t1), to z dowolno±ci waria-
cji δq wewn¡trz przedziaªu wynika równowa»no±¢ znikania takiej wariacji dziaªania S i równa«
Lagrange'a drugiego rodzaju d

dt
∂L
∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0.

Wyprowadzony wy»ej zwi¡zek nazywa si¦ zasad¡ wariacyjn¡ Hamiltona (1834): w dowolnym
przedziale czasu (t0, t1) ruchem rzeczywistym ukªadu, czyli b¦d¡cym rozwi¡zaniem równa« La-
grange'a II rodzaju, jest taki ruch q(t), dla którego znika wariacja dziaªania S przy dowolnych
wariacjach δq znikaj¡cych na brzegach przedziaªu δq(t0) = 0 = δq(t1).
Wariacja dla funkcjonaªu jest odpowiednikiem ró»niczki dla funkcji i znikanie wariacji dziaªania
jest warunkiem koniecznym wyst¦powania ekstremum dziaªania dla ruchu rzeczywistego. Mo»na
udowodni¢, »e dla dostatecznie maªych przedziaªów czasu zasada wariacyjna Hamiltona ozna-
cza zasad¦ najmniejszego dziaªania Hamiltona, czyli rozwa»ane ekstremum odpowiada minimum
dziaªania.
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Zasada wariacyjna Hamiltona jest odpowiednikiem ogólnego twierdzenia matematycznego z ra-
chunku wariacyjnego:
Znikanie wariacji funkcjonaªu

∫ x1

x0
F (y, y′, x)dx dla funkcji y(x) przy dowolnych wariacjach δy

znikajacych na brzegu przedzialu δy(x0) = 0 = δy(x1) jest równowa»ne temu, »e funkcja y(x) jest
rozwi¡zaniem równania Eulera-Lagrange'a d

dx
∂F
∂y′
− ∂F

∂y
= 0.

Funkcj¦ y, dla której znika wariacja funkcjonaªu, nazywa si¦ ekstremal¡ funkcjonaªu.
Przykªad.
Rozwa»my jednowymiarowy oscylator harmoniczny o lagran»janie L = 1

2mẋ
2 − 1

2mω
2x2 i jego ruch w przedziale

(0, t1) odpowiadaj¡cy przej±ciu od x(0) = 0 do x(t1) = x1.
Ruch rzeczywisty rozpoczynaj¡cy si¦ w x(0) = 0 ma posta¢ x = A sin (ωt) i z warunku A sin (ωt1) = x1 wynika, »e

okre±lony jest wzorem x = x1
sin (ωt)
sin (ωt1) . Dziaªanie dla ruchu rzeczywistego wynosi

Srzecz =
∫ t1

t0

dt
[1

2
m

x2
1

sin2 (ωt1)
ω2 cos2 (ωt)− 1

2
mω2 x2

1

sin2 (ωt1)
sin2 (ωt)

]
=

=
1
2
mω2 x2

1

sin2 (ωt1)

∫ t1

0

cos (2ωt) dt ==
1
2
mω2 x2

1

sin2 (ωt1)
sin (2ωt1)

2ω
=

=
1
2
mωx2

1ctg (ωt1) =
1
2
mωx2

1

( 1
ωt1
− 1

3
ωt1 + (dalsze wyrazy ujemne)

)
,

gdzie na ko«cu dokonali±my rozwini¦cia zbie»nego dla 0 < ωt1 < π.
Dziaªanie dla prostego ruchu nierzeczywistego x = x1

t1
t wynosi

Snierzecz =
1
2
m
x2

1

t21

∫ t1

0

dt(1− ω2t2) =
1
2
mωx2

1(
1
ωt1
− 1

3
ωt1)

.

Dla 0 < ωt1 < π mamy wi¦c Srzecz < Snierzecz, ale dla ωt1 > π ruch rzeczywisty (ekstremala) niekoniecznie

odpowiada minimum dziaªania Hamiltona.

Zasada wariacyjna Hamiltona (obok innych zasad wariacyjnych, np. zasady Maupertuis i zasady
Jacobiego omówionych np. w podr¦cznikach Biaªkowskiego czy Rubinowicza i Królikowskiego)
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jest u»yteczna tak»e w innych dziaªach �zyki ni» mechanika klasyczna (odpowiednikiem zasady
Jacobiego w optyce geometrycznej jest zasada Fermata). Zasady wariacyjne stanowi¡ istotnie
nowe spojrzenie na ruch. Ró»niczkowe równania ruchu wi¡»¡ ze sob¡ przyczyn¦ (siª¦) ze zmian¡
ruchu w ka»dej chwili, czyli s¡ wyrazem przyczynowego (kauzalnego) opisu zjawisk �zycznych.
Natomiast zasady wariacyjne porównuj¡ ruchy potencjalnie mo»liwe w sko«czonym przedziale i
okre±laj¡ warunki, które musz¡ by¢ speªnione przez ruch rzeczywisty. Opis taki jest wi¦c opisem
teleologicznym: ukªad porusza si¦ tak, aby byª osi¡gni¦ty pewien cel, odpowiadaj¡cy ekstremal-
no±ci dziaªania. W 1948 r. R. Feynman zwróciª uwag¦ na realno±¢ tych potencjalnych ruchów
w mikro±wiecie, w którym ze wzgl¦du na zasad¦ nieoznaczono±ci Heisenberga nast¦puje rozmycie
torów cz¡stek, i sformuªowaª nowe podej±cie do mechaniki kwantowej (metod¦ caªek po trajek-
toriach). Istnieje gªeboka analogia mi¦dzy mechanik¡ klasyczn¡ i mechanik¡ kwantow¡ a optyk¡
geometryczn¡ i optyk¡ falow¡.

3.2 Twierdzenie Noether

Rozwa»my ogólne nieosobliwe przeksztaªcenie wspóªrz¦dnych uogólnionych i czasu:

t → t′ = t′(q, t),

q → q′ = q′(q, t).

Aby wygenerowa¢ równania ruchu w zmiennych primowanych, musimy przeksztaªci¢ lagran»jan
L(q, q̇, t)→ L′(q′, dq

′

dt′
, t′) w ten sposób, by spelniony byª warunek:

L′(q′,
dq′

dt′
, t′)dt′ = [L(q, q̇, t)− dΦ(q, t)

dt
]dt,

czyli by zasada wariacyjna Hamiltona ze zmiennymi primowanymi generowaªa ruch rzeczywisty
równowa»ny ekstremalom w zmiennych nieprimowanych (przypominamy, »e lagran»jany ró»ni¡ce
si¦ o dΦ(q,t)

dt
prowadz¡ do identycznych równa« ruchu).

Przykªad
Je±li L(x, dxdt , t) = 1

2m(dxdt )2 − V (x), to równania ruchu maj¡ posta¢

m
d2x

dt2
+
∂V

∂x
= 0.

Przy przeksztaªceniu t′ = t+ εt2, x′ = x, czyli t =
√

1+4εt′−1
2ε , dt = dt′√

1+4εt′
, po przej±ciu do nowego czasu równanie

ruchu przyjmie posta¢ ( dxdt =
√

1 + 4εt′ dx
′

dt′ ,
d2x
dt2 = (1 + 4εt′)d

2x′

dt′2 + 2εdx
′

dt′ ):

m(1 + 4εt′)
d2x′

dt′2
+ 2mε

dx′

dt′
+
∂V

∂x′
= 0.

Równanie Lagrange'a II rodzaju d
dt′

∂L′

∂ dx
′

dt′
− ∂L′

∂x′ = 0 b¦dzie takie, je±li po przeksztaªceniu lagran»jan b¦dzie miaª

posta¢ zgodn¡ z podanym wy»ej warunkiem

L′(x′,
dx′

dt′
, t′) =

1
2
m
√

1 + 4εt′(
dx′

dt′
)2 − 1√

1 + 4εt′
V (x′)

(zwró¢my uwag¦, »e w tym wypadku L′(x′, dx
′

dt′ , t
′) 6= L(x′, dx

′

dt′ , t
′) i Φ(x, t) = 0).

Przeksztaªceniem symetrii nazywamy takie przeksztaªcenie wspóªrz¦dnych uogólnionych i czasu,
przy którym (ewentualnie przy odpowiednim wyborze funkcji Φ(q, t)) posta¢ lagran»janu nie ulega
zmianie

L′(q′,
dq′

dt′
, t′) = L(q′,

dq′

dt′
, t′),
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czyli nie ulega zmianie posta¢ równa« ruchu.
Je±li przeksztaªcenia symetrii tworz¡ grup¦ Liego, czyli grup¦ ci¡gª¡, któr¡ mo»na generowa¢ przez
przez skªadanie przeksztaªce« in�nitezymalnych:

t′ = t+ ∆t,

q′(t′) = q(t) + ∆q,

(zmiany (wariacje) oznaczamy przez ∆, a nie δ, ze wzgl¦du na uwzgl¦dnianie wariacji czasu), to
dla takich in�nitezymalnych przeksztaªce« symetrii warunek

L(q′,
dq′

dt′
, t′)

dt′

dt
− L(q, q̇, t) +

dΦ(q, t)

dt
= 0

z dokªadno±ci¡ do wyrazów liniowych w ∆t i ∆q przyjmie posta¢:

[L(q, q̇, t) +

f∑
i=1

(∂L
∂qi

∆qi +
∂L

∂q̇i
∆q̇i

)
+
∂L

∂t
∆t+ ...](1 +

d∆t

dt
)− L(q, q̇, t) +

d∆Φ

dt
+ ... = 0.

Poniewa»

∆q̇i ≡
dq′(t′)

dt′
− dq(t)

dt
= (

dqi
dt

+
d∆qi
dt

)
1

1 + d∆t
dt

− dqi
dt

=

= (q̇i +
d∆qi
dt

)(1− d∆t

dt
+ ...)− q̇i =

d

dt
∆qi − q̇i

d

dt
∆t+ ...,

to rozwa»any warunek ostatecznie przyjmuje posta¢

f∑
i=1

∆qi

(∂L
∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
+ ∆t

[ d
dt

( f∑
i=1

q̇i
∂L

∂q̇i
− L

)
+
∂L

∂t

]
+

+
d

dt

[ f∑
i=1

∂L

∂q̇i
∆qi −

( f∑
i=1

∂L

∂q̇i
q̇i − L

)
∆t+ ∆Φ

]
= 0.

Dla ruchów rzeczywistych, gdy d
dt
∂L
∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 i dG

dt
= −∂L

∂t
, a pi ≡ ∂L

∂q̇i
i G ≡

∑f
i=1 piq̇i − L s¡

p¦dami uogólnionymi i energi¡ uogólnion¡ ukªadu, otrzymujemy zasad¦ zachowania:

d

dt

[ f∑
i=1

(pi∆qi)−G∆t+ ∆Φ
]

= 0.

Je±li rozwa»ana grupa przeksztaªce« symetrii jest p-parametrow¡ grup¡ Liego, to dla ruchów rze-
czywistych mamy p zachowywanych wielko±ci, b¦d¡cych wspóªczynnikami przy poszczególnych
parametrach in�nitezymalnych.
Twierdzenie Noether (1916)
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Je±li grupa przeksztaªce« symetrii jest p-parametrow¡ grup¡ Liego, to dla ruchów rzeczywistych
mamy p zasad zachowania.
Przykªad
Wró¢my do problemu n ciaª, czyli odosobnionego ukªadu n swobodnych punktów materialnych o masach mi,
oddziaªuj¡cych ze sob¡ siªami centralnymi zachowawczymi o potencjaªach Vij(|~ri− ~rj |), Vij = Vji, a wi¦c ukªadu o
lagran»janie

L(~r, ~̇r) =
1
2

n∑
i=1

mi~̇r
2

i −
1
2

n∑
i,j=1

′Vij(|~ri − ~rj |).

Grup¡ symetrii tego ukªadu jest w tym wypadku 10-parametrowa grupa przeksztaªce« Galileusza i z twiedzenia
Noether wnioskujemy, »e dla problemu n ciaª istnieje 10 ogólnych zasad zachowania.

a. Rozwa»my najpierw przesuni¦cia (translacje) przestrzenne: t′ = t, ~r ′i = ~ri +~ε. Poniewa» L(~r ′, ~̇r
′
) = L(~r, ~̇r),

∆t = 0, ∆~ri = ~ε, ∆Φ = 0, to zgodnie z twierdzeniem Noether zachowuje si¦ wielko±¢ (
∑n
i=1 ~pi)~ε, czyli ze

wzgl¦du na dowolno±¢ ~ε mamy zasad¦ zachowania trzech skªadowych p¦du ukªadu ~P ≡
∑n
i=1 ~pi. Symetri¦

wzgl¦dem przesuni¦¢ przestrzennych nazywamy jednorodno±ci¡ przestrzeni .

b. Przy przesuni¦ciach (translacjach) w czasie: t′ = t + ε, ~r ′i = ~ri mamy L(~r ′, ~̇r
′
) = L(~r, ~̇r), ∆t = ε, ∆~ri = ~0,

∆Φ = 0 i zgodnie z twierdzeniem Noether zachowuje si¦ wielko±¢ −Gε, czyli z dowolno±ci ε energia ukªadu
E (w tym wypadku G = E). Symetri¦ wzgl¦dem przesuni¦¢ w czasie nazywamy jednorodno±ci¡ czasu .

c. Przy obrotach (rotacjach) w przestrzeni mamy L(~r ′, ~̇r
′
) = L(~r, ~̇r) i dla obrotów in�nitezymalnych (o k¡t ε

wokóª osi w kierunku wersora ~n, gdzie ~ε ≡ ε~n): t′ = t, ~r ′i = ~ri + ~ε× ~ri otrzymujemy ∆t = 0, ∆~ri = ~ε× ~ri i
∆Φ = 0 . Zgodnie z twierdzeniem Noether zachowuje si¦ wielko±¢

∑n
i=1 ~pi(~ε × ~ri) =

∑n
i=1(~ri × ~pi)~ε, czyli

z dowolno±ci ~ε mamy zachowanie trzech skªadowych momentu p¦du ukªadu ~L ≡
∑n
i=1 ~ri × ~pi. Symetri¦

wzgl¦dem obrotów przestrzennych nazywamy izotropi¡ przestrzeni .

d. Przy szczególnych transformacjach Galileusza t′ = t, ~r ′ = ~r + ~εt mamy

L(~r ′, ~̇r
′
) =

1
2

n∑
i=1

mi(~̇ri + ~ε)2 − 1
2

n∑
i,j=1

′Vij(|~ri − ~rj |) = L(~r, ~̇r) +
n∑
i=1

(mi~̇ri~ε+
1
2
mi~ε

2) =

= L(~r, ~̇r) +
d

dt

[ n∑
i=1

(mi~ri~ε+
1
2
mi~ε

2t)
]

i st¡d ∆t = 0, ∆~ri = ~εt, ∆Φ = −
∑n
i=1(mi~ri)~ε = −M ~R~ε. Z twierdzenia Noether wynika zachowanie

wielko±ci
∑n
i=1 ~pi~εt−M ~R~ε = (~Pt−M ~R)~ε, czyli z dowolno±ci ~ε otrzymujemy

~Pt−M ~R = const = ~Pt0 −M ~R0 ⇒ ~R = ~R0 +
~P

M
(t− t0).

Z niezmienniczo±ci wzgl¦dem szczególnych transformacji Galileusza wynika wi¦c, »e ±rodek masy ukªadu
porusza si¦ ruchem jednostajnym prostoliniowym.

3.3 Hamiltonian i równania kanoniczne Hamiltona

Rozwa»my ukªad punktów materialnych lub bryª sztywnych z dwustronnymi wi¦zami holonomicz-
nymi doskonaªymi. Ukªad taki jest scharakteryzowany przez lagran»jan L(q, q̇, t), który w ogólnym
wypadku jest funkcj¡ kwadratow¡ pr¦dko±ci uogólnionych i macierz ( ∂2L

∂q̇i∂q̇j
) jest dodatnio okre-

±lona, czyli w szczególno±ci det( ∂2L
∂q̇i∂q̇j

) > 0.
W tym podrozdziale wyka»emy, »e stosowany dot¡d przez nas formalizm lagran»owski jest rów-
nowa»ny formalizmowi hamiltonowskiemu, w którym rol¦ lagran»janu przejmuje hamiltonian, a
równania Lagrange'a II rodzaju zostaj¡ zast¡pione przez równania kanoniczne Hamiltona. For-
malizm hamiltonowski pozwaliª uzyska¢ wiele interesuj¡cych wyników w mechanice klasycznej, a
tak»e okazaª si¦ najwygodniejszy przy formuªowaniu mechaniki statystycznej i mechaniki kwanto-
wej. Zaczniemy od wst¦pu matematycznego dotycz¡cego przeksztaªcenia Legendre'a.
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Przeksztaªceniem Legendre'a od zmiennych x ≡ (x1, ..., xn) do zmiennych y ≡ (y1, ..., yn),
generowanym przez funkcj¦ tworz¡c¡ X(x, α) z parametrami α = (α1, ..., αm) i det( ∂2X

∂xi∂xj
) 6= 0,

nazywamy przeksztaªcenie okre±lone wzorami yi = ∂X(x,α)
∂xi

, i = 1, ..., n.
Twierdzenie Donkina dla przeksztaªcenia Legendre'a
Je±li przeksztaªcenie Legendre'a od zmiennych x = (x1, ..., xn) do zmiennych y = (y1, ..., yn)

jest generowane przez funkcj¦ X(x, α), czyli yi = ∂X(x,α)
∂xi

, i = 1, ..., n, to przeksztaªcenie od-
wrotne jest przeksztaªceniem Legendre'a generowanym przez funkcj¦ Y (y, α) ≡

∑n
j=1 xj(y, α)yj −

X(x(y, α), α), czyli xi = ∂Y (y,α)
∂yi

, przy czym ∂Y
∂αl

= − ∂X
∂αl
, l = 1, ...,m.

Dowód
Przeksztaªcenie odwrotne do przeksztaªcenia yi = yi(x) istnieje, je±li jakobian przeksztaªcenia
det( ∂yi

∂xj
) = det( ∂2X

∂xi∂xj
) 6= 0, co jest speªnione z de�nicji przeksztaªcenia Legendre'a. Mo»emy wi¦c

wyznaczy¢ x = x(y, α) i wypisa¢ Y (y, α), a nast¦pnie wykaza¢, »e:

∂Y

∂yi
=

n∑
j=1

∂xj
∂yi

yj + xi −
n∑
j=1

∂X

∂xj

∂xj
∂yi

= xi +
n∑
j=1

∂xj
∂yi

(yj −
∂X

∂xj
) = xi,

∂Y

∂αl
=

n∑
j=1

∂xj
∂αl

yj −
n∑
j=1

∂X

∂xj

∂xj
∂αl
− ∂X

∂αl
=

n∑
j=1

∂xj
∂αl

(yj −
∂X

∂xj
)− ∂X

∂αl
= −∂X

∂αl
.

�
Wró¢my obecnie do mechaniki1 i dokonajmy przej±cia od pr¦dko±ci uogólnionych q̇ = (q̇1, ..., q̇f ) do
p¦dów uogólnionych p = (p1, ..., pf ), gdzie pi = ∂L

∂q̇i
. Przej±cie to jest przeksztaªceniem Legendre'a

generowanym przez lagran»jan L(q, q̇, t) (q i t s¡ parametrami przeksztaªcenia). Przeksztaªcenie
odwrotne generowane jest przez funkcj¦ H(q, p, t) ≡

∑f
j=1 q̇j(q, p, t)pj − L(q, q̇(q, p, t), t), zwan¡

hamiltonianem ukªadu, czyli

q̇i =
∂H

∂pi
oraz

∂H

∂qi
= −∂L

∂qi
,

∂H

∂t
= −∂L

∂t
.

Równania Lagrange'a II rodzaju d
dt
∂L
∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 (ukªad f równa« drugiego rz¦du na q(t)) daj¡ si¦

zapisa¢ w równowa»nej postaci równa« kanonicznych Hamiltona

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, ..., f,

czyli ukªadu 2f równa« pierwszego rz¦du na q(t) i p(t). Wielko±ci q i p nazywa si¦ cz¦sto wielko-
±ciami kanonicznie sprz¦»onymi.
Hamiltonian H(q, p, t), równy liczbowo energii uogólnionej G(q, q̇, t), jest okre±lony jako funkcja od
q, p i t zamiast od q, q̇ i t. Poniewa» dG

dt
= −∂L

∂t
, to dH

dt
= dG

dt
= −∂L

∂t
= ∂H

∂t
. Hamiltonian zawiera,

podobnie jak lagran»jan, peªn¡ informacj¦ dynamiczn¡ o ukªadzie, a dodatkowo ma bezpo±redni
sens �zyczny - jest równy energii uogólnionej.
Zasady zachowania

Je±li ∂H
∂qj

= 0, to pj = const (zasada zachowania p¦du uogólnionego).
1Przeksztaªcenia Legendre'a s¡ stosowane równie» w termodynamice (czy �zyce statystycznej) przy zmianie

niezale»nych wielko±ci termodynamicznych charakteryzuj¡cych ukªady termodynamiczne w stanie równowagi, np.
przej±cie od obj¦to±ci V do ci±nienia p = − ∂U∂V , gdzie U(S, V ) jest energi¡ swobodn¡ (parametr S jest entropi¡),
jest transformacj¡ Legendre'a i transformacja odwrotna V = ∂H

∂p jest generowana przez entalpi¦ H(S, p) = U +pV .
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Je±li ∂H
∂t

= 0, to H = const = h (zasada zachowania energii uogólnionej).
Jak pami¦tamy, f -wymiarow¡ przestrze« zmiennych q dla rozwa»anego ukªadu mechanicznego na-
zywamy przestrzeni¡ kon�guracyjn¡ ukªadu zgodn¡ z wi¦zami i równania Lagrange'a opisuj¡
ruch ukªadu w przestrzeni kon�guracyjnej. Z kolei, 2f -wymiarow¡ przestrze« zmiennych (q, p) dla
ukªadu mechanicznego nazywamy przestrzeni¡ fazow¡ ukªadu i równania kanoniczne Hamiltona
opisuj¡ ruch ukªadu w przestrzeni fazowej.
Na wybór wspóªrz¦dnych uogólnionych q w przestrzeni kon�guracyjnej nie ma naªo»onych »adnych
warunków poza »adaniami nieosobliwo±ci i jednoznacznego okre±lania poªo»enia ukªadu. Posta¢
równa« d

dt
∂L
∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 prowadz¡ca do równa« ruchu Lagrange'a II rodzaju nie zale»y od wyboru

tych wspóªrz¦dnych, czyli równania te s¡ wspóªzmiennicze (kowariantne) wzgl¦dem nieosobliwych
przeksztaªce« punktowych q → q′ = q′(q, t). Przeksztaªcenia te zachowuj¡ równie» posta¢ rów-
na« kanonicznych Hamiltona, lecz równania kanoniczne Hamiltona s¡ wspóªzmiennicze wzgl¦dem
szerszej klasy przeksztaªce« - przeksztaªce« kanonicznych . Przeksztaªceniami kanonicznymi
nazywa sie takie nieosobliwe przeksztaªcenia (q, p)→ (q′ = q′(q, p, t), p′ = p′(q, p, t)), które zacho-
wuj¡ posta¢ równa« kanonicznych Hamiltona. Przykªadem przeksztaªcenia kanonicznego jest np.
q′ = αp, p′ = βq, gdzie staªe α, β 6= 0, i wtedy H ′ = −αβH.
Pominiemy tu szersz¡ analiz¦ przeksztaªce« kanonicznych i twierdze« dla ruchu w przestrzeni
fazowej (np. twierdzenia Liouville'a czy twierdzenia Poincarégo o powrocie) - niektóre problemy
b¦d¡ omówione na wykªadzie z �zyki (czy mechaniki) statystycznej. W nast¦pnych podrozdziaªach
omówimy tylko nawiasy Poissona i równanie Hamiltona-Jacobiego, które s¡ nadzwyczaj istotne
przy przechodzeniu z mechanik¡ kwantow¡ do granicy klasycznej.
Przykªady hamiltonianów

a. Cz¡stka o masie m w polu siª o potencjale V (~r, t):

L =
1
2
m~̇r

2
− V (~r, t), ~p =

∂L

∂~̇r
= m~̇r ⇒ ~̇r =

~p

m
,

H = ~p
~p

m
− 1

2
m(

~p

m
)2 + V (~r, t) =

~p 2

2m
+ V (~r, t).

Równania kanoniczne Hamiltona maj¡ posta¢:

~̇r =
~p

m
, ~̇p = −gradV (~r, t), sk¡d m~̈r = −gradV (~r, t).

b. Cz¡stka o masie m i ªadunku q w polu elektromagnetycznym o potencjaªach φ(~r, t) i ~A(~r, t):

L =
1
2
m~̇r

2
− qφ(~r, t) + q~̇r ~A(~r, t), ~p =

∂L

∂~̇r
= m~̇r + q ~A ⇒ ~̇r =

~p− q ~A
m

,

H = ~p
~p− q ~A
m

− 1
2
m
(~p− q ~A

m

)2

+ qφ− q ~A ~p− q ~A
m

=
(~p− q ~A)2

2m
+ qφ.

3.4 Nawiasy Poissona, ogólne równanie mechaniki, twierdzenie Poissona-

Jacobiego

We¹my dwie funkcje zmiennych kanonicznych i czasu: F (q, p, t) i G(q, p, t). Nawiasem Poissona

dwóch funkcji F i G nazywamy wielko±¢ (F,G) zde�niowan¡ wzorem

(F,G) ≡
f∑
i=1

(∂F
∂qi

∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
.

Bezpo±rednio z de�nicji wynikaj¡ nast¦puj¡ce wªa±ciwo±ci nawiasów Poissona:
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1. (F1, F2) = −(F2, F1),

2. (F, F ) = 0,

3. (F1 + F2, G) = (F1, G) + (F2, G),

4. (F1F2, G) = F1(F2, G) + (F1, G)F2,

5. (F, ql) = − ∂F
∂pl

,

6. (F, pl) = ∂F
∂ql

,

7. ∂
∂t

(F,G) = (∂F
∂t
, G) + (F, ∂G

∂t
),

8. to»samo±¢ Poissona: (F1, (F2, F3)) + (F2, (F3, F1)) + (F3, (F1, F2)) = 0.

Sªuszne s¡ w szczególno±ci wzory:

(qi, ql) = 0, (qi, pl) = δil, (pi, pl) = 0.

Obliczmy obecnie pochodn¡ zupeªn¡ wzgl¦dem czasu dla dowolnej wielko±ci F (q, p, t),:

d

dt
F (q, p, t) =

f∑
i=1

(∂F
∂qi

q̇i +
∂F

∂pi
ṗi

)
+
∂F

∂t
=

f∑
i=1

(∂F
∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
+
∂F

∂t
,

gdzie wykorzystali±my równania ruchu - równania kanoniczne Hamiltona.
Otrzymali±my wi¦c równanie ruchu dla dowolnej wielko±ci mechanicznej - ogólne równanie me-

chaniki:

dF

dt
= (F,H) +

∂F

∂t
.

Równanie to zawiera w sobie jako szczególny przypadek równania kanoniczne Hamiltona

dql
dt

= (ql, H) =
∂H

∂pl
,

dpl
dt

= (pl, H) = −∂H
∂ql

,

i prawo zmiany energii uogólnionej

dH

dt
= (H,H) +

∂H

∂t
=
∂H

∂t
.

Wielko±¢ �zyczna F zachowuje si¦ w czasie ruchu, je±li

(H,F ) =
∂F

∂t
.

Je±li (H, pl) = 0, czyli ∂H
∂ql

= 0, to pl = const.
Je±li ∂H

∂t
= 0, to H = const.

Twierdzenie Poissona-Jacobiego

Je±li w czasie ruchu F (q, p, t) = const i G(q, p, t) = const, to (F,G) jest tak»e staª¡ ruchu.
Dowód
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Z zaªo»enia dF
dt

= 0 i dG
dt

= 0 wynika, »e

(H,F ) =
∂F

∂t
, (H,G) =

∂G

∂t
.

St¡d

d

dt
(F,G) = ((F,G), H) +

∂

∂t
(F,G) = ((F,G), H) + (

∂F

∂t
,G) + (F,

∂G

∂t
) =

= ((F,G), H) + ((H,F ), G) + (F, (H,G)) = ((F,G), H) + ((H,F ), G) + ((G,H), F ) = 0,

gdzie na ko«cu skorzystali±my z to»samo±ci Poissona. �
Przykªady

1. Je±li w czasie ruchu ukªadu punktów materialnych w polu siª potencjalnych zachowuj¡ si¦ dwie skªadowe
kartezja«skie momentu p¦du, to zachowuje si¦ tak»e trzecia skªadowa momentu p¦du.

Dowód

Z de�nicji ~L =
∑n
i=1(~ri × ~pi) wynikaj¡ wzory

(Lx, Ly) = Lz, (Ly, Lz) = Lx, (Lz, Lx) = Ly,

gdy» np.

(Lx, Ly) =
n∑

i,j=1

(yipiz − zipiy, zjpjx − xjpjz) =
n∑

i,j=1

yi(piz, zj)pjx +
n∑

i,j=1

piy(zi, pjz)xj =

=
n∑
i=1

(−yipix + xipiy) = Lz.

Z twierdzenia Poissona Jacobiego wynika wi¦c, »e je±li skªadowe Lx i Ly s¡ staªe, to staªa jest tak»e skªadowa
Lz. �

Podobnie mo»na udowodni¢, »e np.:

2. je±li w ruchu ukªadu punktów materialnych w polu siª potencjalnych zachowuj¡ si¦ Px, Lx i Ly, to zachowuj¡
sie tak»e Py, Pz i Lz.

3. w ruchu trójwymiarowego oscylatora harmonicznego z H = 1
2m

∑3
i=1(p2

i +m2ω2x2
i ) zachowuj¡ si¦ wielko±ci

Qij = 1
2m (pipj +m2ω2xixj), i, j = 1, 2, 3.

3.5 Równanie Hamiltona-Jacobiego

Rozwa»my ruch rzeczywisty q(t) ukªadu o lagran»janie L(q, q̇, t), gdy ukªad przesuwa si¦ od q0 do
q w przedziale czasu (t0, t). Dziaªanie Hamiltona S jest wtedy funkcj¡ wielko±ci q0, t0, q, t oraz

S(q0, t0, q, t) =

∫ t

t0

L(q, q̇, t)dt.

Przeanalizujmy zale»no±¢ S od q i q0 przy ustalonych t0 i t. Zmiana dziaªania przy przej±ciu od
ruchu rzeczywistego q(t) do bliskiego mu q(t) + dq(t) dana jest wzorem (zob. podobn¡ analiz¦
przy zasadzie wariacyjnej Hamiltona):

dS =

∫ t

t0

f∑
i=1

(∂L
∂qi

dqi +
∂L

∂q̇i

)
dt =

∫ t

t0

f∑
i=1

(∂L
∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
dqidt+

f∑
i=1

∂L

∂q̇i
dqi

∣∣∣t
t0

=

=

f∑
i=1

(pidqi − pi0dqi0),
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a z drugiej strony

dS =

f∑
i=1

(∂S
∂qi

dqi +
∂S

∂qi0

)
,

czyli z dowolno±ci dqi i dqi0 mamy:

pi =
∂S

∂qi
(q0, t0, q, t), pi0 = − ∂S

∂qi0
(q0, t0, q, t).

Przez rozwikªanie drugiego równania otrzymujemy q = q(t, t0, q0, p0) i po podstawieniu do pierw-
szego równania mamy p = p(t, t0, q0, p0). W tej jednej funkcji, czyli dziaªaniu S(q0, t0, q, t), zako-
dowane s¡ wi¦c informacje o ruchu rzeczywistym ukªadu, gdy» pochodne cz¡stkowe tego dziaªania
pozwalaj¡ odczyta¢ ruch ukªadu w przestrzeni zarówno kon�guracyjnej jak i fazowej.
W tym podrozdziale wyka»emy, »e wynik ten mo»na uogólni¢ tak, aby staª si¦ pewn¡ now¡ metod¡
caªkowania równa« ruchu. Zaczniemy od znalezienia równania ró»niczkowego dla funkcji S(q, t). Z
de�nicji dziaªania mamy dS

dt
= L, a z drugiej strony dS

dt
= ∂S

∂t
+
∑f

i=1
∂S
∂qi
q̇i, czyli ∂S∂t +

(∑f
i=1

∂S
∂qi
q̇i−

L
)

= 0. Otrzymane równanie, zwane równaniem Hamiltona-Jacobiego (1837) mo»na zapisa¢
w postaci

∂S

∂t
+H(q,

∂S

∂q
, t) = 0.

Jest to równanie ró»niczkowe cz¡stkowe pierwszego rz¦du na S(q, t). Ogólne rozwi¡zanie tego
równania, zwane caªk¡ ogóln¡, zale»y od dowolnej funkcji. Do naszych celów wystarczaj¡ce oka»e
si¦ rozwi¡zanie szczególne, zwane caªk¡ zupeªn¡.
Caªk¡ zupeªn¡ równania Hamiltona-Jacobiego ∂S

∂t
+H(q, ∂S

∂q
, t) = 0 nazywamy takie rozwi¡zanie

tego równania S(q, t, α), zale»ne od f staªych dowolnych α = (α1, ..., αf ), które speªnia waru-
nek det( ∂2S

∂qi∂αj
) 6= 0 (oznacza to w szczególno±ci, »e do α nie mo»emy wª¡czy¢ oczywistej staªej

addytywnej).
Twierdzenie Jacobiego

Je±li funkcja S(q, t, α) jest caªk¡ zupeªn¡ równania Hamiltona-Jacobiego, to rozwi¡zanie równa«
kanonicznych Hamiltona okre±laj¡ wzory

pj =
∂S

∂qj
(q, t, α), βj =

∂S

∂αj
(q, t, α), j = 1, ..., f,

gdzie α i β - dowolne staªe.
Przez rozwikªanie drugiego ukªadu równa« otrzymujemy q = q(t, α, β) i po podstawieniu do pierw-
szego ukªadu równa« uzyskamy p = p(t, α, β), czyli przez ró»niczkowanie caªki zupeªnej S(q, t, α)
mo»emy odczyta¢ ruch rzeczywisty ukªadu zarówno w przestrzeni kon�guracyjnej (co w zasadzie
jest wystarczaj¡ce) jak i fazowej. W jednej funkcji S(q, t, α) zakodowane s¡ wi¦c rozwi¡zania
równa« ruchu ukªadu hamiltonowskiego.
Dowód twierdzenia
Po podstawieniu S(q, t, α) do równania Hamiltona-Jacobiego jest speªniony to»samo±ciowo zwi¡zek
∂S
∂t

(q, t, α) +H(q, ∂S
∂q

(q, t, α), t) ≡ 0.

a. Ró»niczkuj¡c t¦ to»samo±¢ po αj mamy

∂2S

∂αj∂t
+

f∑
i=1

∂H

∂pi

∂2S

∂qi∂αj
= 0,
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a obliczaj¡c zupeªn¡ pochodn¡ po czasie de�niuj¡cej q(t) równo±ci βj = ∂S
∂αj

mamy

∂2S

∂t∂αj
+

f∑
i=1

q̇i
∂2S

∂qi∂αj
= 0,

czyli

f∑
i=1

∂2S

∂qi∂αj

(
q̇i −

∂H

∂pi

)
= 0,

co przy ró»nym od zera wyznaczniku det( ∂2S
∂qi∂αj

) daje q̇i = ∂H
∂pi

.

b. Ró»niczkuj¡c t¦ to»samo±¢ po qj mamy

∂2S

∂qj∂t
+
∂H

∂qj
+

f∑
i=1

∂H

∂pi

∂2S

∂qi∂qj
= 0,

a z drugiej strony

ṗj =
∂2S

∂qj∂t
+

f∑
i=1

q̇i
∂2S

∂qi∂qj
,

czyli ṗj = −∂H
∂qj

.

�
Otrzymali±my w ten sposób nowy i, jak si¦ okazuje, najdoskonalszy sposób znajdowania ruchu
ukªadu. Dla bardzo szerokiej klasy ukªadów mo»na bowiem znale¹¢ caªk¦ zupeªn¡ równania
Hamiltona-Jacobiego metod¡ rozdzielenia zmiennych. Równanie to ma równie» znaczenie jako
podstawa rachunku zaburze« w mechanice klasycznej 2.
W metodzie rozdzielenia zmiennych poszukujemy rozwi¡zania w postaci

S(q, t, α) =

f∑
i=1

Si(qi) + S0(t).

2Równanie Hamiltona-Jacobiego stanowi tak»e bezpo±redni klasyczny odpowiednik równania Schrödingera. Dla
cz¡stki w polu siª potencjalnych równanie Schrödingera ma posta¢

i~
∂

∂t
Ψ = − ~

2

2m
∆Ψ + V (~r, t)Ψ.

Je±li wprowadzimy funkcj¦ S wzorem Ψ = e
i
~
S , to

∂Ψ
∂t

=
i

~

∂S

∂t
Ψ, ∆Ψ = − 1

~
2

(gradS)2Ψ +
i

~

∆SΨ

i równanie Schrödingera przyjmuje posta¢

∂S

∂t
+

1
2m

(gradS)2 + V +
~

2mi
∆S = 0.

W granicy klasycznej, czyli ~ → 0, otrzymujemy klasyczne równanie Hamiltona-Jacobiego i funkcja S staje si¦
klasycznym dziaªaniem. Fakt ten odgrywa du»¡ rol¦ w przybli»eniu kwaziklasycznym mechaniki kwantowej i we
wspomnianym ju» wcze±niej sformuªowaniu mechaniki kwantowej przy u»yciu caªek po trajektoriach (R. Feynman
(1948)).
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Równanie Hamiltona-Jacobiego przyjmuje wtedy posta¢

dS0

dt
+H(q1, ..., qf ,

dS1

dq1

, ...,
dSf
dqf

, t) = 0.

Metoda rozdzielenia zmiennych stosuje si¦, je±li mo»emy st¡d wydzieli¢ równania ró»niczkowe
zwyczajne dla wyst¦puj¡cych tu funkcji. W dwóch szczególnych przypadkach takie funkcje jednej
zmiennej s¡ nadzwyczaj proste.
Je±li ∂H

∂t
= 0, to pierwszy czªon w równaniu, zale»ny od t, jest równy wielko±ci niezale»nej od

t, czyli dS0

dt
= −h = const i st¡d S0 = −ht, a równanie Hamiltona-Jacobiego upraszcza si¦ do

równania

H(q1, ..., qf ,
dS1

dq1

, ...,
dSf
dqf

) = h.

Staªa h jest pierwsz¡ ze staªych α i ma sens zachowywanej energii uogólnionej ukªadu.
Je±li ∂H

∂qk
= 0, to dSk

dqk
= αk = const i st¡d Sk = αkqk, a równanie Hamiltona-Jacobiego upraszcza

si¦ do równania

dS0

dt
+H(q1, ..., qk−1, qk+1, ..., qf ,

dS1

dq1

, ...,
dSk−1

dqk−1

, αk,
dSk+1

dqk+1

, ...,
dSf
dqf

, t) = 0.

Ka»da tego typu zasada zachowania upraszcza rozwa»ane równanie, gdy» zmniejsza liczb¦ szuka-
nych funkcji jednej zmiennej. Staªe αk s¡ równe zachowywanym w takiej sytuacji p¦dom uogól-
nionym pk.
Przykªad: Ruch cz¡stki o masie m i ªadunku q w polu elektrostatycznym wytworzonym przez punktowy dipol o
momencie dipolowym elektrycznym ~d.
Wybierzmy pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych w punkcie, gdzie znajduje si¦ dipol i wybierzmy o± Oz wzdªu» momentu
dipolowego ~d = d~ez. Cz¡stka ma trzy stopnie swobody i jako wspóªrz¦dne uogólnione wybierzmy wspóªrz¦dne
kuliste cz¡stki r, ϑ i ϕ. Lagran»jan cz¡stki wynosi

L = T − V =
1
2
m(ṙ2 + r2ϑ̇2 + r2 sin2 ϑϕ̇2)− γ cosϑ

r2
,

gdzie γ ≡ qd
4πε0

.

Dwie zasady zachowania G = E i pϕ = Lz nie wystarczaj¡ do scaªkowania równa« ruchu. Obliczmy wi¦c hamilto-
nian cz¡stki:

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ, pϑ = ∂L

∂ϑ̇
= mr2ϑ̇, pϕ =

∂L

∂ϕ̇
= mr2 sin2 ϑϕ̇,

ṙ =
pr
m
, ϑ̇ = pϑ

mr2 , ϕ̇ =
pϕ

mr2 sin2 ϑ
,
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H = T + V =
1

2m

(
p2
r +

p2
ϑ

r2
+

p2
ϕ

r2 sin2 ϑ

)
+ γ

cosϑ
r2

.

Równanie Hamiltona-Jacobiego ma posta¢:

1
2m

[(∂S
∂r

)2

+
1
r2

(∂S
∂ϑ

)2

+
1

r2 sin2 ϑ

(∂S
∂ϕ

)2]
+ γ

cosϑ
r2

+
∂S

∂t
= 0.

Poszukajmy caªki zupeªnej w postaci

S = −Et+ Lzϕ+ Sr(r) + Sϑ(ϑ).

Po podstawieniu do równania i pomno»eniu przez 2mr2 otrzymujemy

r2
(dSr
dr

)2

− 2mEr2 = −
(dSϑ
dϑ

)2

− L2
z

sin2 ϑ
− 2mγ cosϑ = const = −α,

czyli

dSr
dr

=
√

2mE − α

r2
, Sr =

∫ √
2mE − α

r2
dr,

dSϑ
dϑ

=

√
α− L2

z

sin2 ϑ
− 2mγ cosϑ, Sϑ =

∫ √
α− L2

z

sin2 ϑ
− 2mγ cosϑdϑ

i ostatecznie

S = −Et+ Lzϕ+
∫ √

2mE − α

r2
dr +

∫ √
α− L2

z

sin2 ϑ
− 2mγ cosϑdϑ.

Problem znalezienia ruchu sprowadza si¦ do kwadratur:

∂S

∂Lz
= β1 ⇒ ϕ−

∫
Lzdϑ

sin2 ϑ

r
α− L2

z
sin2 ϑ

−2mγ cosϑ

= β1 ⇒ ϕ = ϕ(ϑ),

∂S

∂α
= β2 ⇒ − 1

2

∫
dr

r2
√

2mE− α
r2

+ 1
2

∫
dϑr

α− L2
z

sin2 ϑ
−2mγ cosϑ

= β2 ⇒ ϑ = ϑ(r),

∂S

∂E
= β3 ⇒ −t+

∫
mdr√

2mE− α
r2

= β3 ⇒ r = r(t).

Ostatnia caªka wyznacza ruch radialny

r =

√
2E
m

(t+ β3)2 +
α

2mE
,

a pozostaªe caªki pozwalaj¡ kolejno wyznaczy¢ ϑ = ϑ(t) i ϕ = ϕ(t) (pojawiaj¡ si¦ tu znane nam caªki eliptyczne

pierwszego rodzaju).

3.6 Mechanika nieliniowa i chaos deterministyczny

Wmechanice klasycznej nieliniowo±¢ równa« ruchu jest caªkiem naturalna - nieliniowe s¡ równania
ruchu dla tak wa»nych w �zyce ukªadów jak np. wahadªa matematycznego

ml2ϕ̈+mgl sinϕ = 0

czy problemu ruchu planety wokóª sªo«ca

µ~̈r +
α~r

r3
= 0.
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Dla tych podstawowych ukªadów znale¹li±my ±cisªe rozwi¡zania i ludzie przez wiele lat nie do-
strzegali istotnej ró»nicy mi¦dzy rozwi¡zaniami równa« nieliniowych i liniowych poza tym, »e dla
równa« liniowych ªatwiej byªo znale¹¢ rozwi¡zania analitycznie. Gdy jakiego± równania nielinio-
wego nie potra�li±my rozwi¡za¢, analizowali±my cz¦sto taki problem tylko w obszarze, w którym
mo»na byªo go opisa¢ w dobrym przybli»eniu przez równania liniowe. Dopiero w 1890 r Henri
Poincaré jako pierwszy zauwa»yª, »e w bardziej zªo»onych problemach nieliniowych rozwi¡zania
równa« ruchu mog¡ by¢ bardzo wra»liwe na warunki pocz¡tkowe . Mimo »e równania opi-
suj¡ce ukªad s¡ deterministyczne, to w dªu»szej skali czasowej ukªad wydaje si¦ zachowywa¢ w
sposób losowy (chaotyczny) - zjawisko to nazywamy obecnie chaosem deterministycznym. Po-
incaré zajmowaª si¦ grawitacyjnym problemem trzech ciaª, czyli np. ukªadem planeta, ksi¦»yc i
sªo«ce. Spostrze»enie Poincarégo pozostaªo niezauwa»one przez �zyków i matematyków a» do lat
1970., gdy post¦p w dziedzinie komputerów umo»liwiª znalezienie numerycznych rozwi¡za« wielu
problemów nieliniowych i wiele osób zainteresowaªo si¦ szczegóªowym badaniem chaosu determi-
nistycznego. Pierwsz¡ prac¡ tego typu byªa wprawdzie praca meteorologa Edwarda Lorenza z
1963 r., dotycz¡ca konwekcji w atmosferze, ale i ona wywoªala zainteresowanie dopiero po dzie-
si¦ciu latach. Swoje wyst¡pienie na jednej z konferencji Lorenz zatytuªowaª: �Przewidywalno±¢:
czy machni¦cie skrzydeªkami przez motyla w Brazylii mo»e spowodowa¢ tornado w Teksasie?�,
gdy» chciaª tym prowokuj¡cym pytaniem uzmysªowi¢ niemo»no±¢ jakichkolwiek przewidywa« dla
zªo»onych ukªadów nieliniowych mimo precyzyjnie okre±lanych warunków pocz¡tkowych.
Warunkiem koniecznym pojawienia si¦ chaosu w ewolucji czasowej ukªadu jest nieliniowo±¢ równa«
opisuj¡cych jego ruch oraz pewna ich zªo»ono±¢. Równania ruchu ukªadu mo»na zawsze zapisa¢ w
postaci ukªadu równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du dla N zmiennych dynamicznych ukªadu:

ξ̇j = fj(ξ1, ..., ξN), j = 1, ..., N,

w których po prawej stronie nie pojawia si¦ czas t (taki ukªad równa« nazywa si¦ ukªadem autono-
micznym). Mo»na udowodni¢, »e aby ukªad dysypatywny wykazywaª zachowanie chaotyczne, jego
równania ruchu zapisane w postaci autonomicznej musz¡ by¢ nieliniowe i zawiera¢ N ≥ 3 zmien-
nych. Dla ukªadów bez dysypacji (np. ukªadów hamiltonowskich) konieczna jest nieliniowo±¢ i
N ≥ 4.
Przykªady
Najprostszymi �zycznie ukªadami, w których mo»e pojawi¢ si¦ chaos, s¡ pªaskie podwójne wahadªo matematyczne
(ukªad hamiltonowski z N = 4) i pªaskie tªumione wahadªo matematyczne z siª¡ wymuszaj¡c¡ (ukªad dysypatywny
z N = 3). Równania ruchu dla wahadªa podwójnego (zob. podrozdziaª 1.10) maj¡ posta¢:

ϕ̇1 = ω1, ϕ̇2 = ω2,

ω̇1 =
−g(m1 +m2) sinϕ1 +m2g sinϕ2 cos (ϕ1 − ϕ2)−m2[l2ω2

2 + l1ω
2
1 cos (ϕ1 − ϕ2)] sin (ϕ1 − ϕ2)

l1[m1 +m2 −m2 cos2 (ϕ1 − ϕ2)]
,

ω̇2 =
sin (ϕ1 − ϕ2)[(m1 +m2)(g cosϕ1 + l1ω

2
1) +m2l2ω

2
2 cos (ϕ1 − ϕ2)]

l2[m1 +m2 −m2 cos2 (ϕ1 − ϕ2)]
.

Równanie ruchu wahadªa matematycznego tªumionego mo»na zapisa¢ w postaci autonomicznej w nast¦puj¡cy
sposób (staªa b>0 jest wspóªczynnikiem de�niuj¡cym liniow¡ siª¦ oporu):

ϕ̇ = ψ,

mlψ̇ + blψ +mg sinϕ = 0,

co odpowiada N = 2 i mimo nieliniowo±ci ukªad ten nie wykazuje zachowania chaotycznego. Je±li w tym ukªadzie
dodamy siª¦ wymuszaj¡c¡ F (t) = F0 cosωt, ω = const > 0, to otrzymamy tªumione wahadªo matematyczne z siª¡
wymuszaj¡c¡. Równania ruchu tego wahadªa s¡ ukªadem równa« z N = 3:

ϕ̇ = ψ, ξ̇ = ω,
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ψ̇ = − b

m
ψ − g

l
sinϕ+

F0

ml
cos ξ

i jego rozwi¡zania wykazuj¡ zachowanie chaotyczne dla pewnych warto±ci wyst¦puj¡cych w nim parametrów.

W tym wykªadzie ograniczymy si¦ do analizy chaosu deterministycznego dla tªumionego waha-

dªa matematycznego z siª¡ wymuszaj¡c¡ . W standardowej postaci równania ruchu takiego
wahadªa

mlϕ̈+ blϕ̇+mg sinϕ = F0 cosωt,

wygodnie jest przej±¢ do równania z wielko±ciami bezwymiarowymi

d2ϕ

dτ 2
+

1

q

dϕ

dτ
+ sinϕ = A cosωwτ

przez wprowadzenie bezwymiarowego czasu τ =
√

g
l
t (cz¦sto±¢ maªych drga« swobodnych jest

wtedy jednostkowa) i bezwymiarowych parametrów:
- parametru tªumienia 1

q
≡ b

m

√
l
g
,

- amplitudy siªy wymuszaj¡cej A ≡ F0

mg
,

- cz¦sto±ci siªy wymuszaj¡cej ωw = ω
√

l
g
.

Wybierzmy q = 2, ωw = 2
3

= 0, 66666 (czyli τw = 2π
ωw
≈ 10) i przeanalizujmy numerycznie ruch dla

ró»nych warto±ci amplitudy siªy wymuszaj¡cej A przy warunkach pocz¡tkowych (ϕ(t = 0) = 0 =
ϕ̇(t = 0)). Obliczenia wykonamy przy u»yciu programu komputerowego zaª¡czonego do ksi¡»ki
G. L. Bakera i J. P. Golluba Wst¦p do dynamiki ukªadów chaotycznych .
Analiz¦ ruchu wygodnie jest przeprowadzi¢ badaj¡c zmian¦ w czasie pr¦dko±ci k¡towej ϕ̇(t) zamiast
k¡ta ϕ(t), gdy» dla A > 1, gdy mo»liwe staj¡ si¦ obroty, konieczne jest przyrównanie k¡tów
ϕ ró»ni¡cych si¦ o 2π (odpowiadaj¡cych temu samemu poªo»eniu �zycznemu), co prowadzi do
sztucznej nieci¡gªo±ci na wykresach zale»no±ci czasowej.
Wspaniaª¡ ilustracj¦ osobliwo±ci ruchu w ukªadach nieliniowych stanowi¡ diagramy bifurkacji, na
których dla ró»nych warto±ci amplitudy siªy wymuszaj¡cej przedstawione s¡ warto±ci ϕ̇(t) dla cza-
sów b¦d¡cych wielokrotno±ci¡ okresu wymuszania (dane zbieramy po odpowiednio du»ym czasie,
gdy zanikªy ju» efekty pocz¡tkowe). Je±li ruch jest okresowy z okresem τw, na diagramie bifurkacji
odpowiada mu jeden punkt. Gdy pojawia si¦ ruch okresowy o okresie 2τw, zaczynamy obserwowa¢
na wykresie dwa punkty - pojedyncza krzywa rozgaª¦zia si¦ na dwie (nast¦puje bifurkacja). Je±li
ruch jest okresowy o okresie nτw, to na wykresie pojawia si¦ n punktów. Gdy punkty przestaj¡
si¦ powtarza¢ i wypeªniaj¡ w sposób �ci¡gªy� odpowiedni przedziaª, to znajdujemy si¦ w obszarze
chaosu.
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Zachowanie si¦ wahadªa tªumionego z wymuszeniem (q = 2, ωw = 2
3
.)
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Zakres warto±ci A Typ ruchu

A < 1, 0829 okresowy
1, 0829 < A < 1, 11 chaotyczny
1, 11 < A < 1, 14 okresowy
1, 14 < A < 1, 22 chaotyczny
A ≈ 1, 22 okresowy
1, 22 < A < 1, 28 chaotyczny
1, 28 < A < 1, 475 okresowy
1, 475 < A < 1, 485 chaotyczny
1, 485 < A < 1, 493 okresowy
1, 493 < A < 1, 495 chaotyczny
1, 495 < A < 1, 497 okresowy
1.497 < A < 1, 5 chaotyczny

Przeanalizujmy ten diagram bardziej szczegóªowo:

• dla A ≤ 1, czyli gdy siªa wymuszaj¡ca jest mniejsza od siªy ci¦»ko±ci, po okresie pocz¡tko-
wym, gdy zachodzi proces tªumienia drga« swobodnych, obserwujemy niezale»ne od warun-
ków pocz¡tkowych drgania okresowe wokóª ϕ = 0 z cz¦sto±ci¡ równ¡ cz¦sto±ci siªy wymusza-
j¡cej ωw: przy maªych A mamy w dobrym przybli»eniu drgania harmoniczne (sinusoidalne),
przy wi¦kszych A pojawiaj¡ si¦ oprócz drga« z cz¦sto±ci¡ wymuszenia wy»sze skªadowe
harmoniczne z cz¦sto±ciami b¦d¡cymi caªkowit¡ wielokrotno±ci¡ cz¦sto±ci wymuszenia (zob.
widmo cz¦stotliwo±ci (ν = ω

2π
)) i wykres ruchu przestaje by¢ sinusoid¡.
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Graniczny (asymptotyczny) ruch, który pojawia si¦ dla dostatecznie du»ych czasów, na-
zywamy atraktorem. Ruchy odpowiadaj¡ce ró»nym warunkom pocz¡tkowym zbli»aj¡ si¦
asymptotycznie do tego samego atraktora. Diagram fazowy, b¦d¡cy jednym z mo»liwych
obrazów takiego atraktora, dla maªych A jest elips¡, dla wi¦kszych A pojawiaj¡ si¦ wy»sze
harmoniczne i jego wykres jest odpowiednio �odksztaªcon¡ elips¡�.

• dla 1 < A ≤ 1, 0663 drgania pocz¡tkowo s¡ bardzo burzliwe (pojawia si¦ ruch obrotowy),
lecz po pewnym czasie pojawiaj¡ si¦ znów drgania okresowe z cz¦sto±ci¡ ωw. Jest to obszar
�ciszy przed burz¡�, sygnalizuj¡cy pojawienie si¦ dla jeszcze wi¦kszych A jakich± istotnych
zmian ruchu.

66



• dla 1, 0663 < A ≤ 1, 0829 i dla pewnych warunków pocz¡tkowych oraz pewnych cz¦sto±ci
siªy wymuszaj¡cej atraktor przechodzi przez kaskad¦ podwajania okresu, w czasie której
okres ruchu jest wielokrotnie podwajany (d¡»y do niesko«czono±ci przy A = 1, 0829). W
przeciwie«stwie do poprzednich obszarów mamy obecnie wi¦cej atraktorów i ruchy z ró»nymi
warunkami pocz¡tkowymi s¡ �przyci¡gane� przez ró»ne atraktory. Dla A = 1, 073 drgania
po upªywie okresu wymuszania τw maj¡ dwie nieco ró»ne amplitudy, co wida¢ wyra¹nie
na diagramie fazowym lub na przekroju Poincarégo, b¦d¡cym zdj¦ciem �stroboskopowym�
tego diagramu dla czasów b¦d¡cych wielokrotno±ci¡ okresu wymuszania. Ogólnie, obserwo-
wany okres ruchu dla atraktorów jest caªkowit¡ wielokrotno±ci¡ okresu wymuszenia i je±li
wzrasta n-krotnie, to cz¦sto±¢ staje si¦ cz¦sto±ci¡ n-krotnie mniejsz¡, czyli jest cz¦sto±ci¡
podharmoniczn¡ cz¦sto±ci wymuszenia. Jest to obszar �drogi do chaosu�.
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• dla A > 1, 0829 przynajmniej dla niektórych cz¦sto±ci siªy wymuszaj¡cej i pewnych wa-
runków pocz¡tkowych ruch w dªugiej skali czasu staje si¦ nieokresowy - pojawia si¦ chaos.
Dalsze zwi¦kszenie A powoduje pojawianie si¦ znów przedziaªów ruchu okresowego i prze-
dziaªów chaosu. Wykresy przedstawiaj¡ce ruch chaotyczny przedstawiamy dla A = 1, 15.
Brak okresowo±ci widoczny jest nie tylko na wykresie przebiegu czasowego pr¦dko±ci k¡to-
wej, ale tak»e na diagramie fazowym czy przekroju Poincarégo. Widmo cz¦stotliwo±ci staje
si¦ praktycznie ci¡gªe.
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Ruch chaotyczny jest niezwykle wra»liwy na warunki pocz¡tkowe. Je±li dwa identyczne
wahadªa z takim samym wymuszeniem wprawimy w ruch z nieznacznie ró»ni¡cymi si¦ wa-
runkami pocz¡tkowymi, to odlegªo±¢ mi¦dzy nimi b¦dzie wykªadniczo rosªa w czasie nie-
zale»nie od tego, jak maªa byªa pocz¡tkowa ró»nica. Wra»liwo±¢ na warunki pocz¡tkowe
charakteryzujemy przy u»yciu wykªadników Lapunowa. Dla rozwa»anego wahadªa mamy
trójwymiarow¡ przestrze« fazow¡ zwi¡zan¡ ze zmiennymi ( ϕ, ψ, ξ) ukªadu autonomicznego.
Maªa sfera w przestrzeni fazowej zmienia si¦ w czasie w elipsoid¦ o osiach gªównych skiero-
wanych w kierunku jej rozszerzania si¦ lub ±ciskania. Pocz¡tkowa obj¦to±¢ V0 sfery zmienia
si¦ w czasie zgodnie ze wzorem

V (τ) = V0e
(λ1+λ2+λ3)τ ,

gdzie wykªadniki Lapunowa λi charakteryzuj¡ szybko±¢ zmiany dªugo±ci osi gªównych elipso-
idy, przy czym dla ukªadu dysypatywnego, jakim jest wahadªo, mamy λ1 +λ2 +λ3 = −1

q
. W
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obszarze parametrów odpowiadaj¡cych ruchom okresowym wahadªa wykªadniki Lapunowa
s¡ zerowe lub ujemne, natomiast dla ruchów chaotycznych jeden wykªadnik jest dodatni i
pojawia si¦ wykªadnicza rozbie»no±¢ ruchów, czyli wra»liwo±¢ na warunki pocz¡tkowe.

Problem chaosu deterministycznego pojawia si¦ przy analizie procesów nieliniowych nie tylko w
mechanice, ale tak»e w optyce, chemii, biologii, geo�zyce, ekonomii itd. W ostatnich 20 latach
wydano (tak»e w j¦zyku polskim) bardzo du»o ksi¡»ek na temat chaosu deterministycznego. Caªy
rozdziaª na temat mechaniki nieliniowej i chaosu jest w podr¦czniku Taylora.
Warto równie» samodzielnie wygenerowa¢ sobie ró»ne wykresy dla wahadªa lub innych ukªadów
przy u»yciu przegl¡darki i programów dost¦pnych w internecie (np. pod adresem
http://www.phy.davidson.edu/StuHome/chgreene/Chaos/Chaos.html).
Mechanika klasyczna jako dziedzina nauki istnieje ju» ponad 300 lat lecz nadal nie jest zamkni¦t¡
dziedzin¡, gdy», jak widzimy, ci¡gle jest przedmiotem bada« naukowych �zyków i matematyków.
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