Zygmunt Ajduk

MECHANIKA KLASYCZNA

4 Mechanika relatywistyczna punktu materialnego

4.1 Pierwsza zasada dynamiki, przeksztalcenia Poincarégo i kinema-
tyka

Podstawy mechaniki relatywistycznej stworzyt w 1905 r. Albert Einstein, formutujac szczegolna
teorie wzglednosci.

Pierwsza zasada dynamiki

Istniejg inercjalne uktady odniesienia, czyli uktady odniesienia, wzgledem ktorych odosobniony
punkt materialny spoczywa lub porusza sie¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.
Sformulowanie zasady jest identyczne jak w mechanice nierelatywistycznej, ale zwiazek miedzy
wspotrzednymi zdarzeri (czasami i wspolrzednymi kartezjanskimi polozeri punktu materialnego)
w roznych uktadach inercjalnych U’ i U okresla przeksztalcenie Poincarégo zamiast prze-
ksztalcenia Galileusza:
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gdzie czterowektor (z#) = (ct,7) jest czterowektorem polozenia w czasoprzestrzeni (sktadowa
z n = 0 odpowiada czasowi pomnozonemu przez maksymalng predkos¢ obiektow materialnych,
rowna predkosci Swiatta w prozni ¢, sktadowe z p = 1,2, 3 odpowiadaja wspolrzednym wektora
polozenia 7).
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Przeksztalcenia Poincarégo tworza grupe dziesiecioparametrows i sg ztozeniem przesunie¢ w cza-
sie i przestrzeni (4 parametry xzf) i przeksztalcen Lorentza (L*), czyli obrotow w przestrzeni
(trzy parametry, np. 3 katy Eulera) i szczegolnych przeksztatcen Lorentza (zamiast szczegdlnych
przeksztalcenn Galileusza, z trzema parametrami 1% okreslajacymi stala predkos¢ przesuwania sie
uktadu primowanego wzgledem nieprimowanego). Szczegdlne przeksztalcenie Lorentza jest okre-
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a przeksztalcenie odwrotne przyjmuje posta¢
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przy czym mozliwe predkosci wzajemne w ruchu ukladéw inercjalnych musza spetniaé¢ warunek
V= ]17] < ¢. W powyzszych wzorach wskazniki || i L oznaczaja sktadowa rownolegla i sktadowe
prostopadle do predkosci V. W granicy nierelatywistycznej % < 1 szezegdlne przeksztalcenie
Lorentza przechodzi w szczegolne przeksztalcenie Galileusza

t =t
ro= 7+ Vt

1. Ogolnie, czterowektorami (czterotensorami pierwszego rzedu) nazywamy wielkosci (a*), ktore
przeksztalcaja sie przy przeksztalceniach Lorentza tak jak (2#), czyli zgodnie z wzorem:
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Czteroskalarami (tensorami zerowego rzedu) nazywamy wielkosci a, ktore nie ulegaja zmianie

przy transformacji Lorentza: .

Czterotensorami drugiego rzedu nazywamy wielkosci (a*”), ktore przeksztalcaja sie przy
przeksztalceniach Lorentza zgodnie z wzorem:
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2. Przedzial (interwal) czasoprzestrzenny As, zdefiniowany wzorem | (As)? = ¢?(At)? — (AF)?

jest niezmiennikiem (czteroskalarem) przeksztalcen Poincarégo:

At + VAT — (A7 + VeAt!)?
(A = A7)~ (BT + ccAt) — (AF])? = A(AY) — (A — (AF])? = (AS)?,

a |A7] i At nie sa niezmiennikami tych przeksztatcen ($cislej podgrupy szczegolnych przeksztal-
ceni Lorentza). Przy przeksztalceniach Galileusza |A7] i At byly niezmiennikami. Odstep czasu
miedzy dwoma zdarzeniami w tym samym punkcie przestrzennym w uktadzie U’ (poruszajacym
sie z predkoscig V' wzgledem ukladu nieprimowanego U) jest wiekszy w ukladzie nieruchomym
U: At = Aitva (wydluzenie (dylatacja) czasu), a dlugo$¢ preta ustawionego w kierunku

o2
predkosci, z jaka uktad U’ porusza sie wzgledem U, jest krotsza niz dlugo$é preta spoczywa-
jacego w U': Al = Al'\/1 — ‘g—; (skrocenie (kontrakcja) dlugosci); odlegtosci w kierunkach
prostopadtych do predkosci nie ulegaja zmianie. Przeksztatcenia Poincarégo mozemy wiec trakto-
wac jako grupe przeksztalcen izometrii w czasoprzestrzeni, przy czym przedzial czasoprzestrzenny
pelni role odlegtosci czasoprzestrzennej. Inaczej niz przy standardowej definicji odlegtosci nie jest
to wielko$¢ nieujemnie okreslona - geometrie zwigzang z taka odlegtoscia nazywamy geometria
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pseudoeuklidesowa, gdyz w przeciwieristwie do geometrii euklidesowej wklady do (As)? od od-
legtosci przestrzennych sa ze znakiem minus (te szczegdlng postaé czterowymiarowej geometrii
pseudoeuklidesowe]j nazywa si¢ geometrig Minkowskiego). ! Macierz (L*)) dla szczegolnej transfor-
macji Lorentza (zwanej tez pchnieciem (ang. boost)) przypomina macierz “obrotu” w plaszczyznie

czasowo-przestrzennej, zwlaszcza po wprowadzeniu oznaczen: cosh( = %, sinh ( = —=
I 1—v2
E2 62

(parametr ( = artgh?, bedacy odpowiednikiem "kata obrotu”, nosi nazwe pospiesznosci (ang.
rapidity)).

Ogolniej czteroskalarami sg iloczyny “skalarne” a%° — @b dowolnych czterowektorow (a®) i (b).2
3. Przedzial czasoprzestrzenny miedzy dwoma zdarzeniami, dla ktorego (As)? > 0, nazywamy
przedzialem typu czasowego, gdyz istnieje wtedy uklad inercjalny U’, w ktorym oba te zdarze-
nia zaszty w tym samym miejscu, ale w innym czasie, czyli (As)? = ¢|At'|2. Przedzial czasoprze-
strzenny, dla ktorego (As)? < 0, nazywamy przedzialem typu przestrzennego, gdyz istnieje
wtedy uktad inercjalny U’, w ktorym oba te zdarzenia zaszly jednoczesnie, ale gdzie indziej (w
roznych punktach przestrzennych), czyli (As)? = —|A7|2. Jesli (As)? = 0, méwimy, ze przedzial
czasoprzestrzenny jest przedzialem typu zerowego i wtedy w dowolnym uktadzie inercjalnym
mamy |A7|? = A|A)%
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Do przedstawienia relacji w czasie i przestrzeni dla dwoch zdarzen wygodnie jest uzy¢ diagramu
czasoprzestrzennego (diagramu Minkowskiego). Wezmy dowolne zdarzenie O i przyjmijmy
je jako poczatek uktadu wspotrzednych w czasoprzestrzeni w wybranym ukladzie inercjalnym U,
czyli dla zdarzenia O mamy t = 0, 7 = 0. Na osi odcietych odktadamy wspotrzedne potozenia
(dla uproszczenia jedna wspotrzedna z), a na osi rzednych - czas zdarzenia, lub $cislej zo = ct.
Trajektorie czastki na tym wykresie nazywamy jej linig §wiata. Linig $wiata dla czastki w
ruchu jednostajnym prostoliniowym przechodzacym przez poczatek ukladu wspotrzednych (7 =

INiektérzy autorzy definiuja (As)? z przeciwnymi znakami: (As)? = —c?(At)? + (A7)?, gdyz taka definicja jest
wygodniejsza przy rozwazaniu teorii z liczba wymiaréw przestrzennych wieksza niz 3.

2Tloczyn skalarny czterowektoréw a* i b* mozna zapisaé¢ w postaci bardziej przypominajacej standardowy wzoér
Zi:o arb,,, gdzie dla czterowektorow oprécz wspolrzednych kontrawariantnych (b*) = (8°, Z;) wprowadza sie¢ wspot-
rzedne kowariantne (b,) = (b°, ,5) i dla obliczenia iloczynu skalarnego nalezy zsumowaé iloczyny wspolrzednych
kontrawariantnych jednego czterowektora przez wspolrzedne kowariantne drugiego.
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ut) odpowiada linia prosta przechodzaca przez O i nachylona do osi rzednych zy pod katem 6,
ktorego tangens jest rowny (3 = 7. Poniewaz najwigksza mozliwa predkos¢ czastek wynosi ¢, to
£ < 11 prosta ta musi leze¢ wewngtrz lub na powierzchni stozka o potkacie rozwarcia rownym

/4. Powierzchnia stozka zawiera proste odpowiadajace ruchowi czastek z predkoscia ¢, czyli
f = 1, i nosi dlatego nazwe stozka $wietlnego. Dla zdarzen na stozku $wietlnym przedziat
czasoprzestrzeny wzgledem zdarzenia O jest zerowy. Przedzial czasoprzestrzenny wzgledem O dla
zdarzen odpowiadajacych punktom wewnatrz stozka $wietlnego jest typu czasowego, a dla zdarzen

poza stozkiem jest typu przestrzennego.

Poniewaz przy przeksztalceniach Lorentza wielko§¢ c?t'2 — 72 = const (kwadrat przedziatu cza-
soprzestrzennego rozwazanego zdarzenia wzgledem O jest niezmiennikiem), to wspohrzedne tego
samego zdarzenia w roznych uktadach inercjalnych U’ beda znajdowaé sie na hiperboloidzie prze-
chodzacej przez punkt o wspotrzednych (ct, 7¥) odpowiadajacy zdarzeniu w wyjsciowym uktadzie U.
Dla zdarzen odpowiadajacych przedziatowi typu czasowego (lezacych wewnatrz stozka Swietlnego)

jest to hiperboloida dwupowltokowa, a w wypadku przedziatu typu przestrzennego - hiperboloida

jednopowlokowa. Jesli przedzial czasoprzestrzenny miedzy dwoma zdarzeniami jest typu czaso-

wego, to zdarzenia te nie moga w zadnym inercjalnym ukladzie odniesienia zaj$¢ jednoczesnie.

Zdarzeniom wewnatrz gornego (przedniego) stozka swietlnego odpowiada At > 0 w stosunku do
O i w dowolnym inercjalnym uktadzie odniesienia takze bedzie At > 0 - obszar ten odpowiada
wiec bezwzglednej przyszlosci wzgledem zdarzenia O. Analogicznie zdarzenia wewnatrz dol-
nego (tylnego) stozka $wietlnego odpowiadaja bezwzglednej przesztosci wzgledem zdarzenia O.
W obszarze poza stozkiem $wietlnym znajduja sie zdarzenia, ktérych przedziatl czasoprzestrzenny

wzgledem zdarzenia O jest typu przestrzennego, czyli w dowolnym uktadzie odniesienia zdarze-
nia te zachodza w réznych miejscach przestrzeni ( gdzie indziej). Dla kazdego zdarzenia z tego
obszaru istnieja takie inercjalne uklady odniesienia, w ktérych zdarzenie to zachodzi albo przed

zdarzeniem O, albo po zdarzeniu O, albo jednoczesnie ze zdarzeniem O (nastepstwo czasowe jest
tu wzgledne, zalezne od wyboru ukladu inercjalnego). Zwiazek przyczynowy miedzy zdarze-
niem O i innym zdarzeniem moze wiec istnie¢ tylko wtedy, jesli to zdarzenie znajduje sie wewnatrz
lub na stozku §wietlnym o wierzchotku w O. Szczegdlna teoria wzglednosci zmienia wie topologie
relacji czasowych zdarzen w czasoprzestrzeni w stosunku do czasoprzestrzeni newtonowskiej, w

ktorej stozkowi bezwzglednej przysztosci wzgledem O odpowiadata polprzestrzen ¢ > 0, stozkowi
bezwzglednej przesztosci - potprzestrzen t < 0, a obszar gdzie indziej redukowat sie do ptaszczyzny
t = 0 i odpowiadat zdarzeniom bezwzglednie jednoczesnym ze zdarzeniem O.

4. Prawo transformacyjne predkos$ci punktu materialnego v = j—’; przy szczegolnym przeksztal-
ceniu Lorentza wynika bezposrednio ze wzoréw na szczegolne przeksztalcenie Lorentza ( 07 = ZL;)
i jest dos¢ ztozone:
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gdyz predkosé jest stosunkiem roézniczek skltadowych przestrzennych czterowektora do rézniczki

jego sktadowej czasowej

. dfy dr+Vdt g+ V
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Dla predkosci punktu materialnego (o masie m # 0) obowiazuje ograniczenie v < ¢ (identyczne
jak dla predkosci ruchu uktadu inercjalnego V' < ¢). Otrzymane prawo transformacyjne predkosci,
czyli zarazem prawo skladania predkosci, okazuje sie by¢ nieliniowe w przeciwienstwie do prawa
transformacyjnego czterowektora (jak widzimy, predkos¢ ¢’ pojawia sie takze w mianowniku).
W granicy nierelatywistycznej, gdy %, %l < 1, otrzymujemy proste prawo transformacyjne dla
przeksztalcenia Galileusza:

Mozemy tatwo sprawdzié¢, ze to ztozone prawo transformacyjne wzgledem szczegolnego przeksztat-
cenia Lorentza powoduje, ze jesli v = ¢, to rowniez v = ¢, czyli predkosé¢ rozchodzenia sie Swiatta
w prozni jest czteroskalarem, a wiec jest taka sama we wszystkich uktadach nieinercjalnych (fakt
ten, jako fakt do$wiadczalny, jest czesto wykorzystywany jako punkt wyjscia przy wyprowadzaniu
szczegblnego przeksztalcenia Lorentza).

Jesli podczas ruchu w czasie dt punkt materialny przesuwa sie o dr, to mozemy zdefiniowac

czteroskalar dr = d—cs = 4/1- ”Z—jdt, zwany czasem wlasnym punktu materialnego, gdyz jest
rowny dt w uktadzie odniesienia, w ktorym punkt materialny spoczywa (0 = 0). Wygodnie jest
wtedy wprowadzi¢ inna miare predkosci, a mianowicie czterowektor predkosci ( czteropredkosé)

dx*
ut = el ktorego prawo transformacyjne przy szczegélnym przeksztalceniu Lorentza bedzie
T
liniowe: u# = Y23_ LA ™. 7 definicji czteropredkoéci wynika, ze jej zwiazek z o wyraza wzor:

() = (

C U )

czyli cztery sktadowe czteropredkodci wyrazaja sie przez trzy wielkosci o, albowiem "dlugosé¢”

czteropredkosci jest stata: (u®)? — @2 = 2.

. . dut  dPx*
5. Analogicznie, czteroprzyspieszenie |V = — =
dr dr?
transformujaca sie miara zmiany predkosci, przy czym czteroprzyspieszenie jest "prostopadle” do
czteropredkosci: u’b® — b = 0, czyli b° = b (ogolnie: pochodna wektora o statej dlugosci jest

prostopadla do wektora). Czteroprzyspieszenie (b*) wyraza sie poprzez przyspieszenie d wzorem:

jest czterowektorem i jest liniowo

g d(l- %)+ g(w))
1-%)2 (1-%)7

Przyklad. ”Paradoks” blizniat

Rozwazmy rakiete w ruchu harmonicznym x = “=(1 — coswt), startujaca z Ziemi w ¢ = 0 i powracajaca w T' = 27”
W czasie ruchu v, = v, sinwt, czyli v, jest predkoscia maksymalna rakiety w czasie ruchu. Czas wtasny, czyli
czas jaki uplynal w ukladzie zwiazanym z rakieta, wymnosi:

T 2 4 % 2 2
Tz/ \/1—1}4;sin2wtdt=—/ \/1—I}Lz”sirfozdoz:—E(E)T7
0 C w Jo C 71— C

gdzie dokonalismy podstawienia wt = a1 E(k) = fO% V1 — k2?sin® ada jest catka eliptyczna zupelna drugiego
rodzaju (jej tablice sa w Bronsztejnie). Stad stosunek czasu 7 uplywajacego w rakiecie do czasu T uplywajacego

na Ziemi wynosi
T 2 _w
T =B
m c

i przyjmuje wartosci od 1 dla v, — 0 do 2 = 0,6366... dla v,, — ¢, gdyz

E(O)E/O2 do = g, E(1)5/02 cosada:sino%% =1.
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Roznica czasu jest realna i nie ma tu zadnego paradoksu (paradoks pojawia sie, gdy nie dostrzezemy istotnej roznicy
miedzy (inercjalnym) ukladem odniesienia zwigzanym z Ziemia i (nieinercjalnym) ukladem odniesienia zwiazanym

z rakieta). Do zagadunienia tego powrécimy w przykladzie 3 w podrozdziale 4.3.

4.2 Zasada wzgledno$ci Einsteina i druga zasada dynamiki

Zasada wzglednosci Einsteina

Prawa mechaniki (i innych dzialow fizyki) maja te sama posta¢ we wszyskich uktadach inercjal-
nych.

Powyzsze sformutowanie jest identyczne jak zasady wzglednosci Galileusza, ale obecnie oznacza
to posta¢ niezmiennicza wzgledem przeksztalcen Poincarégo zamiast przeksztatcen Galileusza.
Zasada wzglednosci Einsteina wymaga wiec modyfikacji drugiej zasady dynamiki sformutowanej
przez Newtona.

Druga zasada dynamiki:

W uktadzie inercjalnym iloczyn masy punktu materialnego m przez jego czteroprzyspieszenie

bt = d;f: jest rowne wypadkowej czterosile K* oddzialywania innych cial na punkt materialny:

d? P
m g
dr?

2

Czterosila jest relatywistyczna miara oddzialywania, odpowiadajgcg w mechanice nierelatywi-
stycznej zwyklej sile ﬁ, przy czym z definicji musi by¢ ona prostopadta do czteropredkosci punktu
materialnego: K%° — K@ = 0, czyli K° = gl? . Powyzsze sformutowanie drugiej zasady dyna-
miki jest zgodne z zasada wzglednosci Einsteina, gdyz przy zmianie uktadu inercjalnego réwne
czterowektory przejda w rowne czterowektory: md;f; =Kt — mdflf;“ = K" (masa punktu
materialnego jest czteroskalarem).

Czesto relatywistyczne rownanie ruchu zapisuje sie przy uzyciu czteropedu. Czteropedem punktu

materialnego jest iloczyn jego masy i czteropredkosci: , czyli

przy czym (p°)? — p? = m?c?.
Relatywistyczne réwnanie ruchu mozna wiec zapisa¢ w postaci rownania opisujacego zmiane czte-
ropedu punktu materialnego

dp*
g
dr
Dla sktadowych przestrzennych mamy obecnie:
dp = dp = v 5
— =K = —=K\/l-—==F
dr dt c? ’

czyli otrzymujemy posta¢ podobna jak w mechanice nierelatywistycznej, ale w mechanice relaty-

. . . . N - .o = = 2
wistycznej ped okreslony jest teraz wzorem p = 71"_”% isita F' = K\/1 —%. Czasowa (zerowa)
sktadowa rownania ruchu przyjmuje postac:
dp® T - d, mc -
—=K'=-K = — = F'7,
dr c dt ( )
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me 0

czyli wigze zmiane relatywistycznej energii punktu materialnego | = ——— = ¢p" |, bedacej

2
v
-2

suma energii spoczynkowej punktu materialnego mc? i jego energii kinetycznej T = E — mc? =

mc?(—-—— — 1), z mocy dziatajacych sit. Jeli punkt materialny ma predkosé v < ¢, to zawsze
-5

bedzie mial v < ¢, gdyz uzyskanie predkosci ¢ wymagatoby wykonania nieskoniczonej pracy.

Samo prawo zmiany energii punktu materialnego nie jest niezaleznym réwnaniem, gdyz mozna
je wyprowadzi¢ z roéwnania fl—f = F. Warto jednak zauwazy¢, ze zerowa sktadowa czteropedu
p° jest rowna energii relatywistycznej E (energii kinetycznej uzupelnionej energia spoczynkowa)
podzielonej przez stata c i dlatego czteroped nazywamy nieraz wektorem energii-pedu. Ze wzoru
(p°)* — p? = m*c* wynika, ze E = \/p2c? + m2c!. W granicy nierelatywistycznej (% < 1) otrzy-

mujemy: p = mv, T = imt?. Nierelatywistyczny wzér j = mt¢ w mechanice relatywistycznej ma

posta¢ p' = (%27 i dlatego2dawniej wprowadzano nieraz pojecie masy relatywistycznej m, = C% jako
rownowaznej miary energii relatywistycznej. Warto zwroci¢ uwage, ze w mechanice relatywistycz-

nej nie mamy zasady zachowania masy. Nierelatywistyczne prawo zachowania masy dla ukladu
punktow materialnych otrzymujemy w granicy nierelatywistycznej z relatywistycznej zasady za-

chowania energii, dla ktorej w granicy nierelatywistycznej dominuje wktad od energii spoczynkowej

mc? punktéw materialnych.

Na zakonczenie nalezy dodaé¢, ze w mechanice relatywistycznej nie ma miejsca dla trzeciej za-
sady dynamiki. Trzecia zasada dynamiki w mechanice nierelatywistycznej korzystata z faktu,

ze predkosé rozchodzenia sie oddzialywan mozna bylo uwaza¢ za nieskoniczong - zmianie poto-

zenia ciala towarzyszyla natychmiastowa zmiana sily oddzialywania nawet na znajdujacy sie w

duzej odlegloéci punkt materialny. W mechanice relatywistycznej przy ruchu z duza predkoscig
nie mozna uwazac¢ predkosci rozchodzenia si¢ oddzialywarn za nieskoniczona, gdyz réwniez ona jest

ograniczona przez predkos¢ maksymalng c. Fakt ten prowadzi nas rowniez do wniosku, ze w teorii
relatywistycznej nie mozna wprowadzié¢ pojecia bryty sztywnej, gdyz skoriczona predkos$¢ rozcho-

dzenia sie oddziatywan jest sprzeczna ze statoscig odleglosci odleglych punktéw bryty sztywnej.

Mimo braku trzeciej zasady dynamiki dla uktadu izolowanego zachodzi zasada zachowania pedu,

ale w bilansie pedu trzeba oprocz peddow cial uwzglednié¢ ped pola zwigzanego z oddziatywaniem,

np. pola elektromagnetycznego.

4.3 Przyktady ruchu punktu materialnego

Analiza ruchu w mechanice relatywistycznej wymaga okreslenia czterosity. W fizyce makroskopo-
wej (klasycznej) w otaczajacym nas $wiecie istnieja dwa typy oddzialywan: grawitacyjne i elektro-
magnetyczne. Relatywistyczna teorig oddzialywan grawitacyjnych jest ogdlna teoria wzglednosdci,
sformutowana przez A. Einsteina w 1916 r. Teoria ta jest relatywistycznym uogdlnieniem new-
tonowskiego prawa powszechnego ciazenia i bedzie tematem specjalnego wyktadu z ogolnej teorii
wzglednosci. Ograniczymy sie wiec gtéwnie do analizy ruchu natadowanego elektrycznie punktu
materialnego (czastki) w polu elektromagnetycznym. Roéwnania Maxwella (1864) opisujace od-
dzialywania elektromagnetyczne okazaly sie od razu zgodne z zasada wzglednosci Einsteina i byty
pierwsza relatywistyczna teoria fizyczng, choé¢ w pelni uswiadomit nam to A. Einstein w 1905 r.
w szczegolnej teorii wzglednosci. W notacji relatywistycznej potencjaly elektromagnetyczne ¢ i A
sa skladowymi czteropotencjatu elektromagnetycznego (A*) = (%, /T), a natezenia pola EiB s4
sktadowymi antysymetrycznego czterotensora pola elektromagnetycznego, bedacego czterorotacja
czteropotencjatu elektromagnetycznego:

S oAT oA

e _
oz, Oz,
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(F) =

B _B, B, 0

Czterosita oddzialywania elektromagnetycznego na czastke o tadunku ¢ i czteropredkosci (u”) =

% okre§la wzor Lorentza
Kt = 3w dzi — (0 = c . v
_qzu:O Uy |, & me(ul,)_(u ) u>_( 02 v2)7
Ji-% 14
czyli
c/1— Z—; — z—j

co odpowiada

— . . F . .

K= R K= , gdzie F = ¢(E + 7 x B)
C 1 — %

Latwo dostrzec, ze tak zdefiniowana czterosila jest rzeczywiscie prostopadta do czteropredkosci.
Przejdzmy obecnie do relatywistycznego réwnania ruchu:
d mu S oo d mc? . Lo, dr
%(j) = q(E+'U X B), %(i) = qEW'U7 gleeU = %
c? c?
Roéwnania te nawet w statych polach elektromagnetycznych sa nieliniowymi roéwnaniami drugiego
rzedu na potozenie 7(t), ktore jest trudno rozwigzywac¢. Mozna je znacznie uprosci¢ po wpro-

. 2 . . . , , 2
wadzeniu czasu wlasnego dr = (/1 — 5dt, bowiem po podzieleniu rownan ruchu przez (/1 — &
mozemy zapisaé je w postaci:

a2r pdt | df o, B
2d%t o di”
me o5 = qBE4.

Otrzymane rownania w wypadku czastki w stalym polu elektromagnetycznym sg réwnaniami
liniowymi dla 7(7) i t(7) i bedziemy mogli je tatwo rozwiaza¢. 7 drugiej strony ta prosta postac
rownan ruchu jest bezposrednim jawnym zapisem wyjsciowej postaci réwnania ruchu z drugiej
zasady dynamiki:
d%at 3 dx
m = Frv 2 odzie (z,) = (ct, —7).
G =4 P e (1) = (e, —7)

Przyktad 1.
Relatywistyczny ruch czastki o masie m i ladunku ¢ w stalym polu elektrycznym o natezeniu E.
Rownania ruchu przyjmuja postac¢ sprzezonych ze soba réwnan:

d*7 )
mgz = qF

2d%t B
mceios = ¢
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gdzie w chwili poczatkowej T = 0 mamy ¢(r = 0) = 0, (7 = 0) = 7 oraz %L(r = 0) = 28 3—5(7 =0) = %‘) oraz
Bo = /728 + mPch.

Wybierajac poczatek uktadu O w polozeniu poczqtkogvym 70, 0§ Oz wzdluz natezenia pola Eio§ Oz tak, by w
plaszczyZnie Ozz lezal ped py, mamy 7y = (0,0,0), E = (0,0, E), po = (Pox,0,po~). Réwnania ruchu przyjmuja
postac

d’z _
dr2 - 0’
a2
mﬁ = O,
d’z
marz = qE dr’
me? Lt &t _ gpd
= = g

Ogolne rozwiazanie pierwszych dwoch réwnan
r = A7+ By, y:AQT+B2

po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych przyjmuje postaé
v=r =0,
m

czyli ruch jest ptaski i zachodzi w p}aszczyznie wyznaczonej przez Ei Po. 7 trzeciego réwnania widzimy, ze
p-| = |m4%| wzrasta stale w czasie, gdyz |q|E9L > 0, i mozemy bez utraty ogdlnosci cofnac sie do takiej chwili
poczqtkoweJ, aby po, = 0. Calkujac Jednokrotme trzecie i czwarte réwnanie, otrzymujemy:

dr - m" dr m me”
gdzie Ey = y/m2c* + p3,c?. Stad
d’z  ¢*E? gFEE,
ce 42 0 4270
dr?  m23c? m2c?’
czyli
FEy Er
= —— + Acosh Bsinh
s = b Acosh(L2T) ¢ Buinn(20),
qET qET
ct = Asmh( ) + Bco h( ).
me mce
Po podstawieniu warunkéw poczatkowych w 7 = 0 otrzymujemy A = . E, B =0, czyli
r = BRer
y = 0,
2 = f—lg(cosh(qug) -1,
t = q%‘&mh(%ff)
Stad 7 = Earsmh(q 0“) i ostatecznie
r = ”"zf arsmh(‘lg“f)7

y = 0,

/ 2E2c2t2
£ = QE( L+ g 0 N 1)7

gdyz coshz = v/1 + sinh®z. Torem ruchu jest linia tancuchowa




Obliczmy obecnie predkosé czastki

dr __ ,, PozC 1

Ve = 4 TC B, [ amas — 0 przyt — oo,
/1+7

— dy _
Yy T ac 0’ qEct

_ dz _ Eg
v, = G =¢ TR — ¢ przyt — oo.

1+t
0

Dla matych czaséw i malej predkosci poczatkowej, gdy qu < 1, Ey = mc?, otrzymujemy wzory znane nam dobrze

z mechaniki nierelatywistycznej:

Pozc gEct — pOmt
m

qE mc? ’
y = 0
~ 1¢2E%c2t2 _ gE 2
z qE 2 m2ct T2 t

oraz paraboliczne réwnanie toru

Przyktad 2.
Relatywistyczny ruch czastki o masie m i ladunku ¢ w stalym polu magnetycznym o indukcji B.
Roéwnania ruchu

2 .
miE = qf x B,
2d%  _
me*o—> = 0
uzupelniamy warunkami poczatkowymi dla 7= 0: (1 = 0) = 0, (7 = 0) = 7, L(r =0) = -2, L(7 = O) = p“

Wybierajac poczatek uktadu wspotrzednych O w polozeniu poczatkowym 7y, 08 Oz wzdluz indukeji B, 08 Ox
tak, by ped poczatkowy po lezal w plaszczyznie Oxz, mamy: 7o = (0,0,0), B = (0,0, B), po = (poz,0, po- ), gdzie
Eo = /(p2, + p3.)c? + m2c* i réwnania ruchu przyjmuja postaé:

d*x _ gBdy
dr2z m dr’
d’y  _ 4B de
drz m dr’
d?z _

&= = 0

d*t

& = 0

Ostatnie rownanie oznacza, ze 2 = const = L9 czyli w czasie ruchu zachowuje sie energia relatywistyczna czastki
) dr mc??

(energia ta jest stale rowna Ep). Stad ¢ = Tf:Q
dwa pierwsze réwnania zapisa¢ w postaci

£= 7. Wprowadzajac zmienng ¢ = z + iy, mozemy
¢ B dC _
dr? m dr

Ogoblne rozwigzanie tego réwnania ¢ = C + De—i%5" po podstawieniu warunkéw poczatkowych prowadzi do D =
—C = z& czyli ostatecznie

r = p‘g sm(qB ),

y = B (cos (1)~ 1),
z = Bo=g

t = Lor
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Po wyeliminowaniu czasu wlasnego ruch czastki jest opisany wzorami:

x = 1{’1% sin(qgs2 1),
2
y = 2%(cos (_qgoc t)—1),
2
z = Pt

Ruch odbywa sie wiec po linii srubowej. Rzutem toru na plaszczyzne prostopadla do indukcji B jest okrag o

promieniu %’; przechodzacy przez poczatek uktadu wspoédirzednych:

2 @)2:(&)2
T +(y+qB B

Czestos¢ obiegu czastki po okregu, rowna %, zalezy od energii czastki Ey 1 w granicy nierelatywistycznej ( Ey ~
aB

m "
tego, ze akceleratorami kotowymi czastek przyspieszanych do wysokiej energii staly sie synchrocyklotrony zamiast

mc?) jest rowna czestosci cyklotronowe; Zalezno$¢ czestosci od energii przyspieszanej czastki doprowadzita do
cyklotronow.

Przyktady ruchu w stalych réwnoleglych polach elektrycznym i magnetycznym oraz w statych
prostopadtych polach elektrycznym i magnetycznym z F = ¢B beda omoéwione na ¢wiczeniach.
Okazuje sie, ze dowolne state pole elektromagnetyczne przez odpowiedni wyboér uktadu inercjal-
nego mozna sprowadzi¢ do wymienionych wyzej czterech przypadkow. Gdy pola elektryczne E
i magnetyczne B nie sa prostopadte, to przez odpowiedni wybor uktadu inercjalnego mozna je
zawsze sprowadzi¢ do pol réwnolegtych. Gdy pola elektryczne i magnetyczne sa prostopadle i
E # ¢B, to przez odpowiedni wybor ukladu inercjalnego mozna je zawsze sprowadzié¢ do czystego

pola elektrycznego (gdy E > ¢B) lub do czystego pola magnetycznego (gdy F < ¢B).

Przyklad 3.

Podréz w przestrzeni kosmicznej

Rozwazymy podréz przy zalozeniu, ze w uktadzie zwigzanym ze statkiem kosmicznym przyspieszenie statku jest
stale i rowne (ze wzgledéw medycznych) przyspieszeniu ziemskiemu g = 9,81 m/s?, czyli (b,) = (0, g) (zatozymy
takze dla uproszczenia staly mase statku). Jesli wzgledem uktadu inercjalnego zwiazanego z Ziemia statek porusza
sie z predkoscia ¥ || g, to w ukladzie zwiazanym z Ziemia czteroprzyspieszenie wynosi

1 v o
(bu) = -(24.9)
1- 9 ¢

Wybierajac 0§ z tak, by § = g¢€,, rownanie ruchu dla statku startujacego z Ziemi (z = 0) w chwili t =7 =0
pokrywa sie wtedy z réwnaniem w przykladzie 1, jesli zastapimy w nim % — g, By — mc? i poz — 0. Ruch
statku bedzie wiec jednowymiarowy i polozenie statku w zaleznosci od czasu wlasnego kosmonauty 7 czy czasu

ziemskiego t bedzie okreslone wzorami

2 2 2
Z:Cf(COSh(gT)fl) lubz:C—(\/lJrg—215271>7
g c q c
t= Esinh(gT).
g c

Po podstawieniu wartosci stalych ¢ i g i uzyciu do obliczen czasu w latach [y] i odleglosci w latach swietlnych [ly]
otrzymujemy

gdyz

t = 0,968 sinh(ﬁ), 2= 0,968 (cosh(o ;68) . 1).

Wiyniki liczbowe przedstawiamy w tabeli.
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Iyl | tly] z [ly]

0 0 0

1 1,2 0,56

5 85 83

10 |1,5-10* |1,5-10%

15 [2,6-10% |2,6-106

20 | 4,5-10% |4,5-108

25 | 8,010 | 8,0-101°

Podréz do najblizszej gwiazdy a Centauri (4,36 ly) zajelaby kosmonautom 2,3 y, do srodka naszej Galaktyki
(2,6-10* 1y) - 10,5 y, do najblizszej galaktyki Andromedy (2,5-10° ly) - 15 y, a do obecnych granic Wszech§wiata
(14 -10° ly) - 23,3 y - podany czas 7 odpowiada czasowi wlasnemu kosmonautéw, uptyw czasu t na Ziemi byltby o
rzedy wielkosci wigkszy. Roznica miedzy 7 it (zwigzana z “paradoksem” bliznigt) wskazuje, jak istotne znaczenie
mogtaby mieé szczegolna teoria wzglednosei dla realizacji dlugich podrézy kosmicznych. Oczywiscie, obliczenia te
pozwalaja nam tylko zorientowac sie w rzedach wielkosci, gdyz w rzeczywistosci utrzymanie stalego przyspieszenia
byltoby mozliwe przez dosé¢ krotki czas (w tej skali) i dalsza podréz odbywalaby sie juz ze stala predkoscia (muiejsza
wyraznie od predkosci $wiatta), powodujac znaczne wydtuzenie czasu podrozy i praktycznie brak rozmicy czasu
zwiagzanej z paradoksem bliznigt. Gdyby w przysztosci udato sie do napedu uzyé np. reaktora termojadrowego
i uzyskaé¢ predkosé koricowa 50000 km/s, to podroz do najblizszej gwiazdy o Centauri trwalaby 7 ~ ¢ ~ 26 y
( — f—i ~ 0,986). Przy predkosci konicowej 20 km/s, odpowiadajacej obecnie stosowanym rakietom o napedzie

chemicznym (np. z paliwem wodorowo-tlenowym), czas takiej podrézy wynositby 7 = t ~ 65000 y.

Przyktad 4.

Relatywistyczny ruch rakiety w przestrzeni kosmicznej

Znajdzmy predkosé, jaka moze uzyska¢ rakieta w wyniku dzialania jej silnikéw rakietowych (pomijamy sily ze-
wnetrzne). W primowanym ukladzie inercjalnym, w ktorym rakieta chwilowo spoczywa, zmiana jej pedu m dv’
dE’

jest z zasady zachowania pedu rowna v, gdzie dE' i v;, sa energia i predkoScia gazu wyrzuconego przez silniki
(skorzystalismy ze wzoru ﬁ; = f—;ﬁ;). Z zasady zachowania energii mamy dE’ = —dm c?, gdzie ujemna wartosé
dm odpowiada zmianie masy rakiety, i stad mdv’ = —dm v;. W ukladzie inercjalnym, w ktérym nastapit start

rakiety, zmiane predkodci rakiety dv otrzymamy z prawa skladania predkosci:

’U2

dv' = (1 - =)dv'.

v’'=0 C

<d v+v’)
v=——-—+
d?)’l-&-”c—g

Roéwnanie opisujace zmiane predkosci rakiety przyjmuje wiec postaé
dv , dm
=—v

2
v
1-%

BaT
czyli catkujac obie strony od zerowej predkosci na starcie do predkosci koricowej v (i odpowiednio od masy poczat-

kowej mo do masy koficowej m) otrzymujemy (przy stalej predkosci vy)

c, 142 m mo)= —1
~In ;:v;ln—o = vzc%.
2 1-— < m (%) ng + 1
Otrzymany wynik jest poprawny dla dowolnej ustalonej predkosci wyrzucania gazow vy (takze dla napedu fo-
’ 2v 20/ m
tonowego, gdy v, = ¢). W granicy nierelatywistycznej, gdy UT" < 1, otrzymujemy (%)_q = e T =

1+ 2% In =0 + ..., czyli zgodnie z przykladem w podrozdziale 1.4 mamy wtedy

mo
v = véln—.
m

4.4 Formalizm lagranzowski i formalizm hamiltonowski

Ograniczymy sie do podania tego formalizmu dla czastki o masie m i tadunku g w polu elektro-
magnetycznym opisanym przez czteropotencjal tego pola (A*) = (%, A).
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Lagranzjan tej czastki okresla wzor

2 —_
L(7,,t) = —mc |1 — 2_2 — qd(F,t) + qTA(F, 1)

Rownania Lagrange’a 11 rodzaju %% — % = 0 przyjmuja wtedy znang nam postac
d ( mu ) = N =
—|—=) =q(E+ 7 x B).
dt /1 — %;

Ped uogdblniony czastki wynosi wiec

e L
czyli
c(p— qA)

i 4 (7 g A

Hamiltonian rozwazanej czastki okresla wzor

H = ﬁﬁ—L:L”Q—l—qﬁngch\/l—Z—;—i-qqﬁ—qﬁE:

1_2

<

|

c

—,

= md 7 — qA)? + m2ct + g

= @+q¢:\/c2(

Rownanie Hamiltona-Jacobiego rozwazanej czastki przyjmuje wiec postac:

\/CQ(gradS — qA)? + m2ct + qp + %—f =0.

Warto zauwazy¢, ze w formalizmie hamiltonowskim mozna w naturalny sposéb wprowadzi¢ dyna-
mike czastek o zerowej masie (np. fotonow), dla ktorych predkosé v = ¢ (dla czastek tych okreslony
jest czteroped, ale nie jest okreslona czteropredko$é - w standardowym sformulowaniu drugiej za-
sady dynamiki i w formalizmie lagranzowskim pojawiajg sie wtedy wyrazenia nieokreslone typu
0)

o)

Zasada wariacyjna Hamiltona ma postaé

(83 = 0przy 67(te) = 0 = 67(t,)) < (%% ~ 5= 0),

gdzie dziatanie Hamiltona S = ftgl Ldt. Zauwazmy, ze S jest czteroskalarem, czyli nie ulega zmia-
nie przy przeksztalceniach Poincarégo (mamy L(7,9,t)dt = L(i7,9',t')dt’ w przeciwienistwie do
sytuacji dla przeksztalcenia Galileusza, gdzie ta rownos¢ zachodzita z doktadnoscia do pochodne;]
zupelnej po czasie pewnej funkeji):

L(7, ¥, t)dt = —mc*dr — q(A%dz® — AdF).
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