
Zygmunt Ajduk

MECHANIKA KLASYCZNA

4 Mechanika relatywistyczna punktu materialnego

4.1 Pierwsza zasada dynamiki, przeksztaªcenia Poincarégo i kinema-

tyka

Podstawy mechaniki relatywistycznej stworzyª w 1905 r. Albert Einstein, formuªuj¡c szczególn¡
teori¦ wzgl¦dno±ci.
Pierwsza zasada dynamiki
Istniej¡ inercjalne ukªady odniesienia, czyli ukªady odniesienia, wzgl¦dem których odosobniony
punkt materialny spoczywa lub porusza si¦ ruchem jednostajnym prostoliniowym.
Sformuªowanie zasady jest identyczne jak w mechanice nierelatywistycznej, ale zwi¡zek mi¦dzy
wspóªrz¦dnymi zdarze« (czasami i wspóªrz¦dnymi kartezja«skimi poªo»e« punktu materialnego)
w ró»nych ukªadach inercjalnych U ′ i U okre±la przeksztaªcenie Poincarégo zamiast prze-
ksztaªcenia Galileusza:

xµ =
3∑

ν=0

Lµνx
′ν + xµ0 ,

gdzie czterowektor (xµ) = (ct, ~r) jest czterowektorem poªo»enia w czasoprzestrzeni (skªadowa
z µ = 0 odpowiada czasowi pomno»onemu przez maksymaln¡ pr¦dko±¢ obiektów materialnych,
równ¡ pr¦dko±ci ±wiatªa w pró»ni c, skªadowe z µ = 1, 2, 3 odpowiadaj¡ wspóªrz¦dnym wektora
poªo»enia ~r).

Przeksztaªcenia Poincarégo tworz¡ grup¦ dziesi¦cioparametrow¡ i s¡ zªo»eniem przesuni¦¢ w cza-
sie i przestrzeni (4 parametry xµ0 ) i przeksztaªce« Lorentza (Lµν), czyli obrotów w przestrzeni
(trzy parametry, np. 3 k¡ty Eulera) i szczególnych przeksztaªce« Lorentza (zamiast szczególnych
przeksztaªce« Galileusza, z trzema parametrami ~V okre±laj¡cymi staª¡ pr¦dko±¢ przesuwania si¦
ukªadu primowanego wzgl¦dem nieprimowanego). Szczególne przeksztaªcenie Lorentza jest okre-
±lone wzorami 

ct =
ct ′+

~V
c
~r ′‖√

1−V 2

c2

,

~r‖ =
~r ′‖+

~V
c
ct ′√

1−V 2

c2

,

~r⊥ = ~r ′⊥,

73



a przeksztaªcenie odwrotne przyjmuje posta¢


ct′ =
ct− ~V

c
~r‖√

1−V 2

c2

,

~r ′‖ =
~r‖−

~V
c
ct√

1−V 2

c2

,

~r ′⊥ = ~r⊥,

przy czym mo»liwe pr¦dko±ci wzajemne w ruchu ukªadów inercjalnych musz¡ speªnia¢ warunek
V ≡ |~V | < c. W powy»szych wzorach wska¹niki ‖ i ⊥ oznaczaj¡ skªadow¡ równolegª¡ i skªadowe
prostopadªe do pr¦dko±ci ~V . W granicy nierelatywistycznej V

c
� 1 szczególne przeksztaªcenie

Lorentza przechodzi w szczególne przeksztaªcenie Galileusza{
t = t′,

~r = ~r ′ + ~V t.

1. Ogólnie, czterowektorami (czterotensorami pierwszego rz¦du) nazywamy wielko±ci (aµ), które
przeksztaªcaj¡ si¦ przy przeksztaªceniach Lorentza tak jak (xµ), czyli zgodnie z wzorem:

aµ =
3∑
ρ=0

Lµρa
′ρ.

Czteroskalarami (tensorami zerowego rz¦du) nazywamy wielko±ci a, które nie ulegaj¡ zmianie
przy transformacji Lorentza: a = a′ .
Czterotensorami drugiego rz¦du nazywamy wielko±ci (aµν), które przeksztaªcaj¡ si¦ przy
przeksztaªceniach Lorentza zgodnie z wzorem:

aµν =
3∑

ρ,σ=0

LµρL
ν
σa
′ρσ.

2. Przedziaª (interwaª) czasoprzestrzenny ∆s, zde�niowany wzorem (∆s)2 ≡ c2(∆t)2 − (∆~r)2 ,
jest niezmiennikiem (czteroskalarem) przeksztaªce« Poincarégo:

(∆s)2 =
(c∆t ′ +

~V
c
∆~r ′‖)

2 − (∆~r ′‖ +
~V
c
c∆t ′)2

1− V 2

c2

− (∆~r ′⊥)2 = c2(∆t′)2 − (∆~r ′‖)
2 − (∆~r ′⊥)2 = (∆s′)2,

a |∆~r| i ∆t nie s¡ niezmiennikami tych przeksztaªce« (±ci±lej podgrupy szczególnych przeksztaª-
ce« Lorentza). Przy przeksztaªceniach Galileusza |∆~r| i ∆t byªy niezmiennikami. Odst¦p czasu
mi¦dzy dwoma zdarzeniami w tym samym punkcie przestrzennym w ukªadzie U ′ (poruszaj¡cym
si¦ z pr¦dko±ci¡ V wzgl¦dem ukªadu nieprimowanego U) jest wi¦kszy w ukªadzie nieruchomym
U : ∆t = ∆t′√

1−V 2

c2

(wydªu»enie (dylatacja) czasu), a dªugo±¢ pr¦ta ustawionego w kierunku

pr¦dko±ci, z jak¡ ukªad U ′ porusza si¦ wzgl¦dem U , jest krótsza ni» dªugo±¢ pr¦ta spoczywa-
j¡cego w U ′: ∆l = ∆l′

√
1− V 2

c2
(skrócenie (kontrakcja) dªugo±ci); odlegªo±ci w kierunkach

prostopadªych do pr¦dko±ci nie ulegaj¡ zmianie. Przeksztaªcenia Poincarégo mo»emy wi¦c trakto-
wa¢ jako grup¦ przeksztaªce« izometrii w czasoprzestrzeni, przy czym przedziaª czasoprzestrzenny
peªni rol¦ odlegªo±ci czasoprzestrzennej. Inaczej ni» przy standardowej de�nicji odlegªo±ci nie jest
to wielko±¢ nieujemnie okre±lona - geometri¦ zwi¡zan¡ z tak¡ odlegªo±ci¡ nazywamy geometri¡
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pseudoeuklidesow¡, gdy» w przeciwie«stwie do geometrii euklidesowej wkªady do (∆s)2 od od-
legªo±ci przestrzennych s¡ ze znakiem minus (t¦ szczególn¡ posta¢ czterowymiarowej geometrii
pseudoeuklidesowej nazywa si¦ geometri¡ Minkowskiego). 1 Macierz (Lµν) dla szczególnej transfor-
macji Lorentza (zwanej te» pchni¦ciem (ang. boost)) przypomina macierz �obrotu� w pªaszczy¹nie
czasowo-przestrzennej, zwªaszcza po wprowadzeniu oznacze«: cosh ζ = 1√

1− v2

c2

, sinh ζ =
v
c√

1− v2

c2

(parametr ζ ≡ ar tgh v
c
, b¦d¡cy odpowiednikiem �k¡ta obrotu�, nosi nazw¦ pospieszno±ci (ang.

rapidity)).
Ogólniej czteroskalarami s¡ iloczyny �skalarne� a0b0 − ~a~b dowolnych czterowektorów (aµ) i (bµ).2
3. Przedziaª czasoprzestrzenny mi¦dzy dwoma zdarzeniami, dla którego (∆s)2 > 0, nazywamy
przedziaªem typu czasowego , gdy» istnieje wtedy ukªad inercjalny U ′, w którym oba te zdarze-
nia zaszªy w tym samym miejscu, ale w innym czasie, czyli (∆s)2 = c2|∆t′|2. Przedziaª czasoprze-
strzenny, dla którego (∆s)2 < 0, nazywamy przedziaªem typu przestrzennego , gdy» istnieje
wtedy ukªad inercjalny U ′, w którym oba te zdarzenia zaszªy jednocze±nie, ale gdzie indziej (w
ró»nych punktach przestrzennych), czyli (∆s)2 = −|∆~r ′|2. Je±li (∆s)2 = 0, mówimy, »e przedziaª
czasoprzestrzenny jest przedziaªem typu zerowego i wtedy w dowolnym ukªadzie inercjalnym
mamy |∆~r ′|2 = c2|∆t′|2.

Do przedstawienia relacji w czasie i przestrzeni dla dwóch zdarze« wygodnie jest u»y¢ diagramu
czasoprzestrzennego (diagramu Minkowskiego) . We¹my dowolne zdarzenie O i przyjmijmy
je jako pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych w czasoprzestrzeni w wybranym ukªadzie inercjalnym U ,
czyli dla zdarzenia O mamy t = 0, ~r = ~0. Na osi odci¦tych odkªadamy wspóªrz¦dne poªo»enia
(dla uproszczenia jedn¡ wspóªrz¦dn¡ x), a na osi rz¦dnych - czas zdarzenia, lub ±ci±lej x0 = ct.
Trajektori¦ cz¡stki na tym wykresie nazywamy jej lini¡ ±wiata. Lini¡ ±wiata dla cz¡stki w
ruchu jednostajnym prostoliniowym przechodz¡cym przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych (~r =

1Niektórzy autorzy de�niuj¡ (∆s)2 z przeciwnymi znakami: (∆s)2 ≡ −c2(∆t)2 + (∆~r)2, gdy» taka de�nicja jest
wygodniejsza przy rozwa»aniu teorii z liczb¡ wymiarów przestrzennych wi¦ksz¡ ni» 3.

2Iloczyn skalarny czterowektorów aµ i bµ mo»na zapisa¢ w postaci bardziej przypominaj¡cej standardowy wzór∑3
µ=0 a

µbµ, gdzie dla czterowektorów oprócz wspóªrz¦dnych kontrawariantnych (bµ) = (b0,~b) wprowadza si¦ wspóª-

rz¦dne kowariantne (bµ) = (b0,−~b) i dla obliczenia iloczynu skalarnego nale»y zsumowa¢ iloczyny wspóªrz¦dnych
kontrawariantnych jednego czterowektora przez wspóªrz¦dne kowariantne drugiego.
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~vt) odpowiada linia prosta przechodz¡ca przez O i nachylona do osi rz¦dnych x0 pod k¡tem δ,
którego tangens jest równy β ≡ v

c
. Poniewa» najwi¦ksza mo»liwa pr¦dko±¢ cz¡stek wynosi c, to

β ≤ 1 i prosta ta musi le»e¢ wewn¡trz lub na powierzchni sto»ka o póªk¡cie rozwarcia równym
π/4. Powierzchnia sto»ka zawiera proste odpowiadaj¡ce ruchowi cz¡stek z pr¦dko±ci¡ c, czyli
β = 1, i nosi dlatego nazw¦ sto»ka ±wietlnego. Dla zdarze« na sto»ku ±wietlnym przedziaª
czasoprzestrzeny wzgl¦dem zdarzenia O jest zerowy. Przedziaª czasoprzestrzenny wzgl¦dem O dla
zdarze« odpowiadaj¡cych punktom wewn¡trz sto»ka ±wietlnego jest typu czasowego, a dla zdarze«
poza sto»kiem jest typu przestrzennego.
Poniewa» przy przeksztaªceniach Lorentza wielko±¢ c2t′ 2 − ~r ′ 2 = const (kwadrat przedziaªu cza-
soprzestrzennego rozwa»anego zdarzenia wzgl¦dem O jest niezmiennikiem), to wspóªrz¦dne tego
samego zdarzenia w ró»nych ukªadach inercjalnych U ′ b¦d¡ znajdowa¢ si¦ na hiperboloidzie prze-
chodz¡cej przez punkt o wspóªrz¦dnych (ct, ~r) odpowiadaj¡cy zdarzeniu w wyj±ciowym ukªadzie U .
Dla zdarze« odpowiadaj¡cych przedziaªowi typu czasowego (le»acych wewn¡trz sto»ka ±wietlnego)
jest to hiperboloida dwupowªokowa, a w wypadku przedziaªu typu przestrzennego - hiperboloida
jednopowªokowa. Je±li przedziaª czasoprzestrzenny mi¦dzy dwoma zdarzeniami jest typu czaso-
wego, to zdarzenia te nie mog¡ w »adnym inercjalnym ukªadzie odniesienia zaj±¢ jednocze±nie.
Zdarzeniom wewn¡trz górnego (przedniego) sto»ka ±wietlnego odpowiada ∆t > 0 w stosunku do
O i w dowolnym inercjalnym ukªadzie odniesienia tak»e b¦dzie ∆t′ > 0 - obszar ten odpowiada
wi¦c bezwzgl¦dnej przyszªo±ci wzgl¦dem zdarzenia O. Analogicznie zdarzenia wewn¡trz dol-
nego (tylnego) sto»ka ±wietlnego odpowiadaj¡ bezwzgl¦dnej przeszªo±ci wzgl¦dem zdarzenia O.
W obszarze poza sto»kiem ±wietlnym znajduj¡ si¦ zdarzenia, których przedziaª czasoprzestrzenny
wzgl¦dem zdarzenia O jest typu przestrzennego, czyli w dowolnym ukªadzie odniesienia zdarze-
nia te zachodz¡ w ró»nych miejscach przestrzeni ( gdzie indziej). Dla ka»dego zdarzenia z tego
obszaru istniej¡ takie inercjalne ukªady odniesienia, w których zdarzenie to zachodzi albo przed
zdarzeniem O, albo po zdarzeniu O, albo jednocze±nie ze zdarzeniem O (nast¦pstwo czasowe jest
tu wzgl¦dne, zale»ne od wyboru ukªadu inercjalnego). Zwi¡zek przyczynowy mi¦dzy zdarze-
niem O i innym zdarzeniem mo»e wi¦c istnie¢ tylko wtedy, je±li to zdarzenie znajduje si¦ wewn¡trz
lub na sto»ku ±wietlnym o wierzchoªku w O. Szczególna teoria wzgl¦dno±ci zmienia wi¦ topologi¦
relacji czasowych zdarze« w czasoprzestrzeni w stosunku do czasoprzestrzeni newtonowskiej, w
której sto»kowi bezwzgl¦dnej przyszªo±ci wzgl¦dem O odpowiadaªa póªprzestrze« t > 0, sto»kowi
bezwzgl¦dnej przeszªo±ci - póªprzestrze« t < 0, a obszar gdzie indziej redukowaª si¦ do pªaszczyzny
t = 0 i odpowiadaª zdarzeniom bezwzgl¦dnie jednoczesnym ze zdarzeniem O.
4. Prawo transformacyjne pr¦dko±ci punktu materialnego ~v ≡ d~r

dt
przy szczególnym przeksztaª-

ceniu Lorentza wynika bezpo±rednio ze wzorów na szczególne przeksztaªcenie Lorentza ( ~v ′ ≡ d~r ′

dt′
)

i jest do±¢ zªo»one:

~v‖ =

~v ′‖+
~V

1+~v ′~V
c2

,

~v⊥ =
~v ′⊥

√
1−V 2

c2

1+~v ′~V
c2

,

gdy» pr¦dko±¢ jest stosunkiem ró»niczek skªadowych przestrzennych czterowektora do ró»niczki
jego skªadowej czasowej

~v‖ =
d~r‖
dt

=
d~r ′‖ + ~V dt′

dt′ +
~V
c2
d~r ′

=
~v ′‖ + ~V

1 + ~v ′~V
c2

,

~v⊥ =
d~r⊥
dt

=
d~r ′⊥

√
1− V 2

c2

dt′ +
~V
c2
d~r ′

=
~v ′⊥

√
1− V 2

c2

1 + ~v ′~V
c2

.
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Dla pr¦dko±ci punktu materialnego (o masie m 6= 0) obowi¡zuje ograniczenie v < c (identyczne
jak dla pr¦dko±ci ruchu ukªadu inercjalnego V < c). Otrzymane prawo transformacyjne pr¦dko±ci,
czyli zarazem prawo skªadania pr¦dko±ci, okazuje si¦ by¢ nieliniowe w przeciwie«stwie do prawa
transformacyjnego czterowektora (jak widzimy, pr¦dko±¢ ~v ′ pojawia si¦ tak»e w mianowniku).
W granicy nierelatywistycznej, gdy V

c
, v
′

c
� 1, otrzymujemy proste prawo transformacyjne dla

przeksztaªcenia Galileusza:
~v = ~v ′ + ~V .

Mo»emy ªatwo sprawdzi¢, »e to zªo»one prawo transformacyjne wzgl¦dem szczególnego przeksztaª-
cenia Lorentza powoduje, »e je±li v′ = c, to równie» v = c, czyli pr¦dko±¢ rozchodzenia si¦ ±wiatªa
w pró»ni jest czteroskalarem, a wi¦c jest taka sama we wszystkich ukªadach nieinercjalnych (fakt
ten, jako fakt do±wiadczalny, jest cz¦sto wykorzystywany jako punkt wyj±cia przy wyprowadzaniu
szczególnego przeksztaªcenia Lorentza).
Je±li podczas ruchu w czasie dt punkt materialny przesuwa si¦ o d~r, to mo»emy zde�niowa¢
czteroskalar dτ ≡ ds

c
=

√
1− v2

c2
dt, zwany czasem wªasnym punktu materialnego, gdy» jest

równy dt w ukªadzie odniesienia, w którym punkt materialny spoczywa ( ~v = ~0). Wygodnie jest
wtedy wprowadzi¢ inn¡ miar¦ pr¦dko±ci, a mianowicie czterowektor pr¦dko±ci ( czteropr¦dko±¢)

uµ ≡ dxµ

dτ
, którego prawo transformacyjne przy szczególnym przeksztaªceniu Lorentza b¦dzie

liniowe: uµ =
∑3
ν=0 L

µ
νu
′ν . Z de�nicji czteropr¦dko±ci wynika, »e jej zwi¡zek z ~v wyra»a wzór:

(uµ) =
( c√

1− v2

c2

,
~v√

1− v2

c2

)
,

czyli cztery skªadowe czteropr¦dko±ci wyra»aj¡ si¦ przez trzy wielko±ci ~v, albowiem �dªugo±¢�
czteropr¦dko±ci jest staªa: (u0)2 − ~u 2 = c2.

5. Analogicznie, czteroprzyspieszenie bµ ≡ duµ

dτ
=
d2xµ

dτ 2
jest czterowektorem i jest liniowo

transformuj¡c¡ si¦ miar¡ zmiany pr¦dko±ci, przy czym czteroprzyspieszenie jest �prostopadªe� do
czteropr¦dko±ci: u0b0 − ~u~b = 0, czyli b0 = ~v

c
~b (ogólnie: pochodna wektora o staªej dªugo±ci jest

prostopadªa do wektora). Czteroprzyspieszenie (bµ) wyra»a si¦ poprzez przyspieszenie ~a wzorem:

(bµ) =
( ~v

c
~a

(1− v2

c2
)2
,
~a(1− v2

c2
) + ~v

c2
(~v~a)

(1− v2

c2
)2

)
.

Przykªad. �Paradoks� bli¹ni¡t

Rozwa»my rakiet¦ w ruchu harmonicznym x = vm
ω (1− cosωt), startuj¡c¡ z Ziemi w t = 0 i powracaj¡c¡ w T = 2π

ω .
W czasie ruchu vx = vm sinωt, czyli vm jest pr¦dko±ci¡ maksymaln¡ rakiety w czasie ruchu. Czas wªasny, czyli
czas jaki upªyn¡ª w ukªadzie zwi¡zanym z rakiet¡, wynosi:

τ =
∫ T

0

√
1− v2

m

c2
sin2 ωtdt =

4
ω

∫ π
2

0

√
1− v2

m

c2
sin2 αdα =

2
π
E(

vm
c

)T,

gdzie dokonali±my podstawienia ωt = α i E(k) ≡
∫ π

2
0

√
1− k2 sin2 αdα jest caªk¡ eliptyczn¡ zupeªn¡ drugiego

rodzaju (jej tablice s¡ w Bronsztejnie). St¡d stosunek czasu τ upªywaj¡cego w rakiecie do czasu T upªywaj¡cego
na Ziemi wynosi

τ

T
=

2
π
E(

vm
c

)

i przyjmuje warto±ci od 1 dla vm → 0 do 2
π = 0, 6366... dla vm → c, gdy»

E(0) ≡
∫ π

2

0

dα =
π

2
, E(1) ≡

∫ π
2

0

cosαdα = sinα|
π
2
0 = 1.
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Ró»nica czasu jest realna i nie ma tu »adnego paradoksu (paradoks pojawia si¦, gdy nie dostrze»emy istotnej ró»nicy

mi¦dzy (inercjalnym) ukªadem odniesienia zwi¡zanym z Ziemi¡ i (nieinercjalnym) ukªadem odniesienia zwi¡zanym

z rakiet¡). Do zagadnienia tego powrócimy w przykªadzie 3 w podrozdziale 4.3.

4.2 Zasada wzgl¦dno±ci Einsteina i druga zasada dynamiki

Zasada wzgl¦dno±ci Einsteina
Prawa mechaniki (i innych dziaªów �zyki) maj¡ t¦ sam¡ posta¢ we wszyskich ukªadach inercjal-
nych.
Powy»sze sformuªowanie jest identyczne jak zasady wzgl¦dno±ci Galileusza, ale obecnie oznacza
to posta¢ niezmiennicz¡ wzgl¦dem przeksztaªce« Poincarégo zamiast przeksztaªce« Galileusza.
Zasada wzgl¦dno±ci Einsteina wymaga wi¦c mody�kacji drugiej zasady dynamiki sformuªowanej
przez Newtona.
Druga zasada dynamiki:
W ukªadzie inercjalnym iloczyn masy punktu materialnego m przez jego czteroprzyspieszenie
bµ = d2xµ

dτ2 jest równe wypadkowej czterosile Kµ oddziaªywania innych ciaª na punkt materialny:

m
d2xµ

dτ 2
= Kµ.

Czterosiªa jest relatywistyczn¡ miar¡ oddziaªywania, odpowiadaj¡c¡ w mechanice nierelatywi-
stycznej zwykªej sile ~F , przy czym z de�nicji musi by¢ ona prostopadªa do czteropr¦dko±ci punktu
materialnego: K0u0 − ~K~u = 0, czyli K0 = ~v

c
~K. Powy»sze sformuªowanie drugiej zasady dyna-

miki jest zgodne z zasad¡ wzgl¦dno±ci Einsteina, gdy» przy zmianie ukªadu inercjalnego równe
czterowektory przejd¡ w równe czterowektory: md2xµ

dτ2 = Kµ → md2x′µ

dτ2 = K ′µ (masa punktu
materialnego jest czteroskalarem).
Cz¦sto relatywistyczne równanie ruchu zapisuje si¦ przy u»yciu czterop¦du. Czterop¦dem punktu
materialnego jest iloczyn jego masy i czteropr¦dko±ci: pµ = muµ , czyli

(pµ) =
( mc√

1− v2

c2

,
m~v√
1− v2

c2

)
,

przy czym (p0)2 − ~p 2 = m2c2.
Relatywistyczne równanie ruchu mo»na wi¦c zapisa¢ w postaci równania opisuj¡cego zmian¦ czte-
rop¦du punktu materialnego

dpµ

dτ
= Kµ.

Dla skªadowych przestrzennych mamy obecnie:

d~p

dτ
= ~K ⇒ d~p

dt
= ~K

√
1− v2

c2
≡ ~F ,

czyli otrzymujemy posta¢ podobn¡ jak w mechanice nierelatywistycznej, ale w mechanice relaty-
wistycznej p¦d okre±lony jest teraz wzorem ~p = m~v√

1− v2

c2

i siªa ~F = ~K
√

1− v2

c2
. Czasowa (zerowa)

skªadowa równania ruchu przyjmuje posta¢:

dp0

dτ
= K0 =

~v

c
~K ⇒ d

dt

( mc2√
1− v2

c2

)
= ~F~v,
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czyli wi¡»e zmian¦ relatywistycznej energii punktu materialnego E ≡ mc2√
1− v2

c2

= cp0 , b¦d¡cej

sum¡ energii spoczynkowej punktu materialnego mc2 i jego energii kinetycznej T ≡ E −mc2 =
mc2( 1√

1− v2

c2

− 1), z moc¡ dziaªaj¡cych siª. Je±li punkt materialny ma pr¦dko±¢ v < c, to zawsze

b¦dzie miaª v < c, gdy» uzyskanie pr¦dko±ci c wymagaªoby wykonania niesko«czonej pracy.
Samo prawo zmiany energii punktu materialnego nie jest niezale»nym równaniem, gdy» mo»na
je wyprowadzi¢ z równania d~p

dt
= ~F . Warto jednak zauwa»y¢, »e zerowa skªadowa czterop¦du

p0 jest równa energii relatywistycznej E (energii kinetycznej uzupeªnionej energi¡ spoczynkow¡)
podzielonej przez staª¡ c i dlatego czterop¦d nazywamy nieraz wektorem energii-p¦du. Ze wzoru
(p0)2 − ~p 2 = m2c2 wynika, »e E =

√
~p 2c2 +m2c4. W granicy nierelatywistycznej ( v

c
� 1) otrzy-

mujemy: ~p = m~v, T = 1
2
m~v 2. Nierelatywistyczny wzór ~p = m~v w mechanice relatywistycznej ma

posta¢ ~p = E
c2
~v i dlatego dawniej wprowadzano nieraz poj¦cie masy relatywistycznej mr = E

c2
jako

równowa»nej miary energii relatywistycznej. Warto zwróci¢ uwag¦, »e w mechanice relatywistycz-
nej nie mamy zasady zachowania masy. Nierelatywistyczne prawo zachowania masy dla ukªadu
punktów materialnych otrzymujemy w granicy nierelatywistycznej z relatywistycznej zasady za-
chowania energii, dla której w granicy nierelatywistycznej dominuje wkªad od energii spoczynkowej
mc2 punktów materialnych.
Na zako«czenie nale»y doda¢, »e w mechanice relatywistycznej nie ma miejsca dla trzeciej za-
sady dynamiki. Trzecia zasada dynamiki w mechanice nierelatywistycznej korzystaªa z faktu,
»e pr¦dko±¢ rozchodzenia si¦ oddziaªywa« mo»na byªo uwa»a¢ za niesko«czon¡ - zmianie poªo-
»enia ciaªa towarzyszyªa natychmiastowa zmiana siªy oddziaªywania nawet na znajduj¡cy si¦ w
du»ej odlegªo±ci punkt materialny. W mechanice relatywistycznej przy ruchu z du»¡ pr¦dko±ci¡
nie mo»na uwa»a¢ pr¦dko±ci rozchodzenia si¦ oddziaªywa« za niesko«czon¡, gdy» równie» ona jest
ograniczona przez pr¦dko±¢ maksymaln¡ c. Fakt ten prowadzi nas równie» do wniosku, »e w teorii
relatywistycznej nie mo»na wprowadzi¢ poj¦cia bryªy sztywnej, gdy» sko«czona pr¦dko±¢ rozcho-
dzenia si¦ oddziaªywa« jest sprzeczna ze staªo±ci¡ odlegªo±ci odlegªych punktów bryªy sztywnej.
Mimo braku trzeciej zasady dynamiki dla ukªadu izolowanego zachodzi zasada zachowania p¦du,
ale w bilansie p¦du trzeba oprócz p¦dów ciaª uwzgl¦dni¢ p¦d pola zwi¡zanego z oddziaªywaniem,
np. pola elektromagnetycznego.

4.3 Przykªady ruchu punktu materialnego

Analiza ruchu w mechanice relatywistycznej wymaga okre±lenia czterosiªy. W �zyce makroskopo-
wej (klasycznej) w otaczaj¡cym nas ±wiecie istniej¡ dwa typy oddziaªywa«: grawitacyjne i elektro-
magnetyczne. Relatywistyczn¡ teori¡ oddziaªywa« grawitacyjnych jest ogólna teoria wzgl¦dno±ci,
sformuªowana przez A. Einsteina w 1916 r. Teoria ta jest relatywistycznym uogólnieniem new-
tonowskiego prawa powszechnego ci¡»enia i b¦dzie tematem specjalnego wykªadu z ogólnej teorii
wzgl¦dno±ci. Ograniczymy si¦ wi¦c gªównie do analizy ruchu naªadowanego elektrycznie punktu
materialnego (cz¡stki) w polu elektromagnetycznym. Równania Maxwella (1864) opisuj¡ce od-
dziaªywania elektromagnetyczne okazaªy si¦ od razu zgodne z zasad¡ wzgl¦dno±ci Einsteina i byªy
pierwsz¡ relatywistyczn¡ teori¡ �zyczn¡, cho¢ w peªni u±wiadomiª nam to A. Einstein w 1905 r.
w szczególnej teorii wzgl¦dno±ci. W notacji relatywistycznej potencjaªy elektromagnetyczne φ i ~A
s¡ skªadowymi czteropotencjaªu elektromagnetycznego (Aµ) = (φ

c
, ~A), a nat¦»enia pola ~E i ~B s¡

skªadowymi antysymetrycznego czterotensora pola elektromagnetycznego, b¦d¡cego czterorotacj¡
czteropotencjaªu elektromagnetycznego:

F µν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
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(jest to relatywistyczny zapis znanych nam wzorów: ~E = −gradφ− ∂ ~A
∂t
, ~B = rot ~A), gdzie

(F µν) =



0 −Ex
c
−Ey

c
−Ez

c

Ex
c

0 −Bz By

Ey
c

Bz 0 −Bx

Ez
c
−By Bx 0


.

Czterosiªa oddziaªywania elektromagnetycznego na cz¡stk¦ o ªadunku q i czteropr¦dko±ci (uν) =
dxν

dτ
okre±la wzór Lorentza

Kµ = q
∑3
ν=0 F

µνuν , gdzie (uν) ≡ (u0,−~u) = (
c√

1− v2

c2

,− ~v√
1− v2

c2

),

czyli

K0 =
q ~E~v

c
√

1− v2

c2

, ~K =
q( ~E + ~v × ~B)√

1− v2

c2

,

co odpowiada

K0 =
~v

c
~K, ~K =

~F√
1− v2

c2

, gdzie ~F = q( ~E + ~v × ~B).

�atwo dostrzec, »e tak zde�niowana czterosiªa jest rzeczywi±cie prostopadªa do czteropr¦dko±ci.
Przejd¹my obecnie do relatywistycznego równania ruchu:

d

dt

( m~v√
1− v2

c2

)
= q( ~E + ~v × ~B),

d

dt

( mc2√
1− v2

c2

)
= q ~E~v, gdzie~v =

d~r

dt
.

Równania te nawet w staªych polach elektromagnetycznych s¡ nieliniowymi równaniami drugiego
rz¦du na poªo»enie ~r(t), które jest trudno rozwi¡zywa¢. Mo»na je znacznie upro±ci¢ po wpro-
wadzeniu czasu wªasnego dτ =

√
1− v2

c2
dt, bowiem po podzieleniu równa« ruchu przez

√
1− v2

c2

mo»emy zapisa¢ je w postaci: 
m d2~r

dτ2 = q( ~E dt
dτ

+ d~r
dτ
× ~B),

mc2 d2t
dτ2 = q ~E d~r

dτ
.

Otrzymane równania w wypadku cz¡stki w staªym polu elektromagnetycznym s¡ równaniami
liniowymi dla ~r(τ) i t(τ) i b¦dziemy mogli je ªatwo rozwi¡za¢. Z drugiej strony ta prosta posta¢
równa« ruchu jest bezpo±rednim jawnym zapisem wyj±ciowej postaci równania ruchu z drugiej
zasady dynamiki:

m
d2xµ

dτ 2
= q

3∑
ν=0

F µν dxν
dτ

, gdzie (xν) = (ct,−~r).

Przykªad 1.
Relatywistyczny ruch cz¡stki o masie m i ªadunku q w staªym polu elektrycznym o nat¦»eniu ~E.
Równania ruchu przyjmuj¡ posta¢ sprz¦»onych ze sob¡ równa«: m d2~r

dτ2 = q ~E dt
dτ ,

mc2 d
2t
dτ2 = q ~E d~r

dτ ,
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gdzie w chwili pocz¡tkowej τ = 0 mamy t(τ = 0) = 0, ~r(τ = 0) = ~r0 oraz dt
dτ (τ = 0) = E0

mc2 ,
d~r
dτ (τ = 0) = ~p0

m oraz

E0 =
√
~p 2

0 c
2 +m2c4.

Wybieraj¡c pocz¡tek ukªadu O w poªo»eniu pocz¡tkowym ~r0, o± Oz wzdªu» nat¦»enia pola ~E i o± Ox tak, by w
pªaszczy¹nie Oxz le»aª p¦d ~p0, mamy ~r0 = (0, 0, 0), ~E = (0, 0, E), ~p0 = (p0x, 0, p0z). Równania ruchu przyjmuj¡
posta¢ 

md2x
dτ2 = 0,

m d2y
dτ2 = 0,

m d2z
dτ2 = qE dt

dτ ,

mc2 d
2t
dτ2 = qE dz

dτ .

Ogólne rozwi¡zanie pierwszych dwóch równa«

x = A1τ +B1, y = A2τ +B2

po uwzgl¦dnieniu warunków pocz¡tkowych przyjmuje posta¢

x =
p0x

m
τ, y = 0,

czyli ruch jest pªaski i zachodzi w pªaszczy¹nie wyznaczonej przez ~E i ~p0. Z trzeciego równania widzimy, »e
|pz| = |m dz

dτ | wzrasta stale w czasie, gdy» |q|E dt
dτ > 0, i mo»emy bez utraty ogólno±ci cofn¡¢ si¦ do takiej chwili

pocz¡tkowej, aby p0z = 0. Caªkuj¡c jednokrotnie trzecie i czwarte równanie, otrzymujemy:

dz

dτ
=
qE

m
t,

dt

dτ
− E0

mc2
=

qE

mc2
z,

gdzie E0 =
√
m2c4 + p2

0xc
2. St¡d

d2z

dτ2
− q2E2

m2c2
z =

qEE0

m2c2
,

czyli

z = −E0

qE
+Acosh(

qEτ

mc
) +Bsinh(

qEτ

mc
),

ct = Asinh(
qEτ

mc
) +Bcosh(

qEτ

mc
).

Po podstawieniu warunków pocz¡tkowych w τ = 0 otrzymujemy A = E0
qE , B = 0, czyli

x = p0x
m τ,

y = 0,

z = E0
qE (cosh

(
qEτ
mc

)
− 1),

t = E0
qEc sinh

(
qEτ
mc

)
.

St¡d τ = mc
qE arsinh

(
qEct
E0

)
i ostatecznie

x = p0xc
qE arsinh

(
qEct
E0

)
,

y = 0,

z = E0
qE

(√
1 + q2E2c2t2

E2
0
− 1
)
,

gdy» coshx =
√

1 + sinh2x. Torem ruchu jest linia ªa«cuchowa

z =
E0

qE
(cosh

( qE
p0xc

x
)
− 1).
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Obliczmy obecnie pr¦dko±¢ cz¡stki

vx = dx
dt = c p0xc

E0

1√
1+ q2E2c2t2

E2
0

→ 0 przy t→∞,

vy = dy
dt = 0,

vz = dz
dt = c

qEct
E0√

1+ q2E2c2t2

E2
0

→ c przy t→∞.

Dla maªych czasów i maªej pr¦dko±ci pocz¡tkowej, gdy qEct
E0
� 1, E0 ≈ mc2, otrzymujemy wzory znane nam dobrze

z mechaniki nierelatywistycznej: 

x ≈ p0xc
qE

qEct
mc2 = p0x

m t,

y = 0,

z ≈ mc2

qE
1
2
q2E2c2t2

m2c4 = qE
2m t

2

oraz paraboliczne równanie toru

z ≈ mc2

qE

q2E2x2

2p2
0xc

2
=
qEm

2p2
0x

x2.

Przykªad 2.
Relatywistyczny ruch cz¡stki o masie m i ªadunku q w staªym polu magnetycznym o indukcji ~B.
Równania ruchu  m d2~r

dτ2 = q d~rdτ × ~B,

mc2 d
2t
dτ2 = 0

uzupeªniamy warunkami pocz¡tkowymi dla τ = 0: t(τ = 0) = 0, ~r(τ = 0) = ~r0,
dt
dτ (τ = 0) = E0

mc2 ,
d~r
dτ (τ = 0) = ~p0

m .

Wybieraj¡c pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych O w poªo»eniu pocz¡tkowym ~r0, o± Oz wzdªu» indukcji ~B, o± Ox
tak, by p¦d pocz¡tkowy ~p0 le»aª w pªaszczy¹nie Oxz, mamy: ~r0 = (0, 0, 0), ~B = (0, 0, B), ~p0 = (p0x, 0, p0z), gdzie
E0 =

√
(p2

0x + p2
0z)c2 +m2c4 i równania ruchu przyjmuj¡ posta¢:

d2x
dτ2 = qB

m
dy
dτ ,

d2y
dτ2 = − qBm

dx
dτ ,

d2z
dτ2 = 0,

d2t
dτ2 = 0.

Ostatnie równanie oznacza, »e dt
dτ = const = E0

mc2 , czyli w czasie ruchu zachowuje si¦ energia relatywistyczna cz¡stki

(energia ta jest stale równa E0). St¡d t = E0
mc2 τ i podobnie z = p0z

m τ . Wprowadzaj¡c zmienn¡ ζ = x+ iy, mo»emy
dwa pierwsze równania zapisa¢ w postaci

d2ζ

dτ2
+ i

qB

m

dζ

dτ
= 0.

Ogólne rozwi¡zanie tego równania ζ = C + De−i
qBτ
m po podstawieniu warunków pocz¡tkowych prowadzi do D =

−C = ip0x
qB , czyli ostatecznie 

x = p0x
qB sin ( qBm τ),

y = p0x
qB (cos ( qBm τ)− 1),

z = p0z
m τ,

t = E0
mc2 τ
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Po wyeliminowaniu czasu wªasnego ruch cz¡stki jest opisany wzorami:

x = p0x
qB sin ( qBc

2

E0
t),

y = p0x
qB (cos ( qBc

2

E0
t)− 1),

z = p0zc
2

E0
t,

Ruch odbywa si¦ wi¦c po linii ±rubowej. Rzutem toru na pªaszczyzn¦ prostopadª¡ do indukcji ~B jest okr¡g o
promieniu p0x

qB przechodz¡cy przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych:

x2 +
(
y +

p0x

qB

)2

=
(p0x

qB

)2

Cz¦sto±¢ obiegu cz¡stki po okr¦gu, równa qBc2

E0
, zale»y od energii cz¡stki E0 i w granicy nierelatywistycznej (E0 ≈

mc2) jest równa cz¦sto±ci cyklotronowej qB
m . Zale»no±¢ cz¦sto±ci od energii przyspieszanej cz¡stki doprowadziªa do

tego, »e akceleratorami koªowymi cz¡stek przyspieszanych do wysokiej energii staªy si¦ synchrocyklotrony zamiast

cyklotronów.

Przykªady ruchu w staªych równolegªych polach elektrycznym i magnetycznym oraz w staªych
prostopadªych polach elektrycznym i magnetycznym z E = cB b¦d¡ omówione na ¢wiczeniach.
Okazuje si¦, »e dowolne staªe pole elektromagnetyczne przez odpowiedni wybór ukªadu inercjal-
nego mo»na sprowadzi¢ do wymienionych wy»ej czterech przypadków. Gdy pola elektryczne ~E
i magnetyczne ~B nie s¡ prostopadªe, to przez odpowiedni wybór ukªadu inercjalnego mo»na je
zawsze sprowadzi¢ do pól równolegªych. Gdy pola elektryczne i magnetyczne s¡ prostopadªe i
E 6= cB, to przez odpowiedni wybór ukªadu inercjalnego mo»na je zawsze sprowadzi¢ do czystego
pola elektrycznego (gdy E > cB) lub do czystego pola magnetycznego (gdy E < cB).
Przykªad 3.
Podró» w przestrzeni kosmicznej

Rozwa»ymy podró» przy zaªo»eniu, »e w ukªadzie zwi¡zanym ze statkiem kosmicznym przyspieszenie statku jest
staªe i równe (ze wzgl¦dów medycznych) przyspieszeniu ziemskiemu g = 9, 81 m/s2, czyli (b′µ) = (0, ~g) (zaªo»ymy
tak»e dla uproszczenia staª¡ mas¦ statku). Je±li wzgl¦dem ukªadu inercjalnego zwi¡zanego z Ziemi¡ statek porusza
si¦ z pr¦dko±ci¡ ~v ‖ ~g, to w ukªadzie zwi¡zanym z Ziemi¡ czteroprzyspieszenie wynosi

(bµ) =
1√

1− v2

c2

(~v
c
~g, ~g

)

Wybieraj¡c o± z tak, by ~g = g~ez, równanie ruchu dla statku startuj¡cego z Ziemi ( z = 0) w chwili t = τ = 0
pokrywa si¦ wtedy z równaniem w przykªadzie 1, je±li zast¡pimy w nim qE

m → g, E0 → mc2 i p0x → 0. Ruch
statku b¦dzie wi¦c jednowymiarowy i poªo»enie statku w zale»no±ci od czasu wªasnego kosmonauty τ czy czasu
ziemskiego t b¦dzie okre±lone wzorami

z =
c2

g

(
cosh

(g
c
τ
)
− 1
)

lub z =
c2

g

(√
1 +

g2

c2
t2 − 1

)
,

gdy»

t =
c

g
sinh

(g
c
τ
)
.

Po podstawieniu warto±ci staªych c i g i u»yciu do oblicze« czasu w latach [y] i odlegªo±ci w latach ±wietlnych [ly]
otrzymujemy

t = 0, 968 sinh
( τ

0, 968

)
, z = 0, 968

(
cosh

( τ

0, 968

)
− 1
)
.

Wyniki liczbowe przedstawiamy w tabeli.
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τ [y] t [y] z [ly]
0 0 0
1 1, 2 0, 56
5 85 83
10 1, 5 · 104 1, 5 · 104

15 2, 6 · 106 2, 6 · 106

20 4, 5 · 108 4, 5 · 108

25 8, 0 · 1010 8, 0 · 1010

Podró» do najbli»szej gwiazdy α Centauri (4, 36 ly) zaj¦ªaby kosmonautom 2, 3 y, do ±rodka naszej Galaktyki

(2, 6 · 104 ly) - 10, 5 y, do najbli»szej galaktyki Andromedy ( 2, 5 · 106 ly) - 15 y, a do obecnych granic Wszech±wiata

(14 · 109 ly) - 23, 3 y - podany czas τ odpowiada czasowi wªasnemu kosmonautów, upªyw czasu t na Ziemi byªby o

rz¦dy wielko±ci wi¦kszy. Ró»nica mi¦dzy τ i t (zwi¡zana z �paradoksem� bli¹ni¡t) wskazuje, jak istotne znaczenie

mogªaby mie¢ szczególna teoria wzgl¦dno±ci dla realizacji dªugich podró»y kosmicznych. Oczywi±cie, obliczenia te

pozwalaj¡ nam tylko zorientowa¢ si¦ w rz¦dach wielko±ci, gdy» w rzeczywisto±ci utrzymanie staªego przyspieszenia

byªoby mo»liwe przez do±¢ krótki czas (w tej skali) i dalsza podró» odbywaªaby si¦ ju» ze staª¡ pr¦dko±ci¡ (mniejsz¡

wyra¹nie od pr¦dko±ci ±wiatªa), powoduj¡c znaczne wydªu»enie czasu podró»y i praktycznie brak ró»nicy czasu

zwi¡zanej z paradoksem bli¹ni¡t. Gdyby w przyszªo±ci udaªo si¦ do nap¦du u»y¢ np. reaktora termoj¡drowego

i uzyska¢ pr¦dko±¢ ko«cow¡ 50 000 km/s, to podró» do najbli»szej gwiazdy α Centauri trwaªaby τ ≈ t ≈ 26 y

(
√

1− v2

c2 ≈ 0, 986). Przy pr¦dko±ci ko«cowej 20 km/s, odpowiadaj¡cej obecnie stosowanym rakietom o nap¦dzie

chemicznym (np. z paliwem wodorowo-tlenowym), czas takiej podró»y wynosiªby τ ≈ t ≈ 65 000 y.
Przykªad 4.
Relatywistyczny ruch rakiety w przestrzeni kosmicznej

Znajd¹my pr¦dko±¢, jak¡ mo»e uzyska¢ rakieta w wyniku dziaªania jej silników rakietowych (pomijamy siªy ze-
wn¦trzne). W primowanym ukªadzie inercjalnym, w którym rakieta chwilowo spoczywa, zmiana jej p¦du mdv′

jest z zasady zachowania p¦du równa dE′

c2 v
′
g, gdzie dE

′ i v′g s¡ energi¡ i pr¦dko±ci¡ gazu wyrzuconego przez silniki

(skorzystali±my ze wzoru ~p ′g = E′

c2 ~v
′
g). Z zasady zachowania energii mamy dE′ = −dmc2, gdzie ujemna warto±¢

dm odpowiada zmianie masy rakiety, i st¡d mdv′ = −dmv′g. W ukªadzie inercjalnym, w którym nast¡piª start
rakiety, zmian¦ pr¦dko±ci rakiety dv otrzymamy z prawa skªadania pr¦dko±ci:

dv =
( d

dv′
v + v′

1 + vv′

c2

)∣∣∣
v′=0

dv′ = (1− v2

c2
) dv′.

Równanie opisuj¡ce zmian¦ pr¦dko±ci rakiety przyjmuje wi¦c posta¢

dv

1− v2

c2

= −v′g
dm

m
,

czyli caªkuj¡c obie strony od zerowej pr¦dko±ci na starcie do pr¦dko±ci ko«cowej v (i odpowiednio od masy pocz¡t-
kowej m0 do masy ko«cowej m) otrzymujemy (przy staªej pr¦dko±ci v′g)

c

2
ln

1 + v
c

1− v
c

= v′g ln
m0

m
⇒ v = c

(m0
m )

2v′g
c − 1

(m0
m )

2v′g
c + 1

.

Otrzymany wynik jest poprawny dla dowolnej ustalonej pr¦dko±ci wyrzucania gazów v′g (tak»e dla nap¦du fo-

tonowego, gdy v′g = c). W granicy nierelatywistycznej, gdy
v′g
c � 1, otrzymujemy (m0

m )
2v′g
c = e

2v′g
c ln

m0
m =

1 + 2v′g
c ln m0

m + ..., czyli zgodnie z przykªadem w podrozdziale 1.4 mamy wtedy

v = v′g ln
m0

m
.

4.4 Formalizm lagran»owski i formalizm hamiltonowski

Ograniczymy si¦ do podania tego formalizmu dla cz¡stki o masie m i ªadunku q w polu elektro-
magnetycznym opisanym przez czteropotencjaª tego pola (Aµ) = (φ

c
, ~A).
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Lagran»jan tej cz¡stki okre±la wzór

L(~r,~v, t) = −mc2

√
1− v2

c2
− qφ(~r, t) + q~v ~A(~r, t).

Równania Lagrange'a II rodzaju d
dt
∂L
∂~v
− ∂L

∂~r
= 0 przyjmuj¡ wtedy znan¡ nam posta¢

d

dt

( m~v√
1− v2

c2

)
= q( ~E + ~v × ~B).

P¦d uogólniony cz¡stki wynosi wi¦c

~p =
∂L

∂~v
=

m~v√
1− v2

c2

+ q ~A,

czyli

~v =
c(~p− q ~A)√

m2c2 + (~p− q ~A)2
.

Hamiltonian rozwa»anej cz¡stki okre±la wzór

H = ~p~v − L = mv2√
1− v2

c2

+ q~v ~A+mc2
√

1− v2

c2
+ qφ− q~v ~A =

= mc2√
1− v2

c2

+ qφ =
√
c2(~p− q ~A)2 +m2c4 + qφ.

Równanie Hamiltona-Jacobiego rozwa»anej cz¡stki przyjmuje wi¦c posta¢:

√
c2(gradS − q ~A)2 +m2c4 + qφ+

∂S

∂t
= 0.

Warto zauwa»y¢, »e w formalizmie hamiltonowskim mo»na w naturalny sposób wprowadzi¢ dyna-
mik¦ cz¡stek o zerowej masie (np. fotonów), dla których pr¦dko±¢ v = c (dla cz¡stek tych okre±lony
jest czterop¦d, ale nie jest okre±lona czteropr¦dko±¢ - w standardowym sformuªowaniu drugiej za-
sady dynamiki i w formalizmie lagran»owskim pojawiaj¡ si¦ wtedy wyra»enia nieokre±lone typu
0
0
).
Zasada wariacyjna Hamiltona ma posta¢

(δS = 0 przy δ~r(t0) = 0 = δ~r(t1)) ⇔
( d
dt

∂L

∂~v
− ∂L

∂~r
= 0

)
,

gdzie dziaªanie Hamiltona S =
∫ t1
t0
Ldt. Zauwa»my, »e S jest czteroskalarem, czyli nie ulega zmia-

nie przy przeksztaªceniach Poincarégo (mamy L(~r,~v, t)dt = L(~r ′, ~v ′, t′)dt′ w przeciwie«stwie do
sytuacji dla przeksztaªcenia Galileusza, gdzie ta równo±¢ zachodziªa z dokªadno±ci¡ do pochodnej
zupeªnej po czasie pewnej funkcji):

L(~r,~v, t)dt = −mc2dτ − q(A0dx0 − ~Ad~r).
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