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| Info: * - oznacza, ze zadanie to jest nieobowigzkowe

Zadanie 1: Operator gestosci prqdu

Wyraz operator gestosci pradu J postugujac sie dowolna bazg jednoczastkows {|v)} i zwigzanymi z nig
operatorami kreacji o, i anihilacji a,,.
Wsk. Zacznij w bazie potozeniowej, a potem przetransformuj wynik.

Zadanie 2: Nieoddziatujqgce elektrony w nieskonczonej studni

Znajdz dla uktadu N nieoddziatujacych elektronéw w nieskonczonej jednowymiarowej studni poten-
cjatu o szerokosci L:
(a) posta¢ hamiltonianu uktadu w II kwantyzacji,
(b) zapisz stan podstawowy dla tego uktadu,
(c) znajdz energie dla wzbudzenia typu czastkowego (dodatkowy elektron wykreowany powyzej poziomu
Fermiego), typu dziurowego (jeden z elektronéw zostat anihilowany ponizej poziomu Fermiego) oraz typu
“ekscytonowego” (jeden elektorn anihilowany ponizej poziomu Fermiego, a inny zostal wykreowany po-
wyzej poziomu Fermiego).

Zadanie 3: Elektrony oddziatujqce jednorodnym potencjatem

Oblicz energie stanu podstawowego N elektornéw znajdujacych sie w jednowymiarowej nieskonczonej
jamie potencjatu o szerokosci L, ktére oddzialuja ze sobg potencjatem dlugozasiegowym V (z — 2') = V4.
Wykorzystaj postac¢ potencjatu V(x — z’) w II kwantyzacji, przy czym wyraz potencjal w bazie stanéw
wlasnych hamiltonianu dla problemu swobodnych elektronéw z poprzedniego zadania.

Zadanie 4: Dwuatomowy tanicuch harmoniczny

W jednowymiarowym, nieskoniczonym uktadzie atoméw o masach réwnych na przemian m i M (M >
m) oddziatujacych ze soba potencjalem harmonicznym rozchodza sie fonony. Odlegtos¢ miedzyatomami
wynosi a.
(a) Znalez¢ i narysowac zwigzek dyspersyjny w(k) dla takich wzbudzen.
(b) Poda¢ zakres dozwolonych czesto$ci wzbudzen i narysowac konfiguracje przestrzenne kolejnych ato-

méw dla fononbw o k =01k = 5o+

(c) Rozwazy¢ przypadek M = m.



Zadanie 5: Tréojwymiarowy krysztat o sieci regularnej

Rozpatrujemy prosty trojwymiarowy model krysztalu, w ktérym hamiltonian dany jest przez
3 ﬁ? mwg 2
H:Z%+ZT(¢j+a_¢j) ;
J Jra

gdzie j € {1,..., N} numeruje wezly sieci regularnej. Stata sieci wynosi a, natomiast a € {ae,, ae,,ae.}.
W rozpatrywanym modelu odchylenia od pozycji réwnowagi ¢; oraz pedy p; sa wielkoSciami skalarnymi.
Wyraz hamiltonian poprzez fononowe operatory kreacji i anihilacji. Znajdz energie stanu podstawowego.
Przyjmij periodyczne warunki brzegowe i zaldz, ze objeto$¢ krysztatu L3 >> a3.

Zadanie 6: Bozony Schwingera

W tak zwanej reprezentacji Schwingera spin reprezentowany jest przy pomocy dwoch operatoréw
bozonowych a i b tak, ze ST = a'b, S~ = (5)1 oraz S* = {(afa — b'b), przy czym h = 1.
(a) Pokaz, ze ta definicja jest konsystentna ze zwigzkami komutacyjnymi dla operatoréw St i S,

(b) Pokaz, ze |S,m) = \(/"(QT”; \(/b(gs:n;' |Q2) jest zgodne z definicja standw wtasnych operatora kwadratu

catkowitego spin S? oraz jego z-owej sktadowej. Stan |Q2) oznacza préznie bozonéw Schwingera.

Zadanie 7: Fale spinowe - magnony

Ferromagnetyczny tancuch spinowy jest opisywany przy pomocy kwantowego modelu Heisenberga,
ktéry ma postac

=0 80 S,

gdzie J > 0, a S,, reprezentuje kwantowy operator spinu dla m-tego wezla sieci. Ze wzgledu na do-
datnios¢ statej J uklad preferuje sytuacje w ktdrej sasiadujace ze sobg spiny sg ustawione réwnolege, co
prowadzido ferromagnetycznego porzadkowania sie ukladu. Jednoczesna zmiana orientacji wszystkich
spinéw nie powoduje zmiany energii stanu podstawowego, co oznacza, ze uklad posiada globalng symetre
rotacyjna. Wystepowanie globalnej ciaglej symetrii jest zwigzane z wystepowaniem niskoenergetycznych
wzbudzen uktadu (tzw. mody Goldstona). Wywolanie bardzo matego zaburzenia konfiguracji spinéw w
stanie podstawowym, ktdre rozcigga sie na duzych odleglosciach (duza dtugos¢ fali) bedzie wymagato
dostarczenia energii, ktéra bedzie dazyta do zera w granicy nieskoniczonych dtugosci tak powstatej fali.
Wzbudzenia takie nazywa sie falami spinowymi i postaramy sie je zrozumiec lepiej zrozumiec.

(a) Najpierw postuzymy sie transformacjq Holsteina-Primakoffa, aby zapisa¢ hamiltonian Heisenberga przy
pomocy bozonowych operatoréw kreacji i anihilacji. Transformacja ta jest dana ponizszymi réwnaniami

g;l = a;fn(QS - a;fnam)l/Q, 5’;2 = (25 — a;fna,m,)l/zam, S’fn =95 - ajnam.

Pokaz, ze ta definicja jest konsystentna ze zwiazkami komutacyjnymi dla operatoréw S, S oraz SZ,.
Nastepnie rozwin pierwiastki wystepujace w definicji transformacji Holstaina-Primakoffa przy zatozeniu,
ze S > 1. Biorgc tylko dominujace wktady przepisz hamiltonian uktadu za pomoca operatoréw aj,, i a,,.
(b) Znajdz energie stanu podstawowego dla tego uktadu oraz relacje dyspersji wy, dla wzbudzen spinowych
w tym ukladzie przechodzac do przestrzeni Fouriera i nakladajac w tym przypadku warunki Borna-von
Karmana. Przedyskutyj jej zachowanie w; dla & — 0. Co méwi ten wynik o charakterze tych wzbudzen?
Uzyskane w tym przypadku kwaziczastki sg nazywane magnonami i sg kwantami fal spinowych w ferro-

magnetyku podobnie jak fonony byly kwantami drgan sieci krystalicznej.

Zadanie 8*: Niestabilnos¢ Peierlsa

Quasi-jednowymiarowe metale, ktére sg na przyktad realizowane w organicznych przewodnikach ta-
kich jak TTF-TCNQ (tetrathiafulvalene tetracyanoquinomethane), moga wykazywacé niestabilno$¢ morza



Fermiego wiodaca do izolujacego stanu podstawowego. Rozwaz nastepujacy jednowymiarowy hamilto-

nian: 2
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gdzie ¥(z) = 30 . ce'™® jest elektronowym operatorem pola, u(z) opisuje statyczng deformacje sieci kry-
stalicznej. Pierwszy czton opisuje energie kinetyczng elektronéw dla energii Fermiego Er = 2m’ drugi
odpowiada energii potencjalnej elektronéw o gestoéci ()¢ (x) w potencjale wywolywanym przez de-
formacje sieci krystalicznej Adzgf) , a ostatni czton opisuje energie elastyczng sieci krystalicznej.

(a) Zaktadajac, ze tylko wzbudzenia w poblizu poziomu Fermiego sg istotne mozemy zlinearyzowac elek-

tronowy czton kinetyczny jak nizej:
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gdzie vp = hkp/m jest predkoscig Fermiego. Zaktadajac periodyczng modulacje sieci krystalicznej u(z) =
ug cos(2kpx), pokaz ze czlon z oddziatywaniem H.;_,, moze zosta¢ przepisany do postaci

Helfph = E A |:C1];-,Ck72kp - CL_%FCI@} s
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gdzie A = i ugkp. Tak, ze H, = Hyin + ﬁel,ph mozemy przepisa¢ w postaci macierzowej

Hy= Z (CLaCL—sz) (wa(Z*_ r) —hvp(é— kF)) ( . )
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(b) Poprzez diagonalizacje powyzszego hamiltonianu otrzybujemu relacje dyspersji 4 (k). Sprawdz, ze
w tym przypadku otwiera sie przerwa energetyczna dla k = kg, co jest zwigzane z obniZzeniem energii
stanoéw elektronowych w nizszym pasmie. Jest to przyklad niestabilno$ci zwanej niestabilno$cia morza
Fermiego. Dla potéwkowego obsadzenia wszystkie stany ”—” sa obsadzone, a stany ”+” sg puste, co po-
woduje, Ze energia stanu podstawowego ulega zmniejszeniu

0Ee = Ba(A) = Eq(A=0)=2) (e_(k,A) —e_(k, A = 0)),

gdzie czynnik 2 uwzglednia degeneracje spinowa. Wyrazenie to jest logarytmicznie rozbiezne, gdy & —
+00, co nie powinno nas dziwi¢ z powodu linearyzacji, ktéra jest dobrym przyblizeniem tylko gdy k ~ kp.
Musimy zregularyzowaé sume poprzez wprowadzenie obciecia, ktére wybieramy tak, aby |k — kp| <
Er /hvp. Przez zastgpienie sumy catkgq wykonaj powyzsza sume i pokaz, ze gdy |A| < Er, wtedy
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gdzie L jest dlugoscig naszego jednowymiarowego uktadu.

(¢) Pozostato nam tylko policzy¢ energie elastyczna sieci krystalicznej. Zakladajac periodyczng modulacje
sieci (patrz wyzej) pokaz, ze
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Zatem powyzsza modulacja sieci powoduje obnizenie energii elektronowej przy jednoczesnym zwieksze-
niu energii elastycznej sieci krystalicznej. Dla matych |A|, catkowita zmiana energii moze by¢ ujemna,
co oznacza, zZe stan izolujacy jest preferowany. Jest to tak zwana niestabilno$¢ Peierlsa, ktéra powoduje
zniszczenie cieczy Fermiego w jednym wymiarze. Wariujac |A| zminimalizuj energie catkowitq uktadu
0F = §E.; + dEjq1t, aby znalezé optymalng warto$¢ przerwy energetycznej oraz odpowiadajacg warto$é
zysku energetycznego.




