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| Info: * - oznacza, ze zadanie to jest nieobowigzkowe

Zadanie 1: Catkowa postac funkcji schodkowej
Pokaz, ze
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Zadanie 2: Ped pola elektromagnetycznego

Pole elektromagnetyczne oprdcz energii unosi takze ped. Wielkos¢ tg dla pola elektromagnetycznego
definiujemy réwnaniem:
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Korzystajac z postaci operatora potencjalu wektorowego zapisanego przy pomocy operatorow kreacji i
anihilacji fotonéw o pedzie k i polaryzacji a
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gdzie e, jest wektorem polaryzagji, wy jest relacja dyspersji fotondw, a c jest predkoscig $wiatta; wyraz
operator G za pomoca operatoréw kreacji i anihilacji.

Zadanie 3: Efekt Casimira - wyprowadzenie historyczne

W tym zadaniu powtérzymy wyprowadzenie H. Casimira efektu nazywanego jego imieniem wykorzy-
stujac do tego twierdzenie Eulera-Maclaurina. Rozwaz pudlo o wymiarach L x L x L o przewodzacych
Sciankach (tj. natéz warunki brzegowe Dirichleta). Do wnetrza pudta wprowadzono przewodzaca plyte o
wymiarach L x L w taki sposob, ze jest réwnolegta do $cian pudta znajdujacych sie w ptaszczyznie XY
Odleglo$¢ plyty od jednej ze $cianek wynosi @ < L. Znajdz zmianeg energii spowodowang wprowadzeniem
plyty AE = E,+ E;_,— F1, gdzie E, to energia pola we wnetrzu powstatej wneki powstalej o szeroko$¢
a, Ey_, to energia pola we wnetrzu wneki o szerokosci L — a, a Fy, jest energia pola we wnetrzu pudta
przed wprowadzeniem $cianki. Przejdz do granicy L — oo, przy ustalonym a. Nastepnie dla uzyskanego
wyniku zastosuj twierdzenie Eulera-Maclaurina, ktére mozna zapisa¢ w postaci:

- o 1 1
F - F = _—F' F"(0)—...
S nF () = [ FOdn = o0+ 50

gdzie F jest pewna funkcja, 6,, = 1 dlan > 0 oraz #,, = 1/2 dla n = 0. Znajdz ci$nienie wywierane na
plyte korzystajac z réwnania:
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Zadanie 4: Trzy bezspinowe bozony w dwuwezltowej sieci optycznej

Metodg Scistej diagonalizacji rozpatrz problem trzech bezspinowych bozonéw w dwuwezlowej sieci
optycznej opisanych hamiltonianem

H = g + epity + i(n — 3) (i — 3)(atb + bTa) (i — 3) (A — 3) + U (e (fta — 1) + (g — 1)),

gdzie a i b to odpowiednio operatory anihilacji bozonu na wezle A i B, a 7, i 71 to operatory liczby czastek
na weztach. Parametry ¢,, ¢, t i U sg nieujemne.

(a) Zinterpretuj poszczegdlne wyrazy hamiltonianu i wypisz mozliwe stany trdjczastkowe.

(b) Zdiagonalizuj i znajdz stany wtasne tego hamiltonianu.

(c) Przeanalizuj w granicy ¢, = ¢, i t = 0 wplyw parametru U na widmo hamiltonianu, a takze w granicy
€q # €p 1 U = 0 wplyw parametru ¢ na spektrum.

Zadanie 5: Dimer Hubbarda w zewnetrznym polu magnetycznym

Znajdz rozwigzanie modelu Hubbarda postugujgc sie metodaq Scistej diagonalizacji dla problemu dwdch
elektronéw walencyjnych na dwdch sasiadujacych atomach w zewnetrznym polu magnetycznym, przy
czym wektor indukcji magnetycznej jest skierowany wzdhuz osi z. Taki problem mozna opisa¢ hamiltonia-
nem:

H= tz {d]{gflza + dgg&m} + U [narfay + Niepig)] + B Z So [M1e + Nas],

gdzie state ¢,U, B > 0, ponadto S; = +1, a S| = —1. Dla tak postawionego problemu:

(a) Zinterpretuj poszczegdlne wyrazy hamiltonianu.

(b) Wypisz baze stanéw dwuczgstkowych i przedstaw w niej macierz hamiltonianu.

(¢) Policz energie wlasne tego hamiltonianu.

(d) Naszkicuj diagramy poziomoéw energetycznych w granicy stabo oddziatujacych czastek (¢ > U), silnie
oddziatujacych czastek (¢ < U) oraz dla przypadku U = B = 0. Na diagramach zaznacz degeneracje
pozioméw energetycznych.

Zadanie 6: Model jednorodnego gazu elektronowego (model jellium)

Wykorzystujac reprezentacje II kwantyzacji oddzialywanie Coulomba pomiedzy elektronami w gazie
elektronowym mozemy wyrazi¢ za pomoca
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gdzie vq jest transformatg Fouriera potencjatu kulombowskiego. Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze obec-
nos¢ cztonuq = 0w H,,_.; moze okazaé sie problematyczna, poniewaz vy o 1/¢*. Rzeczywiste metale
musza by¢ elektrycznie obojetne, aby by¢ stabilne. Oznacza to, ze musza wystepowa¢ w nich takze la-
dunki dodatnie (rdzenie atomowe w sieci krystalicznej), ktdre skompensujg ujemne tadunki. Wspomniane
tadunki dodatnie daja wkiad do oddzialywania kulombowskiego uktadu i beda kasowa¢ wklad ¢ = 0 w
H._.;. W tej czeéci problemu bedziemy chcieli przyjrzeé sie temu zagadnieniu blizej. Rozwazmy model
sktadajacy sie z elektronéw oraz kompensujacych dodatnich tadunkéw tta, ktére beda przez nas modelo-
wane jako zadane przez ustalong w przestrzeni gesto$¢ fadunku p, (r). Catkowite oddzialywanie kulom-
bowskie rozwazanego uktadu posiada trzy wklady

Hy = f{el—el + Hel—b + ﬁb—ba

gdzie trzy wklady po prawej stronie opisuja odpowiednio oddziatywanie pomiedzy elektronami, oddzia-
tywanie pomiedzy elektronami i tadunkami dodatniego tta oraz oddzialywanie dodatnich tadunkéw tta
miedzy soba. W pierwszej kwantyzacji mozemy je zapisa¢ w postaci
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gdzie przypadek opisujacy oddzialywanie kulombowskie odpowiada granicy ;1 — 0. Czynnik ekranujacy
z p zostal tu dodany, aby zapewnié zbiezno$¢ powyzszych wyrazen dla ¢ = 0. Pokazemy, ze warunek
obojetnosci elektrycznej uktadu zachodzi dla kazdego 1. Po wykonaniu wszystkich rachunkéw i wykonaniu
granicy termodynamicznej V' — oo (utrzymujac koncentracje czastek N/V ustalong) potozymy p = 0
otrzymujac przypadek kulombowski, ktérym jesteSmy zainteresowani.

Warunek obojetnosci elektrycznej wymaga by [ d®r p4(r) = N. W tym zadaniu bedziemy rozwazali
tak zwany model jellium dla ktérego przyjmujemy, ze gesto$¢ dodatnich tadunkéw tla jest jednorodna, tj.
P+ = N/V. R N
(a) Pokaz, ze Hy_p i He;_p 59 state i wynosza odpowiednio
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Wsk.: Wykorzystac niezmienniczo$¢ translacyjng problemu.
(b) Pokaz, ze transformacja Fouriera potencjatu Yukawy, tj. e #*=*' /|r — r’| wynosi
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(c) Wykorzystujac reprezentacje 11 kwantyzacji H,;_; (z vgq obliczonym wyzej) pokaz, ze wyraz ¢ = 0

Wynosi
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Pokaz, ze wtedy hamiltonian oddzialywania kulombowskiego w modelu jellium redukuje sie do
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(Nalezy pokaza¢, ze drugi czlon wystepujacy w wyrazie ¢ = 0 mozna poming¢ najpierw przechodzac do
granicy termodynamicznej, a nastepnie kltadac ;. = 0.)
Po wyprowadzeniu powyzszego oddziatywania rozwigzemy model jellium zadany hamiltonianem
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wykorzystujac rachunek zaburzen. Wygodnie jest wprowadzi¢ skale wielkosci zadang przez promieni Bohra
ap = 4megh? /me? oraz skale energii Ry = h%/2ma% (Rydyberg). Niech ry bedzie mierzylo $rednig odle-
glosci pomiedzy elektronami (zdefiniowany jako promien kuli, ktérej objetosé jest réwna objetosci przy-
padajacej na jeden elektron) oraz wprowadzamy bezwymiarowy parametr r, = ro/ap.

(d) Najpierw rozwaz nieoddziatujacy gaz elektronowy, ktérego hamiltonian jest dany tylko przez czton ki-
netyczny. Jego stanem podstawowym jest wypelniona kula Fermiego (morze Fermiego) |F'S) o promieniu

kr. Pokaz, ze
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a nastepnie, Ze energia przypadajaca na elektron w tym przypadku wynosi
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(e) Teraz przyjmujac, ze H; jest zaburzeniem. Pokaz w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen, ze po-
prawka do energii stanu podstawowego wynosi

EM 3 ) 0.916
N T gy tkran) Ry~ =5

S

Ry.

Wsk.: Pokaz, ze pojawiajacy sie wyraz przy liczeniu poprawki w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen
ma postac

<FS|CI<+q,ac;rc/—q,a/ck’»0’ck’ff|FS> = =0k k+qdoo'0(kr — [k +q|)0(kr — [k]).

Nastepnie zastap odpowiednie sumy po k i q catkami wykorzystjac wspdtrzedne sferyczne. Zauwaz, ze
warto$¢ tej calki bedzie proporcjonalna do objetosci przeciecia dwdch kul Fermiego o promieniu &, kto-
rych $rodki sg potaczone wektorem q. Wygodnie jest wybra¢ o$ z wzdtuz wektora q.

(f) Wykorzystujac powyzsze wyniki wyznacz réwnowagowa warto$¢ parametru r; przewidywanego w
modelu jellium i oblicz ci$nienie gazu elektronowego podstawiajac uzyskany wyzej promien. Co oznacza
ten wynik?

Zadanie 7: Funkcja dielektryczna w ramach teorii liniowej odpowiedzi

Rozwazmy sytuacje w ktérej do metalu zostala wprowadzona pewna zewnetrzna gesto$¢ tadunkow
Pext (T, t). Jej wprowadzenie spowoduje zmiane gestosci kwaziswobodnych elektronéw wewnatrz uktadu
powodujac ekranowanie tadunkéw zaburzajacych. Efekt ekranowania jest opisywany przez funkcje die-
lektryczng uktadu (q, F), ktdra jest miara odpowiedzi uktadu na wprowadzenie zewnetrznych tadunkéw
zaburzajacych pe.:(r, t). Pokazemy w tym zadaniu, ze takze w tym przypadku funkcja odpowiedzi uktadu
moze by¢ wyrazona za pomoca retardowanej funkeji Greena.

(a) Pokaza¢, ze oddzialwyanie pomiedzy tadunkami zaburzajacymi oraz elektronami przewodnictwa kla-
sycznie mozna przedstawi¢ w postaci
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gdzie o(q) = vo(q)/(—e), przy czym v(q) to transformata Fouriera potencjatu Coulomba, natomiast p_q
i pest(q, F) to transformaty Fouriera odpowiednio gestosci elektronéw przewodnictwa oraz gestosci la-
dunku zaburzajacego.

Wykorzystujac podobny argument jak w przypadku modelu jellium zakladamy, ze w stanie réwnowagi
gestos¢ tadunku elektronéw przewodnictwa oraz jondw w sieci krystalicznej kompensuja sie, przy czym
gestosc tadunku elektronowego jest mobilna, a tadunek jonéw jest jednorodnie roztozony w metalu. Catko-
wity gestos$¢ tadunku w rozwazanym uktadzie jest zatem suma p.,; oraz wyindukowanej gestosci tadunku
Pind W gazie elektronowym:

Ptot (I‘, t) = pewt(ra t) + pind(r7 t)

(b) Postugujac sie réwnaniami Maxwella w osrodku pokaz, ze

pind(q; E) = |:E(qll;) - ]-:| pemt(qv E)

(c) Przejdziemy teraz do rozwazan kwantowych poprzez zastgpienie gestosci elektronéw przewodnictwa
odpowiednim operatorem
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Pokaz, ze w tym przypadku posta¢ oddzialywania z pkt. (a) ma postac

Vi=> piFi(a)
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i znajdz jak explicite wyglada pole zaburzajace F}(q).
(d) Chcemy zobaczy¢ jak warto$¢ oczekiwana operatora indukowanej gestosci tadunku, (p;na(q,t)) =
—e({(p(q)): — {p(q))o), odpowiada na pole zaburzajace. W tym celu skorzystamy ze wzoru Kubo

Alpa)r hZ/ dt' By (@){(pa(1): o (1).

Pamietajgc o symetrii translacyjnej niezaburzonego problemu pokaz, ze funkcja dielektryczna jest dana
réwnaniem:

e(q,BE) 1+ %vo(q)<<ﬁq;ﬁ2>>E.

Zadanie 8*: Przyblizenie losowej fazy (RPA) w ramach zaleznego od
czasu rachunku zaburzen

W gazie swobodnych eletronéw wszystkie elektrony sg rozmiweszczone zgodnie z stanami wlasnymi
pedu |k) = exp(ik-r), gdzie przyjmujemy, ze objetos¢ ukladu jest jednostkowa, a roktad pedéw jest zadany
rozkladem Fermiego f(k). W zadaniu tym wyprowadzimy i zbadamy postac¢ funkcji dielektrycznej o ktérej
mowa byta w poprzednim zadaniu wykorzystujac w tym celu rachunek zaburzen zalezny od czasu.Naszym
podstawowym zatozeniem jest, ze funkcja falowa kazdego konkretnego elektronu jest zaburzona przez ze-
wnetrzny potencjat V,,; oraz indukowany potencjat V;, 4, ktéry jest zwigzany z fluktuacjami wszystkich
pozostatych elektronéw w metalu. Bedziemy zatem potencjat ekranujacy V. = Veu + Vi traktowac
jako zaburzenie funkcji falowej kazdego z elektronéw z osobna. W odréznieniu do porzedniego probelmu
bedziemy zainteresowani tutaj tzw. wtasciwqg funkcjq odpowiedzi gestosé-gestosé X . ,(q), ktéra wigze odchy-
lenie wartos$ci gestosci elektronowej od jej wartosci réwnowagowej Ap(q,w) z potencjatem ekranujacym
(h=1)

Ap(q,w) = pr(qa w)Vse(q, w), (*)

wtedy funkcja dielektryczna jest dana réwnaniem
e(q,w) = 1= vo(Q)Xpp(q,w), (4%

gdzie vy (q) to transformata Fouriera potencjatu Coulomba.
(a) W celu obliczenia wtasciwej funkcji odpowiedzi gestos¢-gestos¢ danej réwnaniem (*) zakltadamy, ze
potencjat ekranujacy ma postac

Vie(r, t) = Vellar—(w=iot] 4 ¢ VeR

tj. mamy do czynienia z oscylacjami o wektorze falowym q i czestotliwosci w (a takze —q i —w, tak by
Vet bylto rzeczywiste), ktérych amplituda powoli rosnie, co jest opisywane przez niezalezng od czasu statg
a > 0. Ewolucja czasowa funkcji falowej przy obecnosci zaburzenia V. jest dana réwnaniem
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gdzie wspolczynnik ¢y (¢) moze by¢ obliczony w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen przy wykorzysta-
niu réwnania

t
ak(t) = ik — z/ ds(K'|Vye(s)[k)e? (ew ).

Oblicz funkcje falowa vy (t) wykorzystujac te réwnania i pokaz, ze indukowana gestos¢
Z FK) (t(r, )] = 1)

ma nastepujacg postaé
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Przez poréwnanie powyzszego réwnania z (*) oraz definicjg V;. dostajemy posta¢ wiasciwej funkcji od-
powiedzi gestos$c-gestosé

_ _ fk—fk+aq)
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(b) Oblicz funkcje dielektryczng (**) w przypadku statycznego ekranowania (w = 0). Pokaz, ze dla ¢ <
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gdzie D(e) jest gestoscig stanéw. W szczegdlosci dla T — 0 dostajemy wynik
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(¢) Dlaw = 0 oraz T' = 0, ale dowolnych q wykonaj catkowanie po pedach (ktadac e(k) = k?/2m) i pokaz,
ze
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