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> CZYNNIK CALKUJACY

Rozwazmy zwyczajne réwnanie rézniczkowe I-rzedu o postaci: | y' + p(z)y = q(z) |

Powyzsze réwnanie mozemy rozwigza¢ postugujac sie tzw. czynnikiem catkujacym. Mnozymy obie strony réwnania przez
u(x), wtedy p(z)y’ + p(z)p(x)y = p(z)q(x). Lewa strone réwnania zbieramy do postaci: (u(z)y)’ = u(z)y’ + v/ (z)y,
czyli w naszym przypadku u(z) = p(z) oraz u'(z) = u(x)p(z). Prowadzi to do réwnania na czynnik catkujacy: p/(x) =

w(@)p(z) = | pu(x) = exp </p(a:)d:r) . Dzieki tej procedurze mozemy fatwo otrzyma¢ rozwigzanie naszego problemu:

((@)y) = p(@)q(z) = |y(z) = — /#(E)Q(m)dw :

Pojecie czynnika catkujacego pojawi sie jeszcze w dalszej czesci semestru w kontekscie |l zasady termodynamiki.

> PRAWO STYGNIECIA NEWTONA
Proces dochodzenia do stanu réwnowagi ciata o pewnej temperaturze Tpoc. W chwili poczatkowej, ktére znajduje sie
w otoczeniu o temperaturze Ty (t) jest opisany empirycznym prawem stygniecia Newtona:

% =—k [T - Tot(t)] b

gdzie k jest stata empiryczna charakteryzujaca ciato, a takze jego kontakt termiczny z otoczeniem. Ogélne rozwiazanie
tego problemu mozemy znalez¢ postugujac sie metoda omdéwiona wyzej, co prowadzi do wyniku

T(t) = e’kt/ektkTot(t)dt i

Gdy T'(t = 0) = Tpocz oraz Tot(t) = const = Tyt dostajemy: T'(t) = Tot + (Tpocz — Tot)e*kt. Wielkos¢ 7 = 1/k jest

tzw. czasem relaksacji.

Zadanie 1

Mam butelke piwa (bezalkoholowego) o temperaturze pokojowej (20° C). Wiem z wczesniejszych
pomiaréw, ze jezeli wstawie je do lodowki, w ktorej panuje temperatura 0°C, to po 90 minutach
osiagnie ono moja ulubiona temperature 5°C. Dzisiaj jednak bardzo sie $piesze, postanowilem wiec
wstawi¢ piwo do zamrazarki, w ktorej panuje temperatura -10°C. Po jakim czasie powinienem je
wyjac? Ile wynosi czas relaksacji temperatury butelki?

Zadanie 2
Blok metalowy umieszczony jest w otoczeniu, ktérego temperatura zmienia sie wedtug wzoru:

Tot(t) = To + Asin(wt).

Poczatkowa temperatura bloku wynosi T,. Znajdz zaleznosé¢ temperatury bloku od czasu w stanie
ustalonym.

> ROZSZERZALNOSC TERMICZNA
Zmiana rozmiaréw liniowych ciata wraz z temperatura moze by¢ modelowana za pomoca relacji: Al/l = aAT, gdzie o jest

wspdtczynnikiem rozszerzalnosci liniowej. Przeksztatcajac ta relacje dostajemy zaleznos$¢ dtugosci ciata od temperatury:

l=1o[l+ a(T — Tp)] | gdzie lp to dtugos¢ ciata w temperaturze Tp.

Analogicznie mozemy zdefiniowa¢ wspdfczynnik rozszerzalnosci objetosciowej: AV/V = ~AT, skad po prostym prze-

ksztatceniu dostajamy relacje miedzy objetoscia ciata, a jego temteratura: ’ V =Vo[l +~(T — Tp)] ‘ Przedstawione tutaj

réwnania s3 przyblizone, bo nie uwzgledniaja zaleznosci o oraz v od temperatury. Wyniki uzyskiwane za ich pomoca sa

doktadne tylko w przedziatach temperatur w ktérych zmiany wspétczynnikéw sa mate w poréwnaniu z ich wartoscia.



Zadanie 3

Mikroskopowy model rozszerzalnosci termicznej. Energia
potencjalna oddziatywania dwoch atomoéw danej substan-
cji jest przedstawiona na rysunku obok. Znalezé srednia
odleglo$¢ miedzy atomami odpowiadajaca energii £ >

Ey, zakladajac, ze: EA
a) w poblizu punktu réwnowagi = x( energia poten-
cjalna daje sie przyblizyé wzorem
Ey(z) ~ a(x — 20)? — b(z — x0)* + Eo,
gdzie a i b sa stalymi dodatnimi, Xy -
b) anharmoniczna poprawka trzeciego rzedu jest mata, | d
tzn. blz — xo| <€ a, l
¢) punkty zwrotne Ty, 1 Tmax drgan bardzo niewiele E,f———
réznia sie od punktéw zwrotnych oscylatora harmo-

nicznego 2", izl (dlab=0),

d) srednia odlegtos¢ miedzyatomowa w czasie drgan moze by¢ przyblizona przez srednia
arytmetyczng (z) ~ LmintZmax,

Zadanie 4

Wykazaé, ze dla materialu anizotropowego zachodzi zwiazek: v = a1 + as + as, gdzie v jest wspol-
czynnikiem rozszerzalnosci objetosciowej danego materiatu, zas a; (i = 1,2, 3) sa wspotczynnikami
rozszerzalnosci liniowej wzdluz 3 nieréwnowaznych (i wzajemnie prostopadlych) kierunkow tego
materiatu.

Zadanie 5

Stupy linii energetycznej oddalone sa od siebie o 50 m. Pomiedzy stupami zawieszony jest miedziany
przewod, w taki sposob, ze w temperaturze -25°C przewdd jest naprezony poziomo. Oszacuj zwis
przewodu w temperaturze 35°C. Tablicowa warto$¢ wspolczynnik rozszerzalnosci liniowej miedzi
wynosi o = 1.6-107° K—L.

Zadanie 6

Bimetal. Do budowy termoregulatoréw, ogranicznikéw temperatury i tym podobnych urzadzen
stosuje sie czesto urzadzenie zwane bimetalem. Jest to pasek zlozony z dwoch spojonych ze soba
warstw metali o r6znych wspolczynnikach rozszerzalnosci. Pasek taki przy ogrzewaniu bedzie sie
wyginal i moze w ten sposob zamykaé lub otwiera¢ obwod elektryczny. Dany jest bimetal o grubosci
d, ztozony z metali o wspotczynnikach rozszerzalnoscei liniowej vy 1 g (1 > ag). W temperaturze Ty
bimetal jest prosty. Znajdz promieni krzywizny bimetalu po ogrzaniu go o AT. Wykonaj obliczenia
dla: a3 = 1.8-107°K~! (mosiadz), az = 1.2-107° K~! (stal), grubos¢ d = 1 mm, dlugosé ly = 5 cm,
AT = 100K.
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