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Wstepy teoretyczne do zadan sq przedstawione w notatkach do éwiczen.
> KWANTOWE GAZY DOSKONALE

Zadanie 1

Gestosé standow g(e) jest funkcja opisujaca liczbe dostepnych stanéw kwantowych na jednostke
energii. Dla swobodnych fermionéw (g = h%k?/2m) o spinie o oblicz gestosci stanéw w granicy
termodynamicznej dla d = 1,2 1 3, gdzie d to wymiarowos¢ problemu Poréwnaj zaleznosé g(e) od e
w tych przypadkach.

Zadanie 2

Bardziej realistyczne modele cialta statego niz model Einsteina konstruujemy przyjmujac, iz cialo
state moze by¢ traktowane jako uktad 3N niezaleznych, jednowymiarowych i rozréznialnych oscy-
latoréw harmonicznych o réznych czestosciach wlasnych. Rozktad czestosci charakteryzujemy przez
podanie funkcji g(w) zdefiniowanej w taki sposob, ze g(w)dw jest iloscia oscylatoréw o czestosci z
przedzialu [w,w + dw]. Zgodnie z teorig Debye’a
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gdzie v; jest predkoscia fal poprzecznych, a v; jest predkoscia fal podtuznych, zas wartos¢ wmas
wynika ze zwiazku
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Wyznaczyé¢ ciepto wlasciwe cy ciala stalego zgodnie z ta teoria. Zbadaé przypadek T > Tp oraz
T < Tp,gdzieTp = h“jg% jest temperaturg Debye’a. Uktad znajduje sie w kontakcie z termostatem
o temperaturze T.

Zadanie 3
Rozwiazaé¢ zagadnienie gazu N nieoddziatujacych elektronéw w T' = 0. Wypisaé stan podstawowy
dla tego ukladu i znalezé energie stanu podstawowego. Policzy¢ cisnienie tego gazu i poréwnaé je
z wynikiem dla gazu doskonatego. Co ten wynik méwi nam o stabilnosci gazu nieoddziatujacych
elektronow?

Zadanie 4

Gwiazdy ciagu glownego takie jak Storice pozostaja w réwnowadze dzieki réwnowadze pomiedzy
ci$nieniem grawitacyjnym starajacym sie dokonaé¢ kolapsu gwiazdy, a ciSnieniem wywieranym przez
promieniowanie produkowane w trakcie fuzji termojadrowej w jej wnetrzu. U kresu ich zycia fuzja
ustaje i zaczyna dominowaé¢ grawitacja zgniatajac je. Jezeli dana gwiazda jest odpowidnio mato
masywna ci$nienie Pauliego zdegenerowanego gazu elektronéw w jej wnetrzu jest w stanie zrowno-
wazy¢ cisnienie grawitacyjne i zapobiegnaé¢ dalszemu kolapsowi. Powstala w ten sposéb gwiazda jest
nazywana biatym kartem. Rozwazymy prosty model takich gwiazd i przedyskutujemy ich stabilnosé.
(a) Energia catkowita bialego karla moze by¢ zapisana w postaci E = K + U, gdzie K jest ener-
gia kinetyczna silnie zdegenerowanego gazu elektronéw, a U jest grawitacyjna energia potencjalng
gwiazdy. Przyjmujac najprostszy model w ktéorym gwiazda jest jednorodna kula o promieniu R i



masie M oblicz ile wynosi U w tym przypadku. Wnetrze biatego karta sktada sie gltownie z ato-
moéw takich jak C12, O, etc., ktére zawieraja rowng liczbe protondw, neutronéw i elektronéw,
czyli M ~ 2Nm,,, gdzie N jest liczbg elektronéw, a m, jest masa protonu (m, ~ m,, m, - masa
neutronu). Wzbudzenia termiczne dla zdegenerowanego gazu fermionéw moga zachodzi¢ tylko w
poblizu powierzchni Fermiego, ktéra dla olbrzymiej liczby fermionéw jest pomijalna z wnetrzem
morza Fermiego. Oznacza to, ze mozemy przyblizyé¢ zdegenerowany gaz elektronéw w biatym karle
przyjmujac, ze jego temperatura wynosi zero (mimo iz powierzchnia typowego biatego karta ma
temperature 25000 K!). Korzystajac z tego przyblizenia oblicz K zakladajac, ze elektrony w tym
przypadku sa opisywane relacja dyspersji ex = h?k?/2m,, gdzie m. to masa elektronu.

(b) Znajdujac minimum energii catkowitej F bialego karta znajdz rownowagowy promien R, ta-
kiej gwiazdy. Jak zalezy uzyskany promient w funkcji masy gwiazdy? Wyraz uzyskany wynik przy
pomocy masy Storica Mg i jego promienia Rz w postaci 1{% =C x f(Mﬂ@), gdzie C to jakas stala
liczbowa, a f(-) to pewna funkcja.

(c) Im wicksza mase ma gwiazda tym wieksza musza mie¢ energie kinetyczng elektrony w jej
wnetrzu, aby zréownowazy¢ cisnienie grawitacyjne. Oznacza to, ze dla dostatecznie ciezkich gwiazd
elektrony trzeba bedzie traktowaé relatywistycznie, tj. e = /h2k2c2 + m2c?, gdzie ¢ to predkosé
swiatta. W przypadku ultrarelatywistycznym, tj. p > m.c uwzgledniajac dwa pierwsze wyrazy w
rozwinieciu powyzszego pierwistka w € oblicz energie kinetyczng K ultrarelatywistycznego silnie
zdegenerowanego gazu elektronow.

(d) W przypadku ultrarelatywistycznym dla odpowiednio duzych mas gwiazdy M jej kolaps spowo-
dowany ci$nieniem grawitacyjnym nie moze zostaé zrownowazony przez ciSnienie zdegenerowanego
gazu w jej wnetrzu. Znajdz warto$é masy krytycznej M, przy ktorej wygrywa przyciaganie grawita-
cyjne i wyraz ja przy pomocy masy Stoiica Mg. Wynik ten jest nazywany granicg Chandrasekhara,
przy czym w swojej oryginalnej pracy z 1931 roku Chandrasekhar uwzglednit, ze rozktad masy w re-
alistycznej gwiezdzie nie jest jednorodny uzyskujac tym samym wynik M = 1.4Mg. Wynik ten jest
niezywkle wazny dla astronomii obserwacyjnej. Majac biatego karta w ukladzie podwojnym z inna
masywna gwiazda nastepuje transfer masy w kierunku biatego karta. Osiagajac mase przewidwang
przez Chandrasekhara wybucha on dajac poczatek supernowej typu Ia o $cisle okreslonej jasnosci
(jasno$¢ supernowej zalezy od masy wybuchajacej gwiazdy). Oznacza to, ze tego typu supernowa
moze by¢ wykorzystana jako Swieca standardowa za pomoca ktorej mozna wyznaczy¢ odlegtosé do
takiego obiektu.
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