Zadania domowe z Podstaw Fizyki IV
seria #11 (dodatkowa)
(5 czerwca 2020)

Seria ta jest nieobowigzkowa i ma pomdc w przygotowaniu sie do egzaminu koricowego.

Zadanie 1

Rozpatrz dwa izolowane ukltady rozréznialnych, nieruchomych i nieoddzialujacych czastek. Kazda
czastka znajduje sie w jednym z trzech stanéw o energiach: —e, 0, €. Pierwszy uktad (uklad A)
zawiera jedna czastke, a jego calkowita energia wynosi E4 = . Drugi uklad (uklad B) zawiera trzy
czastki, a jego catkowita energia wynosi Fp = —¢.

a) Policz liczbe mikrostanow catosci ztozonej z obu izolowanych ukladéw.

b) Uklady doprowadzono do kontaktu ze sobg tak, ze moga one wymienia¢ energie. Jaka jest
teraz liczba mikrostanow?

¢) Ile wynosi teraz najbardziej prawdopodobna energia ukladu A?

d) Ile wynosi entropia calego uktadu w punktach a) i b)?

Wsk.: w zadaniu tym nie jest wymagane podanie ogélnych wzoréw opisujgcych liczbe mikrostandw
dla dowolnej liczby czagstek © wartosci E4 oraz Ep.

Zadanie 2

Czastki pewnego uktadu moga zajmowaé tylko trzy nastepujace stany energetyczne:
jeden stan podstawowy o energii 0, dwa stany o energii F i trzy stany o energii 2FE. Stwierdzono,
ze w warunkach rownowagi termodynamicznej srednia energia jednej czastki jest rowna 2E/3. Jaka
jest temperatura uktadu? Jakie jest prawdopodobienistwo znalezienia czastki o energii E7

Zadanie 3

W chmurach gazu miedzygwiezdnego znajduja sie czasem molekuly cyjanu (CN). W czasteczce tej,
przy energii 4.7 - 10~% eV powyzej stanu podstawowego, znajduja sie trzy najnizej lezace rotacyjne
stany wzbudzone. Astronomiczne pomiary spektroskopowe wykazaly, ze w pewnej chmurze $rednio
na kazde 10 czastek CN w stanie podstawowym, 3 inne czastki znajduja sie w jednym z tych trzech
stanéw wzbudzonych. Oblicz temperature tej chmury.

Zadanie 4

Czastki pewnego uktadu moga wystepowaé tylko w dwoch stanach: w stanie podstawowym o energii
0 i w stanie wzbudzonym o energii £. W stanie podstawowym czastka ma wartos¢ sktadowej z
momentu pedu J, = —%, a w stanie wzbudzonym J, = % Stwierdzono, ze w stanie rownowagi
srednia warto$¢ energii jednej czastki wynosi (E) = E/4. Jaka jest temperatura uktadu? Oblicz
§rednig wartos¢ sktadowej J, momentu pedu jednej czastki.

Zadanie 5

N
Stala dielektryczna € wyraza sie wzorem: ¢ = 1 + (pe)

eoE
nostke objetosci, F,; — natezeniem pola elektryczneg(c)), ezlaé (pez) — Srednim rzutem elektrycznego
momentu dipolowego czasteczek osrodka na kierunek pola elektrycznego E,;. Doswiadczalnie stwier-
dzono, ze stata dielektryczna ¢ gazéw, ktorych czasteczki maja niezerowy trwaly moment dipolowy
Pe jest liniowa funkeja odwrotnosei temperatury. Oznacza to, ze (pe.) takze powinnien byé liniows
funkcja odwrotnosci temperatury. Wiedzac, ze energia potencjalna dipola elektrycznego w jedno-
rodnym polu elektrycznym E,; dana jest wzorem: E, = —p, - E., obliczy¢ Srednia wartosé¢ rzutu
elektrycznego momentu dipolowego (p.,) w polu elektrycznym, w réwnowadze z termostatem o
temperaturze T'. Wykaza¢, ze w granicy F¢;/T — 0 (tj. stabe pole, wysoka temperatura) wynik ten
jest proporcjonalny do 1/7.

, gdzie N jest liczba czasteczek na jed-



Zadanie 6
Dla gazu o malej gestosci lub w wysokiej temperaturze, tak ze A3:n — 0, $rednie obsadzenie stanu
1 Wyraza sie przez

(n;) = zexp(—Pe;)

niezaleznie od tego czy gaz sktada sie z fermionéw czy bozonéw. Miomo, ze ta zaleznosé ma klasyczna
postaé, spektrum energetyczne ¢ jest wciaz dyskretne (kwantowemechaniczne).

a) Pokaz, ze z = N/Q, gdzie Q = ), exp(—f¢;) jest kanoniczng sumga statystyczna.

b) Pokaz, ze U/N = —252.

c¢) Dla czasteczki wieloatomowej wklad do energii maja ruch translacyjny i wewnetrzne stopnie
swobody takie, jak obroty i oscylacje € = €rqns + Erot + €osc- Pokaz, ze suma statystyczna separuje
sie i ze cieplo wlasciwe rozktada sie na sume niezaleznych cztonow:

Q = QtransQrothscv CV = Ctrans + Crot + Cosc,

gdzie indeksy dotycza wkladéw od translacyjnych, rotacyjnych i oscylacyjnych stopni swobody.
Uwaga: Nie ma jednej przyjetej konwencyi jak oznacza sie sume statystyczng w danym zespole. Na
przyktad sume statystyczng w zespole kanonicznym czesto oznacza sie literq @ lub Z i w réznych
podrecznikach mogq te oznaczenia byé rdzne.

Zadanie 7
Prosty model energii rotacyjnej daje e¢,,, = h20(¢ + 1)/2I, gdzie £ = 0,1,2,3,..., m = —{,—{ +
1,...,0,...,—1,¢, a I to moment bezwladnosci. Zatem
= BR26(L+ 1)
rot = 20+ 1 —_ ).
Qru =320+ 1 exp( =2

a) Dla kpT < h?/2I zostaw tylko dwa pierwsze cztony w @Q,..;. Pokaz, ze

(Z;t ~3 (6?2> exp(—ph?/1).

b) Dla kgT > h?/2I przybliz sume po ¢ przez caltke. Pokaz, ze

Crot

~ 1.
kp

c¢) Narysuj jakosciowy wykres U/N 1 ¢, jako funkeji temperatury. Czy c,o+ dazy do swojej asymp-
totycznej wartosci z dotu czy z gory?

Zadanie 8
Energia oscylacyjna dana jest wzorem &, = hw(n + %), gdzie n = 0,1,2,..., aw jest czestodcia
drgan.
a) Pokaz, ze
2
COSC ﬁm}
= — h(,d —_— .
by PO (1 eXP(ﬂﬁw))

Narysuj jakosciowy wykres c,s. jako funkcji temperatury.
b) Znajdz srednig wartos¢ (n + 1/2) oraz sredni kwadrat fluktuacji ((n + 1/2)%) — (n+1/2)2.

Zadanie 9

Temperatura w centrum Storica jest rzedu 107 K, a koncentracja elektronéw wynosi tam okolo
1032 /m3. Czy do elektronéw tych mozna zastosowaé klasyczng statystyke Boltzmana, czy raczej
nalezy traktowac je jako zdegenerowany gaz Fermiefo o T = 0, czy tez zadne z tych przyblizen nie
jest w tym przypadku odpowiednie?



Zadanie 10

Ciezkie jadro o liczbie masowej A mozna przedstawié¢ jako gaz swobodnych fermionéw o réwnej
liczbie protonéw i neutronow, zawartych w kuli o promieniu R = rgA'/3, gdzie ro = 1.4 x 10713 cm.
Oblicz energie fermiego iSrednig energie przypadajaca na nukleon w MeV.

Zadanie 11

Rozwaz gaz N czastek o spinie 1/2 o statystyce Fermiego, zamknietych w objetosci V, w zerze
bezwzglednym. Zalezno$é miedzy energig i pedem ma posta¢ E = /(pc)? + (mc?)2, gdzie m jest
masg spoczynkows.

a) Znajdz energie Fermiego dla gestosci n.

b) Zdefiniuj energie wewnetrzna U jako $rednia warto§é E — mc?, a ci$nienie p jako $rednia site na
jednostke powierzchni wywierana na doskonale odbijajaca Scianke pojemnika. Otrzymane wyrazenia
przedstaw w postaci calek. Calek nie trzeba dalej obliczaé.

¢) Pokaz, ze pV = 2U/3 dla malych gestosci i pV = U/3 dla duzych gestosci. Podaj ryterium
okreglania matlych i duzych gestosci.

d) W kosmosie moze istnie¢ gaz neutrin (i antyneutrin) [neutrina sa bezmasowymi fermionami o
spinie 1/2]. Oblicz energie Fermiego (w eV) takiego gazu, zaktadajac, ze gestosé gazu jest réwna

jednej czastce na cm?.

Zadanie 12

Gwiazde neutronowa mozna opisac jako doskonaly gaz Fermiego neutronéw w temperaturze bez-
wzglednego zera , w polu grawitacyjnym ciezkiego srodka masy M.

a) Pokaz, ze cisnienie p gazu w polu grawitacyjnym ciezkiej masy M spelnia réwnanie dp/dr =
—yMp(r)/r?, gdzie v jest stala grawitacyjna, 7 jest odlegloscig od masy, a p(r) jest gestoscia gazu.
b) Pokaz, ze p = ap®/?, gdzie a jesy stala, i znajdz p jako funkcje odleglosci od srodka.

Wsk.: Znajdz zaleznosé p i p od potencjatu chemicznego gazu Fermiego.



