Zadanie 0 — calkowanie metoda prostokatéw (1,2 pkt)

Najprostszym algorytmem catkujacym jest metoda prostokatéw, nawiazujaca do formalnej definicji calki
oznaczonej. Rozwazmy funkcje jednego argumentu. W metodzie tej dzielimy przedzial catkowania na n
podprzedziatéw. Nastepnie dla kazdego podprzedziatu wybieramy jeden punkt i liczymy dla niego wartosé
naszej funkcji. Mnozac ta warto$é przez szeroko$é¢ przedziatu uzyskujemy pole prostokata pomiedzy osig
OX a wykresem funkcji (patrz obrazek). Sumujac pola prostokatéw uzyskujemy przyblizona wartosé catki
0Znaczone;.
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Rysunek 1: Zrédlo: Google Image

Wazne jest, zeby przedzialy na ktére dzielimy przedziat catkowania byly jak najmniejsze. Jezeli chcemy
podzieli¢ odcinek [0,1] na 4 przedzialy, to ztym podzietem bedzie {(0,9), (0.9, 0.95), (0.95,0.99), (0.99,
1)}. Zazwyczaj po prostu dzieli sie przedzial calkowania na n przedzialéw identycznej szerokosci. Jesli
chodzi o wybér punktu dla ktérego liczymy wartosé funkcji catkowanej to przy dostatecznie duzej ilosci
przedzialéw nie ma duzego wplywu na dokladnosé (o ile funkcja nie jest bardzo szybko zmienna). W
zadaniu prosze liczy¢ dla punktow na Srodkach przedziatdw.

Dla waszej wygody przygotowatem szablon, w ktérym wystarczy uzupelnié funkcje catkujaca. Chcemy,
zeby catkowanie mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej funkcji przyjmujacej jeden parametr typu double i
zwracajacej double. Program musi sobie radzi¢ z sytuacja gdy do funkcji poda sie pusty wskaznik. Powin-
nien wtedy pojawié si¢ stosowny komunikat a program powinien zakonczy¢ prace, np. wywolujaé exit(1);.
Wynik powinien by¢ poprawny dla przedziatéw rosnacych i malejacych oraz dla pustego przedziatu.

#include <iostream>
#include <cmath>

using namespace std;
double sin2(double x)

{

return sin(x)*sin(x);



int main()
{

cout << "Calka z sin(x) od 0 do pi przy 10 podzialach: "
<< calka(0, M_PI, sin, 10) << endl;
cout << "Calka z sin(x) od O do pi przy 100 podzialach:
<< calka(0, M_PI, sin, 100) << endl;
cout << "Calka z sin(x) od O do pi przy 1000 podzialow: "
<< calka(0, M_PI, sin, 1000) << endl;
cout << "Calka z cos(x) od O do pi przy 1000000 podzialow: "
<< calka(0, M_PI, cos, 1000000) << endl;
cout << "Calka z sin"2(x) od O do 2pi przy 1000 podzialow: "
<< calka (0, 2*M_PI, sin2, 1000) << endl;
cout << "Calka z sin~2(x) od 2pi do O przy 1000 podzialow: "
<< calka (2*xM_PI, 0, sin2, 1000) << endl;
cout << "Calka z sin"2(x) od 0 do O przy 1000 podzialow: "
<< calka(0, 0, sin2, 1000) << endl;

<< calka(0, M_PI, sin2, 0) << endl;
cout << "Proba uzycia nullptr: " <<
calka (0, M_PI, nullptr, 10) << endl;

return O;

}

Output:
Calka z sin(z) od 0 do pi przy 10 podziatach: 2.00825
Calka z sin(z) od 0 do pi przy 100 podziatach: 2.00008
Calka z sin(z) od 0 do pi przy 1000 podziatéw: 2
Calka z cos(z) od 0 do pi przy 1000000 podzialéw: -2.92468e-16
Calka z sin?(z) od 0 do 2pi przy 1000 podziatéw: 3.14159
Calka z sin?(z) od 2pi do 0 przy 1000 podzialéw: -3.14159
Calka z sin?(z) od 0 do 0 przy 1000 podziatéw: 0
Préba uzycia nullptr: Nie podano funkcji!
Uwaga: Nie tworzy¢ tablic ani kolekcji. Nie uzywaé¢ gotowych implementacji algorytméw catkujacych. Nie
przeciaza¢ funkcji catkujacej. W razie problemoéw z kompilacja sprébowaé uzy¢ flagi -std=c++11. Uzyska-
nie outputu identycznego z podanym nie oznacza automatycznie, ze program jest poprawny. Otrzymanie
podobnego, ale nieidentycznego outputu nie musi oznaczaé, ze program jest btedny.
Trzeba uzy¢ wskaznikéw na funkcje. Na podstawie przykiladow domyél sie, jak wyglada
sygnatura funkcji caltka (jakie argumenty przyjmuje i co zwraca).

Zadanie 1 — Interpolacja liniowa (1,2 pkt)

Napisz funkcje

double linear (const std::vector<double> * const px,
const std::vector<double> * const py, const double x)

ktéra wykonywaé bedzie interpolacje liniowa w punkcie x dla funkcji zadanej przez wartosci py w punktach
px. Najelepiej zrobi¢ to w dwoch krokach:



1. Znajdz wartosci w px, ktére sa najblizsze x, tzn. dwa argumenty funkcji, z ktérych jeden jest
najwiekszym elementem px mniejszym od x, a drugi jest najmniejszym elementem px wiekszym od
x. Szczegdlnym przypadkiem do rozwazenia jest, gdy x nalezy do px.

2. Dla znalezionych sasiadéw x napisz réwnanie prostej i wykorzystaj je, zeby znalezé wartosé tej
prostej w punkcie x (dokonaj interpolacji funkeji prosta).
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Rysunek 2: Przyklad interpolacji liniowej. Zrédlo: Google Image.

Przykladowy kod:

#include <iostream> //nie wolno spacji przed >
#include <vector>
#include <cmath>

/ *
const std::vector<double> * const oznacza staly wskaznik
(nie mozna zmienic na co wskazuje) na stala
(nie mozna zmienic wartosci elementu wskazywanego)
*/
double linear (const std::vector<double> * const px,
const std::vector<double> * const py, const double x)

{
// uzupelni j

+

int main ()

{
std::vector<double> px{2, -1, 0, 3};
std::vector<double> py{7, 1, 1, 25%};
std::vector<double> x{0, -0.5, 1, 2.2};
for (auto i : x)
{

std::cout << "p(" << i << ") ="
<< linear (&px, &py, i) << std::endl;

+

}



Output:

p(0) =1
p(-0.5) = 1
p(1) = 4
p(2.2) = 10.6

Uwaga: Nie tworzy¢ nowych tablic czy kolekcji wewnatrz funkcji linear. Mozna zalozy¢, ze wskazniki
przekazywane do funkcji linear nie sa puste. Mozna zatozy¢, ze przekazywane wektory zawsze zawieraja
co najmniej dwa punkty i wszystkie punkty sa zawsze rézne. Nalezy rozwazy¢ przypadek, gdy x nalezy
do px. Nie wolno zaklada¢ posortowania wektoréw. Nie wolno zaktadaé, ze wartosci nalezg do jakiego$
przedziatu (np. od INT_MIN do INT_MAX).

Pierwsza cze$é zadania jest podobna do znanego juz problemu szukania minimum i maximum
wraz z iloScia wystapien. Tym razem nie interesuje nas ilos§¢ wystapien tylko indeksy w wektorze.

Zadanie 2 — kwadratury Gaussa (1,27 pkt)

Napisz funkcje (lub szablon funkcji)

double gaussQuad(double from, double to, std::vector<double> w,
std::vector<double> x, ...);

ktéra w ostatnim argumencie powinna pobiera¢ wskaznik funkcyjny (odpowiadajacy funkcji: double
f(double)).

Funkcja wykonywa¢ powinna catkowanie metoda kwadratur Gaussa w zakresie od from do to. Na zaje-
ciach nie omawialiémy metod znajdowania pierwiastkéw wielomianéw, dlatego zaréwno pierwiastki jak i
wagi przekazywane powinny by¢ do funkcji w wektorach x i w. Gotowe wartosci pierwiastkéw i wag dla
wielomianéw Legendre’a podano w przykladowym mainie. Kwadratura Gaussa:

/abF(a:)dx = /abw(w)f(x)dx ~ Zn: b;awif (b;a:ci + a;—b) (1)

1=0

Wartosé kwadratury jest doktadna, gdy f(x) da si¢ dobrze przyblizy¢ przez wielomian stopnia réwnego
lub mniejszego 2n + 1. Gdy zmienno$¢ funkcji w zadanym zakresie jest duza, zamiast przyblizaé¢ funkcje
wielomianami co raz wyzszego stopnia mozna podzieli¢ zakres na mnniejsze obszary (jak w metodzie
trapezow) i przybliza¢ na nich wielomianami niskiego stopnia.

Przyktad:

#include <cmath> //zadnych spacji przed >
#include <iostream>
#include <vector>

double gaussQuad (double from, double to, std::vector<double> w,
std::vector<double> x, ...);

double f1(double x) { return 2 * x * x + x + 2; }
double f2(double x) { return cos(x) * x; 1}
double poly(double x) {

double sum = O;
1;

for (int i = i !'= 9; ++1i)



sum += (i + 1) * pow(x, 1i);
}

return sum;

};

std::vector <double> w{l};
int main() {
auto xexp = [](double i) { return i * exp(i); };

std::vector<double> w{0.5555555555565556, 0.888888888888889,

0.5555555555555561};

std::vector<double> x{-0.774596669241483, 0, 0.774596669241483};

std::cout << "n=" << x.size() << std::endl;
std::cout << "\tfl (should be 22.9973): "
<< gaussQuad(-2.2, 2.2, w, x, f1)
<< std::endl;
std::cout << "\tf2 (should be 0): "
<< gaussQuad (0, 2 * M_PI, w, x, f2)
<< std::endl;
std::cout << "\tpoly[8] (should be 8): "
<< gaussQuad (0, 1, w, x, poly)
<< std::endl;
std::cout << "\tx*exp(x) (should be 1): "
<< gaussQuad (0, 1, w, x, xexp)
<< std::endl;

0.538469310105683,

w = {0.236926885056189, 0.478628670499366, 0.568888888888889,
0.478628670499366, 0.236926885056189};

x = {-0.906179845938664, -0.538469310105683, O,
0.906179845938664};

std::cout << "n=" << x.size() << std::endl;

std::cout << "\tf2 (should be 0): "
<< gaussQuad (0, 2 * M_PI, w, x, f2)
<< std::endl;

std::cout << "\tpoly[8] (should be 8): "
<< gaussQuad(0, 1, w, x, poly)
<< std::endl;

std::cout << "\tx*xexp(x) (should be 1): "
<< gaussQuad (0, 1, w, x, Xexp)
<< std::endl;

return O;

}

Output:

n=3

f1 (should be 22.9973): 22.9973
f2 (should be 0): -0.443228
poly[8] (should be 8): 7.96362
x*exp(x) (should be 1): 0.999995



n=>5

£2 (should be 0): -0.000608033
poly[8] (should be 8): 8
x*exp(x) (should be 1): 1



